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by (10). We suppose that there is no homogeneous prime ideal p which satisfies
the assertion for n. We consider the ideals p,,...,p, which are defined in
Proposition 2 for the ideal I™. Then for all j, 1 <j<s,

v(pJ(w)) < (1/4(8{‘!)"— l)dl: t—nh Nm_"M'N (pj)
+(A/4@Bdy tnp)t~ VU N L B(p).
By the equalities in Proposition 2, we have

v(I'(@)) = v(b)+ )i k;v(p;(w))
j=1

< v(b)+(4/4(8dy'~1)d" £~ N™ "M - N (I*)
+(A/4 (8d)y" ™ ")t~ "~ Dl Nm =+ L (B (™) — B (b))

< (A/4(8dy ) dir™ " DI NmTREIMAN (p D)
+(A/4 (8dy ™ ny) == D Nm=n+2. B (pn=1)
+(A/4(8dy"~ n)d"r ¢~ @~ Dl NmRE LN (p0= D),

This contradicts the inequality (12) and the assertion is proved.

We can find a nonnegative integer [,,,, in the same way as [, in the proof
of the assertion. Applying Lemma 5 to the ideal p™ and the polynomial Q,
we have

0 > (4/2(8dy")d"t=™ M- N (p™)+(4/2 (8d)"mys) t~ ™= Vi N+ B (p™).

This is a contradiction and completes the proof of the theorem.

m+1?
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Sous-groupes minimaux des groupes de Lie
commutatifs réels, et applications arithmétiques

par
DamieN Roy (Paris)

Introduction. On dit qu'un groupe abélien est de type fini ’il est engendré
par un nombre fini d’éléments. Alors on définit son rang comme le plus petit
entier r = 0 tel que le groupe soit engendré par r éléments. On convient qu’un
groupe {e}, réduit a son élément neutre, est de rang 0. Cela étant posé, nous
disons qu'un sous-groupe I" d’'un groupe topologique commutatif R est minimal
§'il est de type fini, dense dans R, et si aucun sous-groupe de I" de rang inférieur
au rang de I" n’est dense dans R. Dans cet article, on considére le cas ol R est
un groupe de Lie commutatif réel. L’étude des sous-groupes minimaux d’un tel
groupe R est motivée par le probléme suivant:

Soient k une extension-algébrique de Q de degré fini, et R le groupe des
éléments inversibles de la R-algébre k®,R, déduite de la Q-algébre k par
extension des scalaires de Q a R. C'est un groupe de Lie commutatif: réel pour
la structure différentielle de sous-variété ouverte de I’espace vectoriel réel
k®gR. Via linjection canonique, le groupe k* s'identifie 4 un sous-groupe
dense de R. Dans ce contexte, J:-L. Colliot-Théléne demandait ([3], remarque
3.8) si k™ conmtient toujours un sous-groupe de type fini, dense dans R. Cette
question a été résolue de maniére affirmative, d’abord par H. W. Lenstra Jr. [6]
et J.-L. Brylinski ([2], et [10], ch. I, lemme 3.18), lorsque k est une extension
abélienne de Q, puis par M. Waldschmidt ([11], §4, et [10], ch. I, cor. 3.17),
dans le cas géneral. Pour préciser leurs solutions, désignons par r, le nombre de
plongements réels de k, et par r, le nombre de paires de plongements
complexes conjugués de k. Alors le degré d de k sur Q s'écrit ry+2r,.
Désignons aussi par R, la composante neutre de R. Chacun d’eux construit
explicitement un sous-groupe de type fini de k* qui est dense dans R,, de rang
2d—r, chez H. W. Lenstra Jr., de rang 2d chez J.-L. Brylinski, de rang d> —d +2
chez M. Waldschmidt. Comme le quotient R/R,, est un groupe fini, et que k*
est dense dans R, cela répond bien a la question de J.-L. Colliot-Théléne. Suite
a ces résultats, J.-J. Sansuc a demandé quel est le plus petit entier r tel que k*
contienne un sous-groupe de type fini, de rang r, dense dans R ([9], remarque
4.3). Puisqu’un tel sous-groupe de R est nécessairement minimal, une fagon de
répondre 4 cette question est de majorer le rang des sous-groupes minimaux de



258 D. Roy

R contenus dans k. Au § 3, on montre que ce rang est en général < d+r, +r,,
mais qu’il est égal 4 r,+r,+1 si d<3, ou si d=4 et r,=0, et qu’il
est <(3/2)d si d >4 et r, =0. On montre aussi que, si la conjecture de
Schanuel est vraie, ce rang serait égal a d+ 1 lorsque r, = 0 (c’'est-a-dire lorsque
k est totalement réel).

Voici le plan de l'article. Au § 1, on donne les définitions de sous-groupe
minimal relatif et de sous-groupe étoilé relatif de R". On énonce ensuite des
résultats sur ces sous-groupes, qui sont démontrés dans [7]. Au § 2, on montre
comment P'étude des sous-groupes minimaux d’un groupe de Lie commutatif
réel R se raméne a celle des sous-groupes minimaux de sa composante neutre
R,. Au §3, on applique l'ensemble de ces résultats pour majorer le rang des
sous-groupes minimaux de (R*)? x (C *)? contenus dans (3* "nR*)? x(Q™)*, ou
O désigne la cloture algébrique de Q dans C. L’outil essentiel de cette section
est un théoréme de transcendance de M. Waldschmidt ([12], théoréme 4.1).

Dans une note parue précédemment [8], on trouvera un exposé concis sur
les sous-groupes minimaux de R", et leurs applications arithmétiques. Cet
article vient le compléter en y ajoutant plusieurs éléments nouveaux. La
poursuite de cette recherche, commencée au doctorat avec le support d’une
bourse doctorale du FCAR (Québec), a été rendue possible grice au Soutien
d’une bourse en sciences de 'OTAN du CRSNG (Canada). Elle a été accomplie
au cours d'un stage au sein de I'équipe “Problémes diophantiens” de
I'université Paris VI, que je remercie de son accueil chaleureux.

Notations. Les lettres Z, Q, R, et C, désignent respectivement I'anneau des
entiers et les corps usuels. On note k* le groupe multiplicatif d’un corps k, et
R’ le groupe multiplicatif des nombres réels positifs. Pour chaque entier n = 0,
on munit I'espace vectoriel réel R" de sa forme bilinéaire standard, notée ( , ),.
Par suite, la transposée d’une application R-linéaire f: R™— R" est définie
comme I'application R-linéaire 'f: R"— R™ vérifiant (x, 'f (y)),, = (f(x), y), pour
tout xeR™ et tout ye R". On dit que deux sous-espaces de Q" ou de R" sont
supplémentaires orthogonaux si I'un est 'orthogonal de l'autre par rapport
a(,),. Le terme automorphisme de R" désigne dans la suite toute application
R-linéaire bijective de R" dans lui-méme. Si F est un sous-corps de R, et S un
sous-ensemble de R", on note {S); le F-sous-espace de R" engendré par S. On
note ¢8> le sous-groupe de R" engendré par S. Dans l'introduction, on a déja
précisé ce qu’on entend par le rang d’un groupe abélien de type fini. On définit
le rang libre d’un tel groupe I' comme la dimension de I'® ,Q sur Q. Enfin, si
m, n sont des entiers positifs, on désigne par m|n la condition que m divise n.

1. Sous-groupes minimaux relatifs et sous-groupes étoilés relatifs de R".
Soient n, n,, n, des entiers positifs. On établit d’abord deux définitions:

DérniTION. On dit qu'un sous-groupe G de R" est minimal relativement
a un sous-groupe H c G s'il est de type fini, dense dans R", et ne contient aucun
sous-groupe dense dans R", de rang inférieur, contenant H.
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Ainsi un sous-groupe de R" est minimal si et seulement sil est minimal
relativement 4 0.

DEFINITION. On dit qu’un sous-groupe G de R" est étoilé relativement a un
sous-groupe H < G s'il est de type fini, dense dans R", et si G <u), est dense
dans (u)p pour tout ue H. On dit qu’il est étoilé s’il est étoilé relativement
a lui-méme.

Pour montrer le lien entre ces notions, on introduit une relation
d’équivalence sur I'ensemble des sous-groupes de type fini de R", et sur
I'ensemble des couples (H, G) de sous-groupes de type fini de R" avec H — G.
On introduit aussi une notion de dualité.

DEFINITION. Soient G,, G, des sous-groupes de type fini de R". On dit
qu’ils sont équivalents s’il existe un automorphisme de R" qui applique (Gy)g
sur {G,),.

Soient H, un sous-groupe de G,, et H, un sous-groupe de G,. On dit que
les couples (H,, G,) et (H,, G,) sont équivalents s’il existe un automorphisme
de R" qui applique {H,», sur (H,), et {G)g sur {G;),.

DEFINITION. Soient G, un sous-groupe de type fini de R™, et G, un
sous-groupe de type fini de R™. On dit qu’ils sont duaux s’ils ont méme rang
m = n, +n,, et s'il existe des applications linéaires surjectives f;: R™— R™, f:
R™ - R™, de noyaux supplémentaires orthogonaux, telles que f, (Q™) = (G129
et £,(Q™ = (G,Dq.

Soient H, un sous-groupe de G, et H, un sous-groupe de G,. On dit que
les couples (H,, G,) et (H,, G,) sont duaux si G, et G, ont méme rang
m = n,; +n,, et sl existe des applications linéaires f,, f, comme ci-dessus, et des
sous-espaces U,, U, de Q", supplémentaires orthogonaux dans Q™, tels qu'on
ait en plus f,(U,) = (Hypg et f,(Uy) = {H3>,.

Les résultats qui suivent sont démontrés dans [7]:

(i) Résultats concernant I’équivalence et la dualité:

ProrosiTioN 1.1. Soient G,, G, des sous-groupes de type fini de R".
Supposons qu'ils soient équivalents. Alors G, et G, ont méme rang. De plus, si G,
est un sous-groupe dense, minimal, ou étoilé de R", alors G, l'est aussi.

Soient H, un sous-groupe de G,, et H, un sous-groupe de G,. Supposons que
les couples (H,, G,) et (H,, G,) soient équivalents. Alors G, et G, ont méme
rang. Si H, est discret, ou si H, contient une base de R" sur R, la méme chose vaut
pour H,. Si G, est dense, G, l'est aussi. Enfin, si G, est un sous-groupe minimal
ou étoilé de R" relativement a H,, alors G, est dans la méme relation par rapport
a H,.

PROPOSITION 1.2. Soient G, un sous-groupe de type fini de R™, et G, un
sous-groupe de type fini de R"™. Supposons qu'ils soient duaux. On pose
m = n,+n,. Alors G, est dense dans R™ de rang m, et G, est dense dans R™ de
rang m. De plus G, est un sous-groupe minimal de R™ si et seulement si G, est
sous-groupe étoilé de R™.
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Soient H, un sous-groupe de G,, et H, un sous-groupe de G,. Supposons
maintenant que les couples (H,, G,) et (H,, G,) soient duaux. On pose
m = n,+n,. Alors G, est dense dans R™ de rang m, et G, est dense dans R™ de
rang m. De plus H, est un sous-groupe discret de R™ si et seulement si
(H,Yg = R™. Enfin, G, est un sous-groupe minimal de R™ relativement a H, si et
seulement si G, est un sous-groupe étoilé de R™ relativement a H,.

La proposition suivante lic équivalence et dualité:

ProprosITION 1.3. Soit G un sous-groupe de type fini de R", et soit m son rang.
Pour que G admette un dual, il faut et il suffit qu'il soit dense dans R". Alors
m est > n, et les duaux de G sont des sous-groupes denses de R™~", de type fini, de
rang m. Ils constituent une classe d’équivalence dont chaque élément est dual
a chaque élément de la classe d'équivalence de G.

Soit H un sous-groupe de G, et soit q son rang. Pour que le couple (H, G)
admette un dual, il faut et il suffit que G soit dense dans R". Alors m est > n, et les
duaux de (H, G) sont des couples (H', G') de sous-groupes de type fini de R™"",
avec H' < G', H' de rang m—gq, et G’ dense dans R™~", de rang m. Ils constituent
une classe d'équivalence dont chaque élément est dual a chaque élément de la
classe d'équivalence de (H, G). -

Enfin la définition suivante permet de condenser en un théoréme I'essentiel
des résultats précédents:

DErmniTION. On dit que deux classes d’équivalence sont duales si tout
élément de l'une est dual a tout élément de l'autre.

THEOREME 1.4. Deux classes d'équivalence sont duales si un élément de l'une
est dual @ un élément de l'autre. Toute classe d'équivalence C composée de
sous-groupes minimaux de R" de rang m (resp. de couples de sous-groupes (H, G)
de R", avec H = G, H discret, et G minimal relativement a H, de rang m) admet
exactement une classe d’équivalence duale C' composée de sous-groupes étoilés de
R™ " de rang m (resp. de couples (H', G') de sous-groupes de R"~", avec H' = G/,
{H')r=R™""", et G' étoilé relativement & H', de rang m), et vice versa.

(i) Résultats concernant les sous-groupes étoilés relatifs:

PROPOSITION 1.5. Soient H = G des sous-groupes de type fini de R". Si
{H>s = R", et si G est étoilé relativement a H, le rang de G est > 2n.

Pour n = 1, un sous-groupe de type fini G de R" est étoilé relativement
i un sous-groupe non nul H = G si et seulement si son rang est > 2. Pour
n > 2, la situation est décrite, dans deux cas particuliers, par les théorémes
suivants: ,

THEOREME 1.6. Supposons n = 2, et soit G un sous-groupe de R" de type fini,
de rang m. Alors G est un sous-groupe étoilé de R" si et seulement 5i {G)g = R" et
il existe une extension F de Q, de degré fini d > 2, contenue dans R, vérifiant
dimy (G)p < m+d-2.
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THEOREME 1.7. Supposons n = 2, et soient H < G des sous-groupes de R" de
type fini, avec (H)p = R" et rang(G) = rang (H) + 1. Alors G est un sous-groupe
étoilé de R" relativement a H si et seulement si H ou G est un sous-groupe étoilé
de R :

(iii) Résultats concernant les sous-groupes minimaux
relatifs:

La proposition suivante est duale de la proposition 1.5:

ProrosITION 1.8. Soient H = G des sous-groupes de type fini de R". Si H est

un sous-groupe discret de R", et si G est minimal relativement a H, le rang de
G est <2n.

Les sous-groupes minimaux de R" sont aussi de rang > n+1. Ceux de
rang n+1 sont décrits par le théoréme de Kronecker ([2], § 1, no. 3, prop. 7,
cor. 2). Par dualité, ceux de rang m > n+2 répondent aux sous-groupes étoilés
de R™™" de rang m, et ces derniers sont décrits par le théoréme 1.6. On peut
donner un énoncé dual au théoréme 1.6. Celui que j'ai obtenu est trop
compliqué pour valoir la peine d’étre présenté ici. Par contre, le théoréme 1.6
fournit entre autres une description des sous-groupes étoilés de R" de rang 2n et
2n+1 pour n = 2. On en tire une description des sous-groupes minimaux de R”
de rang 2n pour n > 2, de rang 2n—1 pour n > 3. De cette description, on ne
retiendra ici que la conséquence suivante:

PRrOPOSITION 1.9. Soit G un sous-groupe minimal de R" derangm. Sin > 2 et
m=2n, ou sin=3 et m=2n—1, alors il existe deux éléments de G qui sont
linéairement indépendants sur Q, mais linéairement dépendants sur la cléture
algébrique de Q dans R.

Une autre conséquence de ce théoréme s’énonce:

ProrosiTioN 1.10. Soit K un sous-corps de R. Supposons que Q soit

“algébriguement clos dans K. Alors le rang d’'un sous-groupe minimal de R"

contenu dans K" est n+1.
L’énoncé dual du théoréme 1.7 est le suivant:

THEOREME 1.11. Supposons n > 2, et soient H = G des sous-groupes de R" de
type fini, avec H de rang 1, et G de rang.m> n+2. Soit n: R"-R""! une
application linéaire de noyau {H)»g. Alors G est sous-groupe minimal de R"
relativement a H si et seulement si, ou bien G est un sous-groupe minimal de R",

. ou bien G est un sous-groupe dense de R", et n(G) est un sous-groupe minimal de

R de rang m—1.
Enfin, on a le critére suivant:

PROPOSITION 1.12. Soient m un entier positif, et q un entier > 0. Soient G un
sous-groupe dense de R", de type fini, de rang m+q, et H un sous-groupe de G de
rang q. Soit (¢, ..., },) une base du sous-groupe de Hom,(G, Z) constitué des
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homomorphismes qui s'annulent sur H, et soient A, ..., A,, des sous-ensembles de
Z de cardinalité > m+q. Le groupe G est un sous-groupe minimal de R"
relativement a H si et seulement si, pour tout (a,, ...,a,)€ A, X ... X A, non nul,
le noyau de a,¢,+ ... +a,¢, n'est pas dense dans R".

2. Sous-groupes minimaux des groupes de Lie commutatifs réels. Soit R un
groupe de Lie commutatif réel de dimension n = 0. On note R, sa composante
neutre, et v: R - R/R, la projection canonique. Il existe un homomorphisme de
groupes de Lie h: R"— R, surjectif, de noyau discret H. On note q le rang de
H, et on pose p = n—gq. Alors R, est isomorphe au quotient R"/H, lui-méme
isomorphe au produit R? x (R/Z)". De plus, I'application I'— h~*(I') établit une
bijection entre les sous-groupes denses de R, et ceux de R" contenant H. On en
déduit que R, contient des sous-groupes denses de type fini, et que si un
sous-groupe de R, est dense dans R,, ses sous-groupes d'indice fini le sont
aussi. En conséquence un sous-groupe minimal de R, est sans torsion, et on
peut énoncer:

ProrosiTioN 2.1. Lapplication I'+—h~'(I') établit une bijection entre les
sous-groupes minimaux de R, et les sous-groupes de R" contenant H comme
facteur direct, qui sont minimaux relativement a H.

En combinant ce résultat et la proposition 1.8, on obtient:
COROLLAIRE 2.2. Le rang d'un sous-groupe minimal de R, est < 2p+q.

Les caractéres de R, sont les homomorphismes continus de R, dans R/Z.
Soit 7: R—R/Z la projection canonique. Pour chaque caractére y de R, il
existe une fonctionnelle linéaire /> R" — R telle que yoh = nof. Cela détermine
un isomorphisme entre le groupe des caractéres de R, et le groupe des
fonctionnelles linéaires de R" qui appliquent H dans Z. Or, Michel Wald-
schmidt a démontré ([10], ch. I, lemme 3.12):

LeMME 2.3. Un sous-groupe G de R" contient un sous-groupe G', de type fini,
dense dans R", si et seulement s'il n'existe pas de fonctionnelle linéaire non nulle
de R" dans R qui applique G dans Q.

On en déduit: ’

ProPOSITION 2.4. Un sous-groupe I' de R, contient un sous-groupe I"', de
type fini, dense dans R, si et seulement s'il n’existe pas de caractére non nul de
R, qui applique I" dans Q/Z.

Enfin la proposition 1.12 fournit le critére de minimalité suivant:

PROPOSITION 2.5. Supposons n > 0. Soit I' un sous-groupe dense de R, de

type fini, sans torsion. Son rang est un entier m > 0. Soient (¢, , ..., d,,) une base
du groupe abélien libre Homy(I', Z), et Ay, ..., A, des sous-ensembles de Z de
cardinalité > m+q. Le groupe I' est un sous-groupe minimal de R, si et
seulement si le noyau de a,¢,+ ... +a,¢,, n'est pas dense dans R, pour tout
(@, ....a,)€A; x ... x A, non nul.
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Puisque R, est un sous-groupe ouvert de R, un sous-groupe I" de R est
densF dz_ms R si et seulement si: v(I') = R/R, et ' R, est dense dans R,,. On
en dedult_ qu’un sous-groupe I" de R contient un sous-groupe de type fini Elense
dans R si et seulement si: v(I') = R/R,, est de type fini, et I'n R, contient un
sous-groupe de type fini dense dans R,. En particulier, R contient un
sous-groupe dense de type fini si et seulement si R/R, est de type fini. Le
théoréme suivant raméne I’étude des sous-groupes minimaux de R a celle des
sous-groupes minimaux de R,:

T'HﬁOREME 2.6. Supposons que R/R,, soit de type fini, de rang r, de rang libre
To- §'o:t I un sous-groupe de R de type fini, de rang I. Alors I' est un sous-groupe
minimal de R si et seulement si I'une ou l'autre des conditions suivantes est
remplie:

Q) I'=r, v(I')=R/R,, et I'NR, est dense dans R,
| () I >r,v(I') = R/R,, et 'R, est un sous-groupe minimal de R, de rang

_ro.
De plus, si la condition (ii) est remplie, le groupe I' est sans torsion.

‘ D(?monstration. Pour que I soit un sous-groupe minimal de R, il faut
qu_’ll soit dense dans R. Pour cela, il faut qu’on ait v(I') = R/R,, et que 'nR
soit dense dans R,. Comme ces deux conditions sont contenues en (i) et (i1), or‘:
peut supposer qu'elles sont remplies. Si R est de dimension 0, cela entraine
r '=_R. Alors (i) est remplie, et comme R est discret, I" est bien un sous-groupe
minimal de R. Donc on peut aussi supposer que R est de dimension positive,
Alors le rang de I'n R, est positif.

: Soit f: Z'->I un homomorphisme surjectif. On pose py =vof;:
Z' - R/R,. Par hypothése, p, est surjectif. Son noyau est 'image réciproque de
I'nR, par f,. 1l scrit {d, u,, ...,d,u,> pour une certaine base Uy, ... u)
de Z', un certain entier positif m < I, et certains entiers positifs d,,...,d t
avec d|d,,...,dn-4|d,. Alors R/R, est isomorphe a (Z/d, Z) x ...,

. X(Z/d,Z)x Z'"™. On en déduit ro=1I1—m et r<I, avec égalité si et
seulement si d, # 1.

Soit y 'automorphisme de Z' qui applique la base canonique de Z' sur
(4, ...,u). On pose f = f,oy, et p=p,oy. Alors f applique Z' sur I, et le
noyau de p est I'image réciproque de I'n R, par f. Ce noyau est aussi 'image
de I'homomorphisme 1: Z™—»Z' donné par iy, ...,y,) =(d,y,,...,d.y
0,...,0). Donc la composée g = foi applique Z™ sur I'nR,. s

) Pour tout xeZ!, on note x! le sous-groupe de Z' orthogonal a x. De
meme, pour tout ye Z™, on note y* le sous-groupe de Z™ orthogonal 4 y. En
vertu des hypothéses, le groupe I' est un sous-groupe minimal de R si et
seulement si, pour tout élément x de Z' 4 coordonnées premieéres entre elles, le
groupe f(x*) n'est pas dense dans R.

Soit x = (x,, ..., X)) un élément de Z' 4 coordonnées premiéres entre elles.
On pose y = (@, x,, ...,d,x,). Le groupe f (x*) n’est pas dense dans R si et

6 — Acta Arithmetica 56.3
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seulement si p(x%) # R/R, ou f(x*)NR, n'est pas dense dans R,. D’une
part on a

f(xY)NRy=f(x*nkerp) = guh).

D’autre part, la condition p(x') = R/R, équivaut a x!+kerp = Z', ou encore
a (x, ker p), = (x, Z),. Comme (x, kerp), = (y, Z"),, et (x, Z'), = Z, elle revient
i demander que les coordonnées de y soient premiéres entre elles.

Ainsi, I" est un sous-groupe minimal de R si et seulement si, pour tout
Y=gy -eer YEZ™ & coordonnées premiéres entre elles, verifiant
d, 1y -.-»d,) y,» le groupe g(y*) w'est pas dense dans Rq. Cette condition est
vide si d, # 1, c’est-a-dire si [ = r. Alors le groupe I' est minimal. Supposons
donc I > r, cest-a-dire d, = 1. 1l reste & montrer que I' est un sous-groupe
minimal de R si et seulement si '\ R, est un sous-groupe minimal de R, de
rang m, et que, dans ce cas, I' est sans torsion.

Puisque g: Z"—TI a pour image I'nR,, le groupe 'R, est un
sous-groupe minimal de rang m de R, si et seulement si, pour tout yeZ™
a coordonnées premiéres entre elles, le groupe g(y*) n’est pas dense dans R,.
Donc I est un sous-groupe minimal de R si I'n R, €st un sous-groupe minimal
de rang m de R,. Réciproquement, supposons: que I' soit un sous-groupe
minimal de R.

On en déduit d’abord que g-est injective. En effet, si ce n'était pas le
cas, son noyau contiendrait un élement x#0, et il existerait
y=(1, Y3 ee0s V)€ Z X ... XdyZ tel que (x, y),, # 0. Alors le groupe gy
serait dindice fini dans I'nR,. Comme I'n R, est dense dans R,, le groupe
g(yY) le serait aussi. C'est une contradiction.

Ainsi g établit un isomorphisme de Z™ sur I NR,. Puisque le noyau de
fest contenu dans I'image de 1, Papplication f est aussi un isomorphisme de Z'
sur I". Donc les groupes I' et I' R sont sans torsion, de rangs respectifs [ et m.

Enfin, soient (e,, ..., ¢,,) la base standard de Z7, et (@4 ---» P la base de
Hom,(I'nR,, Z) donnée par ¢:(9(x)) = (x, &), pour tout xeZ", pour
i =1,...,m. Par hypothése, le noyau de y,¢,+ ... +Yn®m n'est pas dense
dans R, pour tout (yi,...,Ym€Z" i coordonnées premiéres entre elles,
vérifiant d, [y5, . .. dpl Y- Soient g un nombre premier qui ne divise pas d,,, A,
Pensemble des puissances de g, et 4 'ensemble des entiers premiers a g. Alors le
noyau de y,@,+ ... +Vuo, D'ESt Ppas dense dans R, pour tout
Wys .- V) €A xdyAX ... xd, A Comme A, et A sont de cardinalité infinie,
cela implique, en vertu de la proposition 2.5, que I'nR, est un sous-groupe
minimal de R,.

COROLLAIRE 2.7. Supposons que R/R,, soit de type fini, de rang < p, de rang
libre ry. Supposons aussi n > 0. Soit I' un sous-groupe de R de type fini, de rang l.

Alors I est un sous-groupe minimal de R si et seulement si: v(I =R/R, et
'R, est un sous-groupe minimal de R, de rang l—r,. Dans ce cas, le groupe
I' est sans torsion.
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D,é monstration. En vertu de I'isomorphisme entre R, et R” x (R/Z)%, le
rang d’un sous-groupe dense de R est > p+ 1. Comme le rang de R/R, est < p,

un sous-groupe minimal de R ne peut remplir la condition (i) du théoréme 2.6.
Il ne reste que la condition (ii), d’ou la conclusion.

3. Applications arithmétiques. Dans ce paragraphe, on note § la clture

algébrique de Q dans C, et L le Q-sous-espace de C - ]
,r ? constit
des éléments de @. On pose i nstitué des logarithmes

Ly=LnR et L, =%(LF\R0,

de telle sorte que L s%crive L= L,®2niL,.
Soient p,q des entiers>0. On considére | i
_ 558 3 2 0. e groupe de Lie
R=(R*yx(C ')"‘. Le but de ce paragraphe est de majorer le rang des
sous-groupes minimaux de R contenus dans (@ nR*)* x (Q*)% Pour cela, on
observe d’abord que la composante neutre de R est Ry = (RIP x(C™), et ’que

le quotient R/RO_ est isomorphe a (Z/2Z)?, de rang p, de rang libre 0. On a aussi
un homomorphisme de groupes de Lie h: RP+9x R4 —+R, donné par

BXis s X Vioens V) = (€5, ..., 59, @91+ 2001__ pEprat 2ning

pour :out gsmany Xp+g> Yis - > ¥ € RP*4x R9. 1l est surjectif, de noyau discret
0x 29 'Donc R, est 1som_qrphe a R?*%x(R/Z)". En appliquant tour 4 tour le
corollaire 2.7, la proposition 2.1, et la proposition 1.8, on obtient:

PROPOSITION 3.1. Soit I un sous-groupe minimal de R, et soit m son ran
Alors I' est sans torsion, et I' "\ R, est un sous-groupe minimal de R, de ran rﬂ
Le groupe h™(I'n RO] est un sous-groupe de RP*?x R, minimal (;elativengien;
a 0x 2% de rang m+q. 1l est contenu dans I5*9x 1%, si I est contenu dans
@ "R*Px(Q) Enfin, on a m < 2p+3q.

Cette proposition montre que le rang des sous-groupes minimaux de
R 'es':t < 2p+3q. Elle montre aussi que pour majorer le rang des sous-groupes
minimaux de R contenus dans (3 nR™)* x (@)Y, il suffit de majorer celui des
sogs-groupes de R?*?x RY, minimaux relativement & 0x Z9 contenus dans
I[i"*x I%. Le théoréme suivant donne une telle majoration, lorsque g = 0:

THEOREME 3.2. Le rang d'un sous- .
. groupe minimal de R" cont. n
n+1 sin<4, et<(3/2)n si n>4. contenu dans L est

Sa démonstration repose sur un cas particulier d’un théoré
: . e¢me de transcen-
dance de Michel Waldschmidt ([12], théoréme 4.1), formulé par Michel
Laurent dans le cas p-adique ([5], théoréme 4):

THEOREME 3.3. Soient m, n des entiers positifs avec m > n, V un sous-espace

de R™ de dimension n, F une extension algébrique de Q contenue dans R, W un
sous-espace de V rationnel sur F, et Y un sous-groupe de V contenu dans L7
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Alors il existe un sous-espace T, de R™ rationnel sur Q, vérifiant T, + W # R", et

dimg (R™/T,)+rang(YAY N T})) < M
dimg (R™/T,)—dimg(W/(WAT,))  m—n

(1)

Comme le dénominateur du quotient de gz?uche est égal a
dimg (R™/(T, + W)), la condition T, +W# R™ assure qu'il n’est pas nul.

Démonstration du théoréme 3.2. Soit G un sous-groupe minimal de
R" contenu dans I7, de rang m > n+1. Puisque G est dense dans R", la
proposition 1.3 montre qu’il admet pour dual un sous-groupe dens:;: Gi de
R™", de type fini, de rang m. Soient f: R™—R", f': R™ - R™ ™" des applications
linéaires surjectives de noyaux supplémentaires ortl'z?gonaux tc:lles que
f(Q™ ={G)y et f'(Q") ={G')p. Suivant la proposition 1.2, G ‘esl un
sous-groupe étoilé de R™~" de rang m. Puisque m—n est > 2, le t’heorfame 1.6
montre qu’il existe une extension algébrique F de Q, de degré fini d > 2,
contenue dans R, veérifiant

) dimg {(G'dp < m+d—2.

On pose V =ker f', W = (VA F")p, et Y = f(Z"). Comme V = 'f (R"), et que f
est injective, V est de dimension n, et Y est un réseau de V. Dc plus, Y est
contenu dans L7, car I'inclusion f(Q™) < L signifie que la matrice de j'”relatwe
aux bases standards de R™ et de R" est a coefficients dans L,, donc aussi celle de
f. Ainsi le théoréme 3.3 s’applique, et assure I'existence d’un sous-espace T, de
R™ rationnel sur Q, vérifiant T, + W s R™ et I'inégalité (1). No?ons u le membre
de gauche de cette inégalité. On va montrer qu’il est > 3. Si on a(:'[mi.:l pour
Pinstant cette minoration, on trouve m < (3/2)n, donc n > 4, et le théoréme est
démontre.

On pose T=T,nQ™ et S=f'(T). Alors on-a T,={T)p ¢t
dimg T, = dimy T = dim,, §. Le dénominateur de u se reccrit:

dimg(R™/(W+T,)) ou dimg(R™/W)—dimg(T/(W N T).

Considérons la deuxiéme expression. Comme W est engendré par V nF™, et Ty
par T, on a:

dimg(T, (W N Ty)) = dimp(KT)p/(V N {T)p)-
D’autre part ¥ n{T); est le noyau de la restriction de f’ a {T), et son image
est {(S)p. Cela implique:
dimg (T,/(W N Ty)) = dimp{S).
Le méme raisonnement appliqué @ R™ au lieu de T, donne:
dimg(R™/W) = dimy(f"(F™) = dimz{G').
Donc le dénominateur de p s'écrit encore:
dim;{G")p—dimz{S)p.
Comme il n’est pas nul, cela implique {(S>p # (G')f.
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Puisque Y est engendré par une base de V sur R, on a aussi
rang (Y/(Y N Ty)) = dimg(V/(V 1)),
et le numérateur de u est minoré par

dimp(R"™/T,) + dimg(V/V A Ty))

= 2dimg(R"/T;) — (dimo(R"/T,) —dimg(V/(V A T)))
= 2(dimg{G')o—dimyS)— dimg(R™/(V + T)).
Donc u est au moins égal a
,_dimg(G'yo—dim,S  dimg(R"/AV +T))
dim;{G')p—dimp{S)r dimg(R™/(W + )

D’aprés (2), on a dimy<(G')y = dimy{GHp—d+2 2 d dimp(G')p—d+2.
Puisque dim,S < d-dim.{S),, on en tire

dimg{G')o—dim,S d—2
___Q_Q,__Q___; _ S B
dim, (G5~ dimp (S5, ~ * ~dim <Gy, —dim, (S5, > 4 U=) =2

Drautre part, W+T; est un sous-espace propre de V + T,, car s'ils
coincidaient, le fait que W+ T, est rationnel sur F impliquerait, en vertu du
théoréme de Baker ([1], théoréme 2.1), que Y, et par suite V tout entier, soit
contenu dans le sous-espace maximal de W + T, rationnel sur Q. Or W + T, est
un sous-espace propre de R™” Donc sous cette hypothése, V serait orthogonal
4 un certain xe Q™ non nul. Par construction, cet x appartiendrait a ker f.
Comme f est injective sur Q™ cela est impossible. Ce résultat signifie

dimg(R™/(V+T) _ |
dimg,(R™(W+T,)

En combinant cette inégalité avec la précédente, on obtient bien u>3

COROLLAIRE 3.4. Soit p un entier positif. Le rang d'un sous-groupe minimal
de (R™)" contenu dans (O NR*) est p+1 si p <4, et <(3/2)p sinon.
On montre aussi:

PROPOSITION 3.5. Soit p=0 ou 1. Le rang d'un sous-groupe minimal de
(R*Yx C* contenu dans (Q* AR*)Px Q% est p+2.

Démonstration. D’aprés la proposition 3.1, il suffit de montrer que le
rang d’un sous-groupe de R?*! x R, minimal relativement 4 0 x Z, et contenu
dans L5"' x L,, est p+3. Soit G un tel sous-groupe, et soit m son rang. Si
m était > p+ 3, alors suivant le théoréme 1.11, ou bien G serait un sous-groupe
minimal de rang m de R”*! x R, ou bien sa projection G, sur le premier facteur
serait un sous-groupe minimal de rang m—1 de R’*!, Dans le premier cas, la
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proposition 1.8 montre que G serait un sous-groupe minimal de rang 4 de R? si
p =0, un sous-groupe minimal de rang 5 ou 6 de R® si p=1. D’aprés la
proposition 1.9, il existerait alors deux éléments de G qui soient linéairement
indépendants sur Q, mais linéairement dépendants sur Q. En vertu du
théoréme de Baker ([1], théoréme 2.1), cela n’est pas possible. Dans le second
cas, la proposition 1.8 montre qu'on aurait p=1, et que G, serait un
sous-groupe minimal de rang 4 de R%. Comme G, est contenu dans L7, le
méme argument montre que cela non plus n'est pas possible. Ainsi, on doit
avoir m = p+3.

Les résultats précédents permettent de donner une réponse partielle a la
question de J.-J. Sansuc indiquée dans l'introduction:

PROPOSITION 3.6. Soit k une extension algébrique de Q de degré fini d, et soit
I' un sous-groupe minimal de (k®gR)*. On note r, le nombre de plongements
réels de k, et r, le nombre de paires de plongements complexes conjugués de k.
Alors le rang de I’ est <d+ry+r,. Si T k™ et d<3, le rang de I' est
r,+r,+1. Enfin, si Tk et r,=0, le rang de I'" est d+1 pour d <4
et < (3/2)d pour d > 4.

Démonstration. Soient ¢, ..., 0, les plongements de k dans C ordon-
nés de telle sorte quon ait o(k) =R pour i=1,...,r, et 0; = c00,,+; pour
i=r,+1,...,r,+71,, ol ¢ désigne la conjugaison complexe de C. Chacun des
o, sétend en un homomorphisme de R-algébres, de k®,R dans R pour
i=1,...,ry, de kQgR dans C pour i =r;+1,...,d. On note encore o, cette
extension. Alors le produit o = (o,, .. ,o',.,+,.,) k®oR—-R" xC™ est un
isomorphisme de R-algébres. Par restriction, il détermine un isomorphisme de
groupes de Lie, de P'ouvert (k®,R)* des €léments inversibles de k®oR dans
Pouvert (R*)* x (C*)* des éléments inversibles de R™ x C™*. Cet isomorphisme
applique les sous-groupes minimaux de (k®gR)™ sur ceux de (R*)* x(C™),
tout en conservant leur rang, et il applique k dans (Q* NR*)* x(Q*). La
premiére affirmation découle donc de la proposition 3.1, et les deux autres, du
corollaire 3.4 et de la proposition 3.5.

Un cas particulier de la conjecture de Schanuel ([4], ch. III, Historical
note) dit que des éléments de L, qui sont linéairement indépendants sur
Q doivent étre algébriquement indépendants sur Q. Donc, suivant cette
conjecture, Q serait algébriquement clos dans I'extension de Q engendrée par
L,. Alors, suivant la proposition 1.10, pour chaque entier p 2 1, le rang d'un
sous-groupe minimal de R? contenu dans I serait p+ 1. Partant de 14, le rang
d’un sous-groupe minimal de (R*)” contenu dans (@ * N R*)? serait aussi p+ 1.
Donc, avec les notations de la proposition 3.6, si r, =0, le rang d’un
sous-groupe minimal de (k®,R)™ contenu dans k™ serait d+1.

Je ne sais pas si la seconde affirmation de la proposition 3.6 demeure
vraie pour les corps k de degré d > 3, méme en supposant la conjecture de
Schanuel.
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