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0. Introduction. Soit k un corps et k sa cloture algébrique, si P,, ..., P,
sont des polynomes de k[X,, ..., X,] de degrés au plus D > 1, sans zéro
commun dans K7, il existe des polynémes 4, ..., A,,ek[X,, ..., X,] tels que:

1=A,P,+ ... +4,P,.

Cet énoncé découle du théoréme des zéros de Hilbert et appelle immédiatement
la question suivante: Comment trouver les polynomes A,, ou pour le moins,
par quelle quantité peut-on borner les degrés des A;?

Cest W. D. Brownawell [Br] qui, lorsque k est de caracteristique nulle,
a le premier donné une réponse satisfaisante a la seconde partie de la question
en montrant qu'on peut toujours choisir les A4; de degrés < unD"+uD ou
{t = min {m,nj.

La démonstration de Brownawell combine de fagon étonnante la théorie
de I'élimination avec un théoréme analytique de H. Skoda [S]. Tout
récemment J. Kollir a donné dans [K] une démonstration totalement
différente d'une version améliorée (sans facteur un) du théoréme de Brow-
nawell, plus proche de la théorie de lintersection et valable en toute
caractéristique.

Si le corps k est muni d’une structure arithmeétique, se pose la question
d’estimer les coefficients des polynémes A4;. C. Berenstein et A. Yger ont étudi¢
dans [BY] ce probléme lorsque k = Q ou plus généralement un corps de
nombres. Leur démarche suit les grandes lignes de celle de Brownawell, mais ils
remplacent le théoréme de Skoda par un appel 4 des identités de Bezout
analytiques complété par des calculs de résidus. Pour préparer ces calculs ils
utilisent, dans le cas général, notre théoréme 4 du §4.

Si PeZ[X,, ..., X,] on appelle hauteur de P, notée H(P), le maximum
des valeurs absolues des coefficients de P. Soient P, ..., P, €Z[X,,.... X,]
de degrés au plus D > | et hauteurs au plus e > 1, sans zéro commun dans
Q"; alors Berenstein et Yger montrent l'existence de polyndmes A4, ..., 4
dans Z[X,,..., X,] et re N* tels que:

m

r=AP+ ... +A,P

m- m*
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d’A, <e(m)D" (i=1,....m),
logmax{r.H(A4)} < ¢(n)D*"**(H+ Dlog D+ logm),

pour un réel c¢(n) > 0 explicitable.
Il faut noter qu'une borne générale obtenue a partir de I'estimation de
Brownawell et d’un argument de type “principe des tiroirs™ peut s'écrire:

d°A, < n(n+1)D" (i=1,....,m),
logmax {r, H(A))} < ¢'(n)-m- D" (H +n*log D + log m).

Notre propos est, ici, d’étudier la question de I'estimation des coefficients
dans un cadre assez général (i.e. en remplacant Z par un anneau commutatif,
unitaire, noethérien, factoriel, (semi-)régulier et “taillé”: cf. §1 pour une
définition). Disons tout de suite que nous ne saurons estimer que la taille du
“dénominateur” r, laissant ouvert le probléme en ce qui concerne les hauteurs
des A;. Nous pouvons, en particulier, énoncer

THEOREME 1. Soient Pl, o PreZ[X,, ..., X,], de degrés au plus D > 1
et de hauteurs au plus " > 1, sans zéro commun dans Q", Il existe un entier
0<r<exp[(n+2)°(Slog(n+ l})"”(H+D}D”] et des pofynames Ay vooyid
€Z[X,,....X,] tels que d°(AP)<(n+2)D" (i=1,....m) et

r=A,P + ... +A4,P,.

"

Nos résultats principaux, théorémes 4 et 5, ne sont pas restreints a la

caractéristique nulle. Si F, désigne le corps fini 4 ¢ éléments, on peut énoncer
parallélement au théoréme |1

TuEOREME 2. Soient Py, ..., P, eF [T]1[X,, ..., X,], de degrés par rap-
port aux X, au plus D = 1 et de degres par rapport a T au plus H > 0, sans zéro
commun dans -(Fq(T))" Il existe un polynome non nul reF,[T] de degré
inferieur ou égal a (n+2P(H+D)D" et des pofynomea 7. S—
eF [TI[X,,.... X,] de degrées par rapport aux X, au plus (n+2)D"
(i=1,...,m) tels que

r=AP+ ... +A,P,.
Enfin mentionnons un résultat mixte entre les théorémes 1 et 2.
THEOREME 3. Soient Py, .... P, eZ[T1[X,..... X,]. de degrés par rap-
port aux X; au plus D>1 et satisfaisant max {dSP,+log H|P);

i=1,...,m} < H, sans zéro commun dam (Q(T))". 1l existe un polyndéme non
nul rEZ[T] satisfaisant

d°r+logH (r) < (n+3)*(45log(n+ 1))"* 2 (H + D) D"

et des polynomes A,, ..., A,€Z[T][X,, ..., X,) de degrés par rapport aux X;
au plus (n+3)D" (i=1, ..., m) tels que

r=A,Pi+ ... +4,P

m*
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Nous expliquons dans ce texte deux approches différentes pour établir ces
résultats. La premiére est trés proche de la démarche initiale de Brownawell.
Nous développons les arguments de théorie de I'élimination dans le cadre des
anneaux factoriels munis d'une taille, et le point essentiel est que nous
substituons au théoréme de Skoda un théoréme de J. Lipman et B. Teissier qui
en est un pendant algébrique. La profondeur de chacun de ces théorémes est
également remarquable et en fait, 4 juste titre, les deus ex machina de ce type
d’approche. Il serait souhaitable, qu'a I'instar du théoréme de Skoda, le
théoréme de Lipman et Teissier puisse étre étendu pour fournir des infor-
mations quantitatives sur les valuations des A4,.

La seconde approche adapte simplement la démonstration de Kollar au
cadre arithmétique présent. Nous suivons la démarche algébrique déja expli-
quée dans [P,], et complémentons le théoréme de Beézout utilisé par un
analogue arithmétique qui se déduit de la théorie de I'élimination.

Nous avons organisé le texte comme suit. Au paragraphe 1 sont réunis les
notations et rappels nécessaires. Au paragraphe 2 nous reprenons les résultats
de [P,] en remplagant la notion de valeur absolue par celle de valuation. Le
reste de l'article est divisé en deux parties, la premic¢re (§§3 et 4) présente
I'approche “a la Brownawell”, et la seconde (§§ 5 & 7) I'approche “a la Kollar”.

Au paragraphe 3 nous reprenons les arguments développés dans [P,]
dans le cadre des anneaux factoriels. Et au paragraphe 4 nous appliquons le
théoréme de Lipman et Teissier pour établir notre premier résultat principal
(th. 4).

Le paragraphe 5 contient les rappels nécessaires sur. I'homologie des
complexes de Koszul. Ces notions sont utilisées au paragraphe 6 et nous en
déduisons notre second théoréme principal (th. 5) au paragraphe 7.

Enfin nous concluons au paragraphe 8 en montrant comment les
théorémes 1, 2 et 3 de cette introduction se déduisent des théorémes principaux.

Je signale, ici, que, pour la premiére partie, c’est M. Chardin qui a attiré
mon attention sur le théoréme de Lipman et Teissier, tandis que la seconde
partie répond a une question de F. Amoroso. Je les remercie sincérement, ainsi
que le rapporteur dont la lecture attentive et.les commentaires avisés m’ont
permis de corriger deux erreurs et éclairer plusieurs points obscurs du
manuscrit initial.

1. Notations, terminologie et rappels. Soit R un anneau commutatif,
unitaire et noethérien et R* les unités de R. Notons {Y,, ¥,,...} = {¥; ieN}
une liste de symboles indépendants sur R, nous notons, ici, Pol (R) le R-module
des polynomes a coefficients dans R en ces indéterminées {Y; ieN}. En
d’autres termes

PoI(R) = |J R[Yo, .., Y = RI(¥hien]:
meN

Pour f € Pol (R) nous noterons m(f) (resp. d4°/) le nombre d’indéterminées
apparaissant effectivement dans I'écriture de f (resp. le degré total de f). Si o est
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une bijection de N dans lui-meme, nous noterons encore ¢ I'isomorphisme de
Pol(R) défini par o(Y;) = Y, (ieN). ‘
Nous appellerons taille sur R toute application
t: Pol(R) - R, u{—o0}
satisfaisant:

(TO) t(a(f)) = t(f) pour tout ¢ associé a une bijection de N dans
lui-méme,

(T1) t(0) = —o0, t(u) = 0 pour ue R* et, plus généralement, pour u mo-
noéme unitaire (i.e. de la forme u, Y3 ... Y2 avec uy e R¥),

(T2) t(fy) == t(f)+1(g) pour f, gePol(R),

(T3) il existe des réels ¢;, ¢; = 1 et ¢’ > 0 tels que pour f,, ..., f,e Pol(R)
on ait

(a) t(F) < cymax {t(f,); ...; t(f)}+logk, si F=fim,+ ... +f;m, avec
m,, ..., m, mondmes unitaires, de degrés < d en m indéterminées, dont aucune
n'apparait dans f,, ..., f;, et ou I(f) = t(f)+c log(m(f)+1)d°f,

(b) max {t(fy); ...; t(f)} < et (F)+'log(m+1)d, si, de plus, les-mo-
némes m,, ..., m, sont deux a deux distincts.

On appellera encore ¢, ¢, et ¢’ les constantes de la taille 1, et nous dirons
que R est taille.

Si R[%] est un anneau de polyndomes 4 coefficients dans R sur un
ensemble fini % d’indéterminées, on définit la taille d’un de ses éléments f par la
formule t(f)=1t(1(f)) ou 11 R[#]— Pol(R) est un homomorphisme de
R-algébre injectant % dans {Y; ie N}. Cetle définition ne dépend pas de
I'homomorphisme 1 choisi; par abus de notation nous identifierons I'image
1(R[%]) avec R[%].

Nota Bene. Si R est lui-méme un anneau de polynémes de la forme
R'[T,, ..., T, on prendra soin de ne pas mélanger dans la définition ci-dessus
les variables T}, ..., T, et les indéterminées {Y;; ie N}. En particulier, dans la

condition (T3), les mondmes m,, ..., m, ne doivent pas faire intervenir les
variables T}, ...,T,

2
On pose A = R[X,, ..., X,] et soit I un idéal homogéne de A. On dit

gu'un élément pe A est entier sur I si et seulement s'il vérifie une relation de la

forme

a4 . 4a, =0

avec q;el' (1 <i<k);cf. [LT], définition 1.1. L’idéal des éléments de 4 entiers
sur I, noté I, est appelé la cloture integrale de I dans A.

Soit v une valuation sur 4, c'est-a-dire une application v: A - R, U {+ o0}
telle que v(xy) = v(x)+v(y), v(x+y) = min {v(x); v(y)} ou x, yeR, v(R*) =0
et v(0) = +oo, v est dite discréte si et seulement si v(A) est isomorphe au
semi-groupe ordonné N u {+ cc}. On pose encore v(I) = min {v(a); ael} et
on a le critére valuatif d'intégralité suivant.
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CRITERE VALUATIF D'INTEGRALITE. Si R est intégralement clos, pe A est
entier sur I si et seulement si pour toute valuation discréte v sur A on a v(p)
> o(l).

Démonstration. L’anneau A est noethérien et intégralement clos, c'est
donc un anneau de Krull (cf. [B], VI, § 3. corollaire et tableau p. 348). Et il
existe une famille ¥~ de valuations discrétes du corps des fraciions K de A,
a valeurs dans Ru{+o0}, telle que A4 soit lintersection des anneaux
A, = {peK;v(p) = 0} pour ve ¥ . Aussi a-t-on, d'apres [Z5], théoréme 1, p.
350,

' I=)I-A4,

vey’
Mais, si pe A < K vérifie v(p) = v(l), il existe g €I tel que v(p) = v(g) et on écrit
p = q-(p/q) avec v(p/q) =0 donc p/qe A,, et par suite pel-x{,__. [‘1 en résulte
pe(uerv 1- A, =T dés que v(p) > v(I) pour toute valuation discréte v sur A.
Dans I'autre sens, s'il existe une valuation v sur A telle que v(p) < v(I), pour
toute famille a,, ..., ¢, avec ¢;el' (1 <i<k) on a

”(P*"'alpk'_l-i‘ +“k}=k'f'(f’} < + 7,

montrant que p ne peut-étre entier sur I. m ‘
On étend une valuation v de 4 a Pol(A4) par la formule:

v(f) = min {v(f,); 2}

ou {f,;a} désigne 'ensemble des coefficients dans A4 de A ‘

Soit v une valuation de A4 et S un ensemble multiplicatil de 4 tel que
v(s) # 4+ 0o pour tout seS. On étend la valuation v en une valuation de
I'anneau localisé S~ ' A a valeurs dans R U | + oo} en posant ¢(a/h) = v(a)—v(b)
ou a,be A.

Soit ¢: S™'A[T,,..., T,] = S"'A[S,,..., S]] un hoemomcrphisme de
S~ !A-algébres tel que

!
o(T)=oiot E PijS; (‘Ps.jES_lAi i)
j=1

On peut énoncer

LEMME DE SPECIALISATION. Si fe Pol(A) est de degré < D, par rapport aun
groupe d'indéterminées T,, ..., T,, on a, avec v(p) = mn Wl i Jys

v(@(f) = v(f)+Dov @),

pour toute valuation v de A. o
Soit fePol(R) de degré < D, par rapport a un groupe d'indéterminées

T,,..., T, et de degrés D,...,D, par rapport a ses autres groupes
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d'indeterminées U, ..., U,. Si @;;€ R pour tout couple (i, j) on a
r(‘P(ﬂ) < ¢;c3max {31; 2} (t'(f)"‘ Dyt (o)

+2¢'[Dylog(l+1)+ i D;log(m;+1))),
i=0

en notant t(@) = max {t(p;;); i,j}, my=m et my=card, (i=1,...,r).

Démonstration. On écrit
f=2 fes TF ... Timm,
a.fp

f)t:j .f;,,e;‘fi ou R s_.uivant le cas et m, sont des mondmes unitaires en les
indéterminées de %, u...u%,. On a, si fePol(A),

m I
v(o(f) > mln{v(ﬁ,‘, [1(pio+ Y (PI'JS.E)M); 0‘»3},
j=1
et d’aprés la propriété (T3.a) de la taille, si fe Pol(R),

f(ﬁo(f” < ¢, max {‘ (fuz ﬁ ((01.04' i ‘Pi.jsj)“); ﬁ‘ﬁ} + ...
i=1 j=1

.o +¢" Y Dylog(m;+1)+c,¢'Dolog(I+1).

i=0
Pour cette derniére inégalité, on pose

i i} = {f;-ﬂ lm_[ (¢i0 +___i ?i38) “’ﬁ}'

{my, ..., m} = {m,; B convenablement répété}.
‘dans la propriét¢ (T3.a), on a '

og Ig:BD,Iog(m,+l}. m(fy), ...,m(f<!l et d%,...,d°%, < D,.
Or on a encore, si fePol(4),

v(f) = min {v(f, ,); «, B},

1
v(@i0+ _; 0iS)zv(p) (i=1,...,m),

et d'aprés les propriétés (T3.b) et (T3.a) de la taille, si fe Pol (R)

r

t(fap) S 37 H(f)+¢ Y 4D log(m+ 1),
i=0
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1
t(@iot 2, ¢i;S) < cyt(@)+clogl+1)  (i= L., m).
i=1

Ceci, avec la propriété (T2) de la taille, achéve la preuve du lemme car
Yi=12; < Dy pour tout o. w

Nous dirons que I'anneau R est régulier si et seulement si, pour tout idéal
maximal a de R, I'anneau local R, obtenu avec I'ensemble multiplicatif R\a est
de dimension égale i la dimension du R/a-espace vectoriel afa? (cf. [ZS], §11).
L'anneau A est alors également régulier. Nous dirons que I'anneau R est
semi-régulier (ou Cohen—-Macaulay) si et seulement si tout idéal de rang
r engendreé par r éléments est pur. L'anneau A est alors également semi-régulier.
Un anneau régulier est en particulier semi-régulier.

Enfin, rappelons que 'anneau R (commutatif, unitaire et noethérien) est
dit factoriel s'il est intégre, I'intersection de deux idéaux principaux de R est un
idéal principal et toute famille non vide d’idéaux principaux de R possede un
élément maximal. L’anneau A est alors également factoriel. Un anneau factoriel
est intégralement clos. Voir [B], VIL, §3.5 et tableaux pp. 348 & 351.

Nous supposons dans la suite que I'anneau R est commutatif, unitaire,
noethérien et (généralement) factoriel. L'hypothése R taillé apparaitra au
paragraphes 3, 4 et 7, tandis que I'hypothése R régulier (resp. semi-régulier)
n’interviendra qu'au paragraphe 4 (resp. 7).

2. Valuations et formes éliminantes. On reprend les notations de [P,], en
particulier .#, désigne Iensemble des mondmes Xy ... X7 avec
ay+ ... +2,=d et %, lensemble des indéterminées u{¥’ ou me.#,. On
considére une forme U-éliminante, soit f; 4€ R [d], d'indice d = (d,, ..., d,) de
[. L’anneau R étant factoriel on définit une telle forme comme un pged des
éléments de l'idéal U-éliminant €,(I). Si p est un idéal premier de 4 de rang
n+1-—r satisfaisant p ~ R = (0), il suit des faits 1.6 et 1.7 de [P,] que &, (p) est
principal (noter que le fait 1.6 n’utilise que la propriété de factorialité).

Dans la suite on notera M = (X, ..., X,) et v une valuation sur 4. On
supposera également d, <d; (j=2,...,r). Montrons tout d’abord,

ProprosITION 1. Si Xq€l on a
(v(Xo)—v(M))dy, f1.a 2 v(0fp.a)—( Y dide.fr.a)v () —v(/r.a)-
i=1

Démonstralion.Soitioe{O,...,n}‘unindicctelqucu{)&'m]:;:{‘J]I).On
pose
V, =X Xi™! et V,=U, X" (i=2,...,1)
et on écrit
V=Y vim (=1,

me . Ma,
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On se donne de nouvelles indéterminées 4,, ..., 4,; soit o ’homomorphisme-

¢: R[d] - R[dI[4,,..., 41,
défini par g(uY) = ul— v pour i=1,...,r et me.#,. On prolonge
¢ a A[d] de fagon évidente, on vérifie que e(€, (1) =€,(]) car X el et
e(U)=U;—=4V, (i=1,..., 1), en particulier 0 (f1.4) divise f; 4 et en dévelop-
pant selon les puissances des 4; on obtient g(f; ) = J1.4 par comparaison des
degrés en les indéterminées u'?. -
Considérons maintenant ’homomorphisme
s: SA[d] —» A[d][1/X,.1/X,,1/U,]
défini par
U, . ) X
(uﬂ'—v’v{,{’)/xﬂ; sim# XY =w,

4

V.

T . ; _
s(s0) = —(uf.’.!——’vf,‘:! Xl sim=X4xtm,
]
0 sinon.
On vérifie encore

sod(fiq4) = too(fr.a) = f1.as

ou t: R[d][4] - A[d]1[1/X o, 1/X,,1/U,] est ’homomorphisme défini par
t(4;) = U,/V.. En effet, I'action de s 0 d comme celle de t o g consiste 4 substituer
a ufy dans f; 4 Pexpression u{) — (U /) d’oui la premiére égalité, et comme on
a vu que ¢(f;4) =f14 la seconde est claire.

Soit § Tensemble multiplicatif {1/X%U%, o, BeN} et posons
F = (Xo/X,)*/14, alors F-soD(f;4) est obtenu a partir de d(f;.4) en sub-
stituant aux s, des éléments de S~ 'A[d] de valuations > —dp(X,) car
v(U;) = v(X%). 1 suit du lemme de spécialisation que

O(Ffia) = 0(F 500 (1) > 00 1) ~0(X,) Y didfra
or

v(F) = (U{Xo)_v(xfu))d%:ff.d’
d’ou enfin

(X0 =0 (X)) i > VO U10) =0 (X,) (5 didfi) =0 (/i)

ce qui achéve la démonstration de la proposition. m
Nous aurons encore besoin de la proposition suivante:
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PROPOSITION 2. Soit I un idéal homogéne de A et p un polynéme homog.rém'
de degré d, > 0 de A non-diviseur de zéro dans A/I. On note g I'homomorphisme
de R[d] dans R[(d,, ..., d,)] defini par o(U,)=p. On a o(fra) #0 et

vooUia)— 3 did%fi.av (M)
j=2

> min {o (/) ~ 3, .0 ) 0(p)—dyo ().

Démonstration. Soit comme précédemment i, un indice tel que
v(X;,)=v(M) et posons m, = Xi;. On é&crit
Jra= Z L-(ui.!.})“,
20
ou, pour tout x, f,€ R[d] ne dépend pas de la variable ull), O,n c_onsidére
I'homomorphisme s de SA[d] dans SA[(d,, ..., d)][1/X;,] defini par

P/ Mo si m#my =nt',

o1 — i o1 - ¢

s(stPy=< —p./my  si m=mg #E,
0 sinon

ou les p,, sont les coefficients de p dans 4. On vérifie aisément sod(uly') = p, si
m # m,, et 50D (Uly) = P, —P/Mo-
Ainsi a-t-on

p 2
EOb(.f!.d} = Z (pm"'_Pf'mOJ:bOQ(L) = on(ﬁd)'F z (‘n—l-) Gr

220 zz1 0

ou G,eSA[d,, ..., d,)] est homogéne de degré Z:=zd.-d3«.-ﬁ.a S iy K
On réécrit encore cette formule sous la forme

voe(frd =50d(frd— X (L) G,-

az1 \Mo

Comme peM¥ on a v(p) = v(M") = v(m,); on a aussi
0(G) = v(M) Y didyy, [ra.

¥ : : ; : (1 )
Enfin, md*/1450d(f] 4) est obtenu a partir de d(/; 4) en subs_ltlu;mt aux sk des
éléments de A [d], on obtient avec le lemme de spécialisation

0000 (fr.a)) = min {£(d(fr.a)—d1d%. 140 (M); 0 (p)— v (M) (d, — Z d;dy, f.4)}>

i=2

ce qui établit la proposition. =
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PARTIE 1

3. Inégalités valuatives. On suppose toujours I'anneau R noethérien,
factoriel et maintenant, de plus, taillé de taille ¢.

Un cycle Z de A sera la donnée d’une famille (I),espcc 4 d’entiers = 0 tous
nuls sauf un nombre fini. Les premiers p e Spec 4 tels que [, # 0 seront appelés
les premiers associés a Z et |, la multiplicité de p dans Z. On dira encore que
Z est homogene si tous les premiers associés 4 Z sont homogénes. Si I est un
idéal homogeéne de A on en déduit un cycle homogéne en posant I, égal
a I'exposant de la composante p-primaire de I, nous noterons encore I ce cycle.

Sid=(d\,...,dp+)eN""" et h=(h,..., h,.1)eR"' ', on associc 4 un
cycle Z de A la forme de Chaw

Jra=1]ha)"

ou le produit porte sur les idéaux premiers p associés a Z et ou
d,=(d,,..., dip} si n+1—r, est le rang de p. Et on pose encore

Dig(Z)=dy fza (i=1,...,n+1), 3
n+1

Thd2) = t(fza)+ Z (hi+d) Di 4(Z),

n+1

04(Z) = U(h(.fz,dl)_( Z d;D,-_,,(Z)]v(ilJ}),

i=1
pour toute valuation v sur A.

Nota Bene. En toute rigueur une forme de Chow d’un cycle Z de A4 n’est
définie qu’d un facteur de R* prés, mais on a imposé ¢ (R*) = v(R*) = 0 et les
quantités ci-dessus sont, elles, bien définies.

~ Soient maintenant p,, ..., p, des polynémes homogenes de 4 de degrés
dy,...,d,(onsupposera | <d, <d,<d,-, < ... <d,) etdetailles < H.Si
J est I'idéal qu'ils engendrent, on a v(J) = min {v(p;); i = 1, ..., m} et on pose

i(J) = min {o(p)—dp(M); i =1,...,m].
Nous supposons que tous les premiers p associés a4 J vérifient
Xoep ou  pnR#(0),
et nous appelons rang restreint d'un cycle Z le minimum des rangs des premiers
associés 4 Z ne contenant pas X, et intersectant R en (0). On note
¢ =c,c5 'max {c,;c,} (1+4clog(n+1),
y =min{m,n}, v=min{m, n+1},
d=[d’19"'!d:!+|):(]| !lydw-'-adl)ENn‘|§
h=(hy,....,h)=0(0,...,0, H, ..., HHeRY"" (H répété v fois).
A re{n+1-v,...,n+1} nous associons le r-uplet d, (resp. h,) formé
a partir des r premiéres composantes de d (resp. h). On peut alors énoncer
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LeMME 1. Soit B un premier homogéne de rang n+1—re{n+2—v, ...
.., n+1}, contenant p,, ..., poiy-,. et tel que X ¢P et PR = (0). Alors il
existe un cycle homogéne Z, de A, de rang restreint n+2—r, dont tous les
premiers associés contiennent py, ..., Pp+2—,, €l satisfaisant

Di.dizﬁ)‘:Di.d,{“B' (i=1,...,r=1),
7]...1 {z*]_l.} Ig CT:-,.d, (“B),

74(Zy) = min {v (d(fy.a,))— E diD; 4. (B)o(M); 6(J)].
i=1

Démonstration. Comme X,¢'B et ‘B R = (0), I'idéal ¥ ne contient
pas J et il existe un indice i tel que p; n appdrlnem pas aP.Sipyea-, ¥, on
POS€ ¢ = Pa+2-, €t Sinon on pose g = X§ 3 4ip.. On a d°q =dys2-,.
t(q) < H, et v(g)—dy4+-,0(M) = 5(J) pour toute valuation v sur A.

Soit ¢ 'homomorphisme de R[d,] dans R[d,_,] défini par o(U,) = q.
Soit k le corps des fractions de I'anneau factoriel R,.d"aprés la proposition 2.4
de [P,], il existe des entiers I, ..., e N* et Aek\{0} tels que

e o) = AL - Ji

od f;, ..., [. sont des formes U-éliminantes d’indice d,_, des premiers mini-
maux p,, ..., P, associés a I'idéal engendré par I et g dans k[X,, ..., X,]. On
pose p;=pP;NnA (j=1,...,s); cest un ideéal premicr de rang :,1-_|-2‘-—r de
A satisfaisant p;n R = (0) et on désigne par f;, ..., f, des formcs U-eliminantes
d'indice d,-, de p,,..., p,. Ainsi, on a f if; U= ., 8) pour des
#;€ k\ {0} convenables. On pose encore X = A4} )‘;, commc. fl, ooy S, sont
de contenu un, x est le contenu de g( fy.4,), c'est dom un élément non nul de R.
Regardant la décomposition de x en éléments extrémaux de R, on associe a cet
élément x un cycle de R dont il est précisément une forme de Chow (d’indice d),
cf. [P,], proposition 1.5 (i). Comme les premiers de R s’étendent naturellement
en des premiers de A4, on peut voir le cycle de R asscoci¢ a x comme un cycle Z,

de A. Par ailleurs, on introduit le cycle Z.‘, de A défini par I, =0 si
P#py,....ps et =1 (j=1,...,s) enfin on pose Zy= Z‘B+Z Le rang
restreint de Z est n+2—r, et on a

Q()(‘.;I,d.-) =fz.;.,dr-:-
d’ou
DE.J{Z{I)=Di.dr($} (I= Ia---)r'_l}a

et, par définition,

ToalZy) = HeUna)+ T (1t d)Ds ()

n+1

ﬁd (th} =0 [b oo (f "!.dr)) =p (w) f;l d:d -2!. 0 (_ﬁu,dr)-
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On a t(o) < c,H+c'd log(n+1), et, daprés le lemme de spécialisation,

t(e (f9.4))

< 0,5 max {303} (¢ faa) + ¢;HD, 4, (B)+4c'log(n+1) Y diDya (B),
d’ou =

Tha(Zy) < c(t(fua)+ Y (h+d)D; g, (B) < cTh, 4, (P).

i=1

Drapres la proposition 2 on a, pour toute valuation v sur A,

D4(Zy) = min{o(d(fy,))— X diDya, (B)v(M): v(g)—d,v(M)}.
i=1
Or v(g)—d,v(M) = ©(J) car d;, =d,+,-, = d°q; ceci achéve de démontrer le
lemme, car tous les premiers associés a Z, contiennent B, donc p,,

. ) X ceos Pnvn—r
et aussi p,,,-, par le choix de q. m '

. PROPOSITION 3. Avec les notations du début du paragraphe, il existe un
emfer f1+ l—v < r<nel un cycle homogéne Z de A, de rang restreint =zn+1,
satisfaisant la propriété (#,) suivante:

(Z) DiuZ)<d,...d

ur

Tha(2) <" *7Hd, ... d,((1/H)+ i (1/d)),

i=1

U4(Z) = 0(J) pour toute ryluation v de A.

l_)émonstralion. On procéde pas a pas. Le cycle déduit de I'idéal
premier (0) est de rang restreint O et satisfait la propriété (%, ,). Soit Z, un
cycle‘ homogeéne de rang restreint > n+1—r, dont tous les premiers aSS(;CiéS
contu??r‘nent P> --+s Pn+1-r, €t satisfaisant la propriété (#2,). Pour tout premier
associé a Z de rang > n+ 1 —r ou vérifiant X ,€P ou P~ R # (0) on note Z
le cycle déduit de P. Considérons les premiers B de rang n+ 1 —r associés a ZT
tels que X, ¢ B et P R = (0); substituant a ces P dans le cycle Z, les C}“CICE:
Z, de rang restreint n+2—r fournis par le lemme 1, on obtient un cycle
I"lomogene Z,., de rang restreint n+2—r et vérifiant, avec
ie{l,...,n+1}\{r}, pour toute valuation v sur A4,

Di.d‘ (Zr- l} = ziﬂni-d{zﬂl} = ZI‘E‘DE-J‘];(“B} = Dl'.d (Zr,'
B 0
D?‘d {Zr— l} = %L{sDr.d{z‘l) = Z’ !‘nDr‘d‘_;(“B} = Dr.d‘ (zr} _Z” ".‘:Dr.dr{ﬂ-‘}~
B 2
Thd (Zr— 1) = z Lp nd(zg) < EC'I‘]JT;I‘!.II\B(‘B] ScTha {Zrh
B P

ﬁd {Zr— 1) = Zlﬁﬁd(zg)v
"
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ol les sommes Y portent sur I'ensemble des idéaux premiers associés 4 Z,, la

somme Y ' porte sur le sous-ensemble des idéaux premiers associés a Z, de rang

> n+1—r ou vérifiant X,eP ou PR =(0), et Y est la somme comp-

lémentaire de ¥ dans Y. Egalement on a noté dy, a la place de dy 1 - angy-
En particulier, on a :

N [
Toa(Z,-) < ™3 ~"Hdy ...d, (1/H) + z (1/dy).
Comme ,(Zy) >0 pour tout P, si 'un des B de rang n+1—r satisfait
o0 .a)) - 21 45D, (B (W) > 5(J),
on a certainement, d'aprés le lemme 1,
04(Z,-1) 2 0(J).

Sinon on a, toujours avec le lemme 1,

n+ 1

54(Zo-1) 2 Y L (0 (faa))—( X &D; a(Z,-1)+4d, Y. lyDy 4, (B)v (M)
kU i=1 B

= 0,(Z,) = 5(J).

Le cycle homogéne Z, _,, de rang restreint > n+2-—r, satisfait (#,-,), et tous
ses premiers associés contiennent py, ..., Pa+ 2 Réitérant la construction tant
que r>n+1—v, on accroit le rang restreint des cycles Z, aboutissant
nécessairement, car J est de rang restreint > n+1, 4 un cycle Z = Z, de rang
restreint = n+ 1 qui satisfait une propriété (#,) pour un r = n+ 1—v. Ceci
achéve d’établir la proposition. =

Nous pouvons maintenant établir I'inégalite valuative de type Liou-
ville-Lojasiewicz recherchée.

PROPOSITION 4. Avec les notations du début du paragraphe, il existe un
élément xe R, de taille <c"*?Hd, ...dv((l/H)+Z::l{1{d,)). tel que xX& -
soit entier sur J. :

Démonstration. Reprenons le cycle Z donné par la proposition 3;il
vérifie
(2, Dy4l2)<d,...d,

Tha(Z) < " 2Hd, ...d,(1/H)+ Y (1/d)),
i=1

5,(2) = 5(J).
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Un premier p associé a Z contient X, ou intersecte R non trivialement. Dans
cette derniere ¢ventualité, une forme U-éliminante de I'idéal premier p est un
pged des éléments de pn R, et on a v (D(j,., )) = vl a)- Si pn R =(0), alors
X,ep et la proposition | entraine

00 Uh.))=( Y. didGfo.a) (W) < (0(X) =0 (M), fog, + 0 frs).

Aprés sommation sur p et combinant avec la propriété (#,), on en déduit
0(J) < 04(Z) < (0(Xo)—v (M) Dy 4(Z)+v(fz.4)
dy.ood, (£(X o) =0 (OR)+0(f.a),
pour toute valuation discréte de 4. En posant x le contenu dans R de f, 4, on
a donc v(xXg' M) = 5(J)+d, ... d (M), dout v(xX§ %) > v(J). Le critére

valuatif d’intégralit¢ entraine que xX¢" - est entier sur J. Enfin la taille de
x est majorée par

1(Jz.a) € TaalZ) < " 2Hd, .. d,((1/H)+ Y (1/d)).
i=1

ce qui achéve la démonstration de la proposition 4. =

4. Théoréme des zéros sans dénominateur: premiére méthode. Soit R un
anneau commutatif, unitaire, noethérien, factoriel, taillé, régulier, de dimension
de Krull x. Soient p, ..., p,, des polyndmes homogénes de degrés d,, ..., d,,
respectivement et de tailles < H de R[X,,..., X,], on suppose d, <d,,
Sdp-y <...<d,. Silidéal J engendré par py, ..., p, est de rang restreint
= n+1, la proposition 4 montre I'existence d’un élément xe R de taille

1 Lo |
<c"Hd,..d =+ Y =),
- VAP IY)
tel que g = xX§ ¥ soit entier sur J.

L'anneau R étant régulier, on a, pour tout idéal maximal a de R,

dimg(a/a?) = dim(R,) = x,

.d,

ou R, désigne I'anneau local obtenu avec I'ensemble multiplicatif R\a. Soit
£ un idéal maximal de 4 contenant M; ¥ est de la forme (a, Xy, ..., X,) pour
un certain idéal maximal a de R. L’anneau local A4,, obtenu & partir de
’ensemble multiplicatif 4\ €, est régulier (cf. [ZS], § 11, p. 301 et suivantes). En
effet, £ est I'idéal maximal de A, et £/22 est un A,/ ~ R/a-espace vectoriel de
dimension n+ 1 +dimg,(a/a?) = n+1+x; or A4, est précisément de dimension
n+1+dim(R) =n+1+x.

Il résulte donc du paragraphe 4 de [LT] que A, est pseudo-rationnel de
dimension n+ 1+ x; appliquant le théoréme 2.1 de [LT] & I'idéal JA, on en
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déduit (avec A =1)
(*} qn+l+ke{m}n+l+x CJA\_,,

car Iimage dans A, d’'un élément entier sur J est entiére sur JA, (ici JA,
désigne la cloture intégrale de JA, dans A,). _
On peut réécrire ce résultat sous la forme suivante:

LEMME 2. A tout idéal maximal a de R, on peut associer un élément
Y(a)eR\a tel que

w(u)qn+l+xEJ'

Démonstration. Pour tout g, on déduit de () ci-dessus I'existence d’un
ye A\Q tel que yg"*' "*eJ; mais J est homogene et il existe Y (a)€R tel que
y =y (a) (modM), d'ou le lemme, car y¢L entraine Y (a)¢a. m

On peut alors montrer

THEOREME 4. Soit R un anneau factoriel, taillé, régulier, de corps des
fractions k, et de dimension de Krull . Soient Py, ..., P, eR [X,,..., X,] des
polvnémes de degrés <d,, ..., d, respectivement et de tailles < H.

" Si les polyndmes P,, ..., P,, sont sans zéro commun dans K", il existe un
élément re R\{0} de taille <c0Hd A (/Y (1/d)) ou

o = (n+1+x)[c,cht ' max{c,;c,} (1 +4clog(n+1)]" "2,
et des polynémes A, ..., A, de R[X,, ..., X,] tels que
d°(AP) < (n+1+x%)d,...d,
WY J—y

ot u = min {m,n}, v=min {m,n+1} et ¢,, c,, ¢’ sont les constantes de la taille
sur R.

Démonstration. Posons r=x""1** et p, =*P,,..., p,="P, les
homogénéisés, dans R[X,, ..., X,], des polyndmes P,, ..., P,. L’hypothese
sur les P, se traduit 51mplemenl par le fait que I'idéal J engcndre par les p, est de
rang restreint > n+ 1. Comme l'idéal engendré par tous les ¥ (a), fournis par le
lemme 2, lorsque a décrit tous les idéaux maximaux de R est égal a R, il suit que

gt it p XTI e (py L, P
Et don il existe des polynémes 4, ..., A, eR[X,, ..., X,,]‘homogénes tels que
rxg.+1+x)d,...d,. = 21P1+ -|—,qmpm.

Posant X, =1 dans cette équation on obtient le théoréme. m
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PARTIE II

5. Rappels sur les complexes de Koszul (cf. [N], chapitre 8). Soit R un
anneau commutatif et unitaire; on pose A = R[X,, ..., X,]. Soient M un A-
module noethérien et a,,...,a, (s>0) des éléments de A; on note

a =(ay, ..., a) et on considére, pour 0 < o < s, le 4-module M@ dont on écrit
un elément g générique sous la forme

q= Z iy.....ig»

1]i; <... <ig%s

avec g;,, ..., dans le facteur choisi en correspondance dans M. Le complexe
de Koszul attaché a (a|M) s'écrit alors

02t M % Mo > M@ 22, MGE0 o Mo 2, 0 2,0

ou l'application d, est décrite, avec les notations ci-dessus, par
au(Qil ..... l'.,) = z q:h ----- Ja: a1
1€ji<...< jg-155
ou
i' . _ {_l}a_la.[,qi; ..... ia Si {jlv""ja-l)f}={f] ..... fa}i
0 sinon.

On associe naturellement a4 ce complexe de Koszul des modules
d’homologie, notés H,(a|M) et définis par

H,(a|M)=Kerd,/Imd,,;, (6=0,...,5).
On calcule facilement
H,(a|M)= M/(a M+ ... +a M),
H (a|M)=0:,(a,,..., a) = {geM; aq= ... =aq=0},

et si un élément de 4 annule le module M, il annule tous les modules H, (a|M).
Un résultat essentiel est le suivant (cf. [N], p. 362),

THEOREME DE LA SUITE LONGUE D’HOMOLOGIE. Soit 0 - M' > M - M" =0
une suite exacte de A-modules. Alors on a la suite exacte longue de A-modules

0 - H(alM) - H(a|lM) - H/(alM") - H,_,(alM') — ...
- H,(a|M") - H,(a|lM') - Hy(a|M) - H,(a|M") — 0.

Le résultat suivant éclaire un aspect important des modules d’homologie
introduits (cf. [N], §8.5).

INTERPRETATION HOMOLOGIQUE DE LA PROFONDEUR. Le plus grand entier
p tel que

H, (alM)=0 pour tout ¢ >s—p
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est la profondeur de M dans a:= (a,, ..., a,). En particulier, on a H_(a|M) =0
pour tout ¢ # 0 (ce qui est équivalent a H,(a|M) = 0) si et seulement si la suite
a,, ..., a, est réguliére sur M (i.e. pour 0 = 1, ..., s, a, est non diviseur de zéro
sur Mf{(a,M+ ... +a,-,M)).

6. Devissage et estimations. Soit R un anneau commutatif, unitaire,
noethérien, intégre et semi-régulier (ou Cohen-Macaulay, cf. [N], §5.3), soit
k son corps des fractions. On note encore A = R[X,, ..., X,], et prenons des
polynémes q,, ..., g, homogénes dans A. Pour pe A on notera j I'image de
pdans k[X,, ..., X,]. On supposera, dans ce paragraphe, v<n+1 et IaA suite
4y, ..., 4, réguliere dans k[X,,..., X,]. Prolongeant la terminologie du
paragraphe 3 nous appellerons composante restreinte d’un idéal J de A toute
composante p-primaire g, associée 4 J telle que

Xo¢p e pnR=(0).

(a) Dévissage. La suite §,,..., 4, ¢etant supposée réguliere dans
k(X,,..., X,], on vérifie que, pour i = 1, ..., v, I'idéal (q,, ..., g;) n'a pas de
composante restreinte immergée. Pour i =1, ..., v écrivons

(gqs-e» q) = f.-ﬂf;,

ou I; est l'intersection de toutes les composantes primaires restreintes de
(g;, ..., g;) et I} est l'intersection des autres composantes primaires. On pose

C.= Aﬂﬂk[k’o]“iﬁ(‘h’ cees qi))"

Pannulateur dans R[X,] du module I,/(gq,, ..., g).
Ecrivons encore

(I gis1) =JisanKis 10 Liyy,

ou J;,, est lintersection de toutes les composantes primaires restreintes de
(I, gi+1), Ki+, lintersection des autres composantes primaires isolees et
L., Pintersection des composantes primaires immergées. Posons

Dyyy = Anngpg(4/Kis 1) = Kiv 1 " R[X,],
Eivy = Anngyyg(Jiv1 O Kis o /(T;s Gis))-
Ainsi D41 Eiy 1 (Ji+1/(I;; gi+ 1)) = 0 et comme
Cills i+ M@y -+ Givr)) =0,
on a
CDis1Epey (Jis /@y - o5 Giv1)) = 0.
Enfin on a clairement I,,, = J;4+;, d'o

(l) C.'Di+l.Ei+l = CH—!-

2 — Acta Arithmetica LVIILI
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(b) Estimation des E,;., . Nous noterons rg(/) le rang de I'idéal I de A. On
notera également </ l'ensemble des familles a = (a,, ..., a,) d’¢léments de
A tels que tout premier associé a I'idéal a engendré par a, ..., a, contienne X,
ou intersecte R non trivialement. En suivant Kollar [K], définition 3.3, posons

DEFINITION. Soit I un idéal de A4; on note
Nil(I) = (geR[X,]); Vaes/, VYo <rgla)—rg(l), gH,-,(a|A/I) = 0).
Prenons pour a une base de L;,,; on a alors ae.o/ et

1g(Lisy) > rg(liv o) = rg()+1,

donc | <rg(L;,,)—rg(l) et ainsi Nil(/)H;-,(al4/I}) =0
Comme L;,,; annule le 4-module M = (I;,, n K;;)/(I;.4;+,) on a aussi

Hy(a[M) =0y Liyy =M = (I;sy 0 Kis )3 gis )
Des suites exactes évidentes
(SE1) 0 - M - L ,gqivy) = Livi/lisvinKiey = 0,
(SE2) 0 = v s/l gisr) ~ Aflidiss) = Afliey = O,
on déduit successivement (griace 4 la suite longue d’homologie)
H(alM) =, H(all;+1/U}, gi+1)) = H(al4/(I;, qi+1))-

De la suite exacte (encore évidente, car g;,, est non diviseur de zéro sur A/I))

(SE3) 0 Afl, 2924 Al — AN, gis1)— 0,

on déduit H (alA/];, gis1)) = H,-y(a|A/I), car H (a|4/I)=0 (tous les
premiers associés a L;, ; contiennent X, ou un élément de R\{0} non diviseur
de zéro sur A/I;, donc 0: 4 Lisy = (0).

Finalement, on a H (a|M) —, H,_, (a|A/I;) et donc Nil(I)H (a|M) =
c’est-a-dire

() Nil(J) € Ei+y.
PROPOSITION 5. D;yNil(I})* = Nil(;44).
Démonstration. Soit ae .o/ et
o <rg(a)—rg(li+,) < rgla)—rg(l).
D’aprés la suite exacte (SE3) on a la suite exacte d’homologie
H, ,(alA/l) — H, ,(alA/(;, gi+1)) = Hs—o-1(alA/I),
et donc Nil(/,)* annule H,_,(a|A/I,, ¢i+1)).
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De la suite exacte (SE2) on déduit la suite exacte

Hs-a(ﬂlA/U.-sq:H)) - H_,(a|A/l;+y) — Hs—c—l(ﬂ”iH/UE-QHI))-

Par ailleurs on a vu que Nil(I,) annule H (a|M) = (I;+y N K+ )I;,4i+,), donc
D,,,Nil(I) annule I, /I, g;+,) et par conséquent tous les modules
H (ail;+1/(I;, gi+1)). On déduit alors de la suite exacte ci-dessus que
D, Nil(I)® annule H,_,(a|A4/I;+,), ainsi

D Nil(I)? = Nil(I;,,),
ce qu'il fallait démontrer. =
Reprenant (1) et (2) on obtient
(3) CD;+ s Nil(I) € C;4 4.

LEMME 3. Pour tout i=1,...,v on a
i
i-a
l"[ pi 32 c ¢,

Démonstration. On estime d’abord Nil(I;) par récurrence sur i. On
a(q,) =1, nK, et I'idéal I, est principal, 'anneau R étant semi-régulier il en
est de méme de A/I, (cf. [N], §5.3, th. 14).

Il s’ensuit que la profondeur de 4/I, dans un idéal a = (a,, ..., a,) propre
est égale a

rg(1,, a)—rg(l,) > rg(a)—rg(l,).

On a donc (avec I'interprétation homologique de la profondeur) H,_,(a|A/I,)
=0 pour tout ¢ < rg(a)—rg(l,), ce qui entraine Nil(/,) = R[X,]. Si

f[ D} "cNil() (1<i<v),

a=1
on calcule, 4 partir de la proposition 35,

i+l
Nil(L1) 2 Dy NP 2 Dy ] DI = o

a=1

Maintenant, de I, n K, = (g,) il suit C, = D,, et, de (3), par récurrence sur i,

C;=C; ﬂ (D,Nil (I, 1))

i

2 f[ I:[ Dy Y = lil pi*, %, 30 [z, »
a=1 f=1

a=1 a=1
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7. Théoréme des zéros sans dénominateur: seconde méthode. Soit R un
anneau commutatif, unitaire, noethérien, factoriel, semi-régulier et taillé de
taille t. Nous supposons, de plus, qu'il existe t > 0 tel que le nombre d’éléments
de R de tailles < T est au moins [e”/*] pour tout T = 0. Nous dirons alors que
la taille ¢t de R est d croissance sous-logarithmique de type < t. Cette condition
est imposée par le lemme 4 préparatoire ci-dessous. Soient p,, ..., p, des
polynomes homogénes de degrés d,, ..., d,, respectivement et de tailles < H de
A=R[X,, ..., X,]; on suppose

1<d, <d, <dp-, < ... <d,,
et idéal J engendré par p,,..., p, de rang restreint = n+1.

LEMME 4. Il existe une suite q,, ..., q, (v =min{m, n+1}) de polynomes
homogénes dans J telle que §,,...,§, soit une suite réguliere dans
k[(X,,....X,] et, pour i=1,...,v, on ait

d%, =d, et t(g)<c,H+c,c'dlog(n+1)+4n(c'+c,)log(d,).

Démonstration. L'idéal J étant de rang restreint = n+1, on applique
directement le lemme 1.9 de [P,], p.16, si R est de caractéristique zéro. Lorsque
R est de caractéristique > 0, on remarque que ce méme lemme 1.9 de [P,]
reste valable 4 condition d’y remplacer les entiers rationnels par des éléments
de R de tailles < tlog(d,...d;—;+1). =

On reprend, pour la suite q,, ..., g, ci-dessus, les notations du paragraphe-

précédent. On reprend également les notations du paragraphe 3
p=min{m,n}, v=min{m,n+1},
d=(d\,....ds)=(,...,1,d,,...,d,)eN"*1,
h=(hy,....,h4)=00,...,0, H, ..., HeR""' (H répété v fois),

mais maintenant on note

2

¢ =cici" max {¢,; c,} (8n(c' +¢,7)+1).

Cela étant posé, on peut énoncer

PRrOPOSITION 6. Pour i =1, ..., v—1 il existe un cycle homogéne Z; ., tel

que d(fz,,, )€K, 1SA[d] et satisfaisant
Dy, Jis1)+Dou(Zis,) < Doy, ,U), pour a=1,...,n—i,
n,... i,dn—[(ll."' l)+ TIJ(ZR'F ].) "“('- cT\m 1=t —f(Ii))

ou d_ (resp. h,) désigne le x-uplet formé a partir des * premiéres composantes de

d (resp. h).

Démonstration. Soient ie{l, ..., v—1} et f une forme U-éliminante

d’indice d,;;-; de I,. Soit ¢ 'homomorphisme de R[d,. ;] dans R[d,_;]
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défini par @ (Un4 -3 = qi+1; alors o(N €€y, _ (i qi+ 1)) d’aprés la proposition
1.10 de [P,]. Notons K., lintersection des composantes primaires isolées de
(I,, q;+,) contenant X, et intersectant R trivialement. Si x désigne le contenu
de o(f), alors x n’appartient 4 aucun premier associé a I;+; N K!,,, et donc,
avec le lemme 1.2 de [P,], on a o(f)/x€€4,_,(Ii+1 N Kisy). Soit Z, le cycle
associé a x; lanneau R étant factoriel on a fz a=x. On pose
Z.., = K}, +Z_. De cette fagon g (f) est un multiple de la forme de Chow du
cycle I;4,+Z;,, et on en déduit, pour a = 1,...,n—1,

D, (Iis1)+Dogl(Zis 1) € d%.a(ﬁ,
T o Uie )+ ToaZien) <t + T (hy+dDdS.0()).
a=1

On déduit du lemme de spécialisation et du lemme 4,

dg.@(f) é Da.d'.,»,._.-(“j)s

o)+ S (h+d)dS.0(f) € Thn v vtmer- (s
=1

comme 4 la fin de la preuve du lemme 1. En particulier, on a maintenant
t(o) < ¢y, HA+c (¢¢,+ Dy —ilog(n+1)+4n(c +¢y7)c,log(dnsy-i). @

On déduit de la proposition 6, par récurrence suri = 1, ..., u, les relations -

I
(5) DJ.::“._,.U,J‘F__Z Dy 4(Z)<Dyq,,,(0)<d,...d,

v

(6) Y ¢ Ty a(Z) < Ty a1 ((0))

<UHA, L dy(I/H)+ Y (1/d)).
i=1
LemME 5. Il existe xe R\ {0}, de taille

< (3¢)'Hd, .. .d‘,((l{H}-i— Z (l/di))
i=1
et un entier 0 < (3,!2}_‘(:1,...a’u—D,‘d"”_u(lﬂ)) ou y est le nombre de
d; (1 <i<p) égaux a 2, tels que xX4eC,.

Démonstration. Posons &, = min{e|RX§ N D; # (0)j. Pour tout
i=1,..., u le coefficient §, est majoré par le maximum des exposants des
composantes primaires de K; intersectant R en (0). Or la somme de ces
exposants est majorée par D 4(Z)/d;4, ... d,, donc on a, avec (5),

I
Y 8disy...d, <dy...d,—Dia,., (1)

i=1
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Soit y; le nombre de d, (i+1 <a<p) égaux 4 2. On a
<

(143792 < 3#* 7 < (3/2%d;4y ... d,,

et donc, d’aprés ce qui précede,

u I+3n—i H u
Y13 —= 1% iz (B/2didisy...d, S(B/2F Y 8idis...d,
=1 i=1

i=1

< (3/2)I(d1 "'dﬂ_Dl.dn+l—u(Iﬂ))'

D’autre part on pose g le produit des contenus de formes U-éliminantes
de's c_)lfcles Z,(i=1,...,u); g appartient a l'intersection des composantes
primaires des K; rencontrant R non trivialement. Il suit de (6) que

tg) <c'*'Hd,...d,((1/H)+ Z (1/d))).
On pose o

o =i
x=q" et 6:2(6i]+3 );
. i=1 2

on déduit alors du lemme 3

"
Ly L
‘\X()E I] D!’l+3 Nz g Cﬂ“

ce qui établit le lemme 5. =
Lorsque ;¢ < m nous aurons besoin du lemme suivant.
LEMME 6. Si v=n+1, il existe x'e R\{0}, de taille

<(3¢)* ' Hd, ...d,((1/H)+ z (1/d,)

Ljf un erftier 0" < 3(3/20d, ... dy+dyey—1 ou y est le nombre de d; (1 <i<p)
égaux a 2, tels quv

XXeC
Démonstration. Ona v=n+1 et g =n, et avec le lemme 3 de [P,]

Xor ittt e (L Ik [X gs vis X,] € K A[Xgyoiis Xo]:

Soit g le contenu d'une forme U-éliminante de Z,. On a alors

g- Xgratwrdv-le K ~AR[X,] = D,.

Avec les notations du lemme 5, posons x’ = g-x*; on obtient

v
r,oW 384Dy gy U ) +dy— vei
X XO 1oy ) 1 € I_[ D}l +3 W2 c C‘..
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L'estimation de la taille découle de (6), tandis qu'on vérifie

30+Dy 4, (I)+d,—1 < 3(3/2yd,...d,+dpi1—1
avec le lemme 5. =

On peut alors établir

TutoREME 5. Soit R un anneau factoriel, semi-régulier, de corps des
Sractions k et taillé, de taille a croissance sous-logarithmique de type < t. Soient
P,,...,P,eR[X,, ..., X,] des polynomes de degres <d,, ..., d,, respective-
ment et de tailles < H.

Si les polynomes P, ..., P, sont sans zéro commun dans k", il existe un

élément reR\|0} de taille < &oHd,...d,((1/H)+Y;-,(1/d)) oi

2 = [3cies* 'max{ey: ¢} (Bn (e’ +e, )+ 1)
et des polynémes A,. ..., A, de R[X,..... X,] tels que
d°(AP) < 3(3/2)%d,...d,+d,—1,
r= APyt Aulus

ot p = min {m,n}, v=min{m,n+1}, x est le nombre de d, (1 <i<p) égaux
a2 etc,, cy, ¢ sont les constantes de la taille sur R.

Démonstration. Posons p; ="Py...., pw="P, les homogen€isés,
dans R[X,, ..., X,], des polynémes P, ..., P,. L’hypothése sur les P; se
traduit simplement par le fait que I'idéal J engendré par les p; est de rang
restreint > n+ 1. Avec les notations du lemme 4 et du début du paragraphe on
distingue deux cas.

Sig=valors I, =1,=A,douC, = Annggx,(A4/(qy, ---~ 4,)) €t, avec les
notations du lemme 5,

X Xo€C, <@y -5 45

on pose dans ce cas r=x et on a 6 <(3/2)d,...d,.
Siuy=netv=n+l,ona(, = Anngix,i(A4/(@y, .-+ G,)- Ainsi, avec le
lemme 6,

X X5EC, (g - 4

on pose dans ce cas r=x' et on a o' < 3(3,’2)’d_l...d“+d,~—l.

Et donc en tout cas, il existe des polynomes A, ..., 4, € R[Xq. ..., X,]
homogénes tels que

r- X?}uﬂ)z‘h et = ‘lel + ... +Zmpm'

Posant X, = | dans cette équation on obtient le théoréme, les estimations de
tailles se déduisent des lemmes 5 et 6 respectivement. =
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8. Déduction des théorémes 1, 2 et 3. Pour établir les théorémes 1, 2 et
3 a partir des théorémes 4 ou 5 on pose successivement R = Z, F,[T]etZ[T].
Ces trois anneaux sont bien commutatifs, unitaires, nocthcnens factoriels et
reguliers de dimensions de Krull respectives 1, 1 et 2. 11 suffit donc de définir
des tailles sur ces trois anneaux et d'en calculer les constantes.
Sur Z on définit une taille de la fagon suivante. Pour fePol(Z) on pose
t(f)= —co si f=0 et sinon"
1
t(f) = f..._f]oglf(e“"“', ey €2y dy L du
0

o

Clest la mesure de Mahler de f qui vérifie les propriétés (T0), (T1), (T2) et (T3)
des tailles avec ¢; = ¢, = 1 et ¢’ = 1. Si feZ\ {0} on a t(f) = log|f]. Pour les
propriétés (T3.a) et (T3.b) on utilise le lemme 1.13 de [P,]. On établit (T3.a) en
remarquant que

11
t(F) < [...{ max {log|f;(e*™, ..., e*™=)}du, ... du, +logk,
0

Ol=isk

log|f;(e*™, ..., e¥™m)| < log (¥ |fl) < t(f})+1og(m (f)+1)d°,,

ou {f;.; a} désigne les coefficients dans Z de f; (cf. [P,], remarque, p. 22). Pour
montrer (T3.b) on fixe u,, ..., u, et on déduit du lemme 1.13 de [P,], pour
i=1,...,k,

IOg U— (eZIm, s ez.‘m,...)l

1

g _[log]F(eu'“" con, @2 Q2iny g2t gy . dy_+log(m+1)d,

d’ou, par intégration, z(f) t(Fy+log(m+1)d.

Sur F,[T] on définit une taille par t(0)= —co et t(f)=dof si
JePol(F,[T]\{0}. On vérifie aisément les propriétés (T0), (T1), (T2) et (T3)
avec ¢y =c, =1, ¢'=0.

Sur Z[T] on définit une taille en posant t(0)= —oco et, pour

S ePol(Z[T)\{0},

11
t(f)=dyf +[...[log|f(e*™, e* ™, .., e*™m)dpdy, ... du,.
o 0

On veérifie sans difficulté les propriétés (T0), (T1) et (T2). Et, 4 I'aide du lemme
1.13 de [P,], on montre comme ci-dessus les propriétés (T3.a) et (T3.b) avec
1=2+log2, ¢, =1 et ¢’ =1. Pour la propriété (T3.a), on remarque que
dyF < max {t(f,); ...; t(f})},
d7F +max {t(f;)+log2-d%fy; ...; {(f;,) +1og2-d%f} +logk

t(F) <
< (1+log2)d3F +max {{(f,); ...; I(f,)} +logk.
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Dans les trois cas considérés les tailles définies sont a croissance
sous-logarithmique de type <1, 1/logg, 1 respectivement.

Nota Bene. Nous avons utilisé de préférence les estimations du théoréme
4 pour évaluer les “constantes” des théorémes 1, 2 et 3.
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