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where k is real and is O(4+loglog M) and
J=0 f—mg—M+N‘”“+M“+e“"A").
log N
We now take real parts in (2) and observe that
Exp(rloglog N) = (log N) > (loglog tf

by the inequality Exp(N®) > t. Also t =t,— oo since t > N.
This completes the proof of the statement made at the beginning of the
proof and hence that of the theorem.

Note added in proof. By a modification of Lemma 4§ it is possible to prove
by the method of the appendix that if CloglogT< H < T, then

max (ReG(1+it))
T<IST+H
exceeds a positive constant times (loglogH)', where C = C(r, 6, ¢) > 0.
Moreover on Riemann hypothesis (or quasi-Riemann hypothesis), Cloglog T
can be replaced by Clogloglog T.
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LVIIL4 (1991)

Zum Ellipsoidproblem in algebraischen Zahlkorpern
von

ULricH RAuscH (Clausthal)

1. Einleitung. In [7] habe ich gezeigt, daB in einem total reellen algebra-
ischen Zahlkérper vom Grade n fiir die Anzahl A,(x; a) der k-Tupel (v, ..., v)
von Zahlen eines Ideals a, deren Konjugierte dem Ungleichungssystem

(1.1) PP+ ..+ PP < x
geniigen, folgende Asymptotik gilt:

y (x,>0,p=1,...,n)

W X\ ko k.5
(1.2) A, (x; a)=wk(d—N(c-|)_2) +0(X2 ak-nF2"?%)

fir X =x,...x,>1 und jedes 6 > 0; hier bezeichnet
(1.3) w, = T/rGk+1)

das Volumen der k-dimensionalen Einheitskugel, d ist die Diskriminante des

Kérpers und N(a) die Norm von a.

[ Fiir frithere Ergebnisse im Fall k = 2 (Kreisproblem) sieche Schaal [9],

10].

Die vorliegende Arbeit(') erweitert obige Problemstellung in dreierlei

Hinsicht:

~ Der zugrundeliegende Zahlkérper braucht nicht total reell zu sein.

— An die Stelle der k-dimensionalen Kugeln (1.1) treten Ellipsoide von
beliebiger Gestalt und Lage, deren Mittelpunkte insbesondere keine Gitter-
punkte zu sein brauchen.

= Jede der Zahlen v; durchlduft ein eigenes Ideal a; j=1,...,k)

Es wird eine obere Abschitzung des Gitterrests erzielt, die im eingangs
erwihnten Spezialfall die Gleichung (1.2) dahingehend verschirft, daB dort

auch 6 = 0 zugelassen ist, und die sich im Falle des rationalen Zahlkérpers auf

—_—

(*) Diese Arbeit wurde von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultit der Tech-
Dischen Universitit Clausthal als Habilitationsschrift angenommen. Den Herren Professoren
L. G. Lucht (Clausthal) und W. Schaal (Marburg) danke ich fir ihre vielfiltige Unterstiitzung.
Auch danke ich der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir die zeitweilige Forderung durch ein
Habi]itandenstipendium.
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ein Resultat von Landau [4] reduziert, das bis heute nur unter zusétzlichen
Annahmen iiber das betrachtete Ellipsoid verbessert werden konnte.

Liegen die Mittelpunkte der Ellipsoide im Gitter, so konnen auch
Q-Aussagen gemacht werden; diese enthalten teilweise ebenfalls die zur Zeit
besten Resultate fiir den rationalen Korper als Spezialfille.

Die Grundidee des Beweises ist im wesentlichen die gleiche wie in [7]
(Ubergang von einem Integralmittelwert des Gitterrests zur erzeugenden
Thetareihe durch eine gewisse Integraltransformation); auch konnte die relativ
aufwendige Auswertung des Integrals I, mittels der Sattelpunktmethode von
dort iibernommen werden.

Ein wesentliches Hilfsmittel beim Beweis der fiir das Problem grundlegen-
den Gleichung (Hilfssatz 6.1) bildet auBerdem die in [8] angegebene Weiterent-
wicklung der Siegelschen Summenformel.

Den RiickschluB vom Integralmittelwert auf den Gitterrest selbst er-
méglicht jetzt der Taubersatz aus [8]; aus diesem Grund wird hier auch kein
Gegenstiick zu [7, Hilfssatz 8] mehr benétigt.

Die Herleitung der Q-Resultate schlieBlich verlduft, nachdem Hilfssatz 6.1
vorhanden ist, weitgehend analog wie beim klassischen Kreisproblem; man
vergleiche etwa die Darstellung bei Landau [S, VIIL. Teil, Kap. 7].

Bevor die Ergebnisse im einzelnen formuliert werden kdnnen, miissen
einige Definitionen vorausgeschickt werden.

Der algebraische Zahlk6rper K vom Grade [K: Q] = n befinde sich unter
den konjugierten Kérpern K™, ..., K; dabei sei K reell fiir p=1,...,7;
und K®*" konjugiert komplex zu K? fir p=r,+1,...,r,+r,, also
n=r;+2r,. Es sei r=r;+r,—1 und d die Diskriminante von K. Zu einef
Zahl pe K bezeichne u'” ihre Konjugierte in K® und N () ihre Norm; fiir ein
Ideal a aus K sei N(a) seine Norm.

Es sei k > 2 eine feste natiirliche Zahl. Wir betrachten die Menge Z aller
Spaltenvektoren .
a=(", ..., o, @, .o o, )T eC
mit

dPeR (j=1,.08 p=1, s ));

V=) (j=1,....k p=r+1,...,r+1)
und setzen fiir 27, p=1, ..., n:

a® = (@, ..., P

Den k- oder kn-dimensionalen Nullvektor schreiben wir als 0.

Der obere Index p deutet also hier (wie auch bei den weiter unte?
definierten Q') lediglich eine Zuordnung zum Kérper K® an, nicht notwendi
ein Enthaltensein in diesem; eine Verwechslung mit den Konjugierten eine’
Zahl ueK ist indessen nicht zu befiirchten.
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Es seien a,,..., 0, ganze oder gebrochene Ideale # (0) aus K: wir
bezeichnen das System der a ; kurz mit a.

Fiir v, ae 7 schreiben wir
v = afa),
wenn es Zahlen u;ea; (j=1,..., k) gibt derart, dal
v}”-—a}‘”=y}”’ p=1,...,nj=1,..., k),

wobei hier P die p-te Konjugierte von y; bezeichnet.
Gegeben sei schlieBlich fiir p = 1, ..., n eine positiv definite hermitesche
Form Q® mit der Matrix

Qm = (Qi‘f J)j.f =1,..kE Cc+~ k,
also
QP =09 (jI=1,...,k
und
QP(WP) = (WP)T QWD fiir ve T

Dabei sei Q' reell — also symmetrisch — fir p=1,...,r, und

QP+ = QU = (QP)T  fiir p=r,+1,...,7+]1,
So daB also fiir veJ gilt:
(1.4) QPHrI(yPtr)) = QP(YP)  (p= ro+l, ., r40).

Das System der Q” schreiben wir kurz als Q.

Es sei nun x = (x,, ..., x,)eR% (R, bezeichnet die Menge der positiven
Teellen Zahlen) mit

(LS) Xpsr, =%, (P=ri+1,...,r+1),
und es sei @ beliebig. Wir betrachten die Anzahl
A(x) = Ax;0, a, a)
aller veZ mit v = a(a) und
QPP <x, firp=1,...,n.

(Wegen (1.4) und (1.5) sind natiirlich die letzten r, dieser Ungleichungen eine
Folge der iibrigen.)
Unsere Bemiihungen gelten dabei dem Gitterrest

Pi(x) = Py(x; Q, a, @) = A;(x)— Co X¥2,
Hier ist, wie im folgenden stets,

X =25 000%,
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gesetzt, und
22wt 0%

Cy,= ]
" [dMN(ay...a)\/D
wobei die Zahlen w,, w,, durch (1.3) definiert sind und

D = [] detQ®.
p=1

Satz 1. Fiir X > 1 ist

= 3=y

k_
Pix)«< X 2 '
wo die «-Konstante nur von K, k, Q und a abhdngt, jedoch nicht von a.
Hierin ist im Falle des rationalen Zahlkorpers (n = 1) das Resultat
.y Kk
P.(x) < fol T

von Landau [4] enthalten, das, wie bereits oben erwihnt, fiir beliebige
Ellipsoide das beste bis heute Bekannte darstellt. Speziell fiir das klassische
Kreisproblem erhilt man Sierpinskis

P,(x) « x'3,

Zur Formulierung der Q-Resultate benotigen wir eine weitere Definition.
Fir p=1,...,r+1 sei L, = Q(4,) der durch Adjunktion der Menge

A, = KPUKPL{QP/0P: j, 1=1,..., k}

an Q entstechende Korper; ferner sei L, = L,nR, 4, = [L,: Q] der (eventuell
unendliche) Grad von L, sowie

1
A* =;-max{sz: p=1,...,r+1}.

SATZ 2. Es sei « = 0 (a). Im Falle r, > 0 sei dariiber hinaus k # 1 (mod 4)-
Dann gilt fiir X — o0

(_ l)VPt(x) = Q+((X loglfdx)(k_r n ]f‘)’

V= r,[¥]+ rs [’%}-] und A= min{k/2, 4*}.

Das hieraus fiir n =1 folgende
(_ 1)[{*-*' 2)/4] Pk(x] — Q+ ((x logz.fk x)(k— 1}!4)

wo

ist implizit in einer Arbeit von Hafner [2, §5.2] enthalten und bei beliebigem
Ellipsoid das Beste, was zur Zeit bekannt ist; allerdings gilt Hafners Resultat

auch fiir k=1 (mod 4) und liefert fiir k > 4 sogar Q,-Aussagen.
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Speziell fiir das Kreisproblem in Q erhilt man das Ergebnis
P,(x) = Q_((xlogx)'/*)

von Hardy [3, S. 23], das erst in jiingerer Zeit von Hafner [1] um Faktoren
von der GroBenordnung iterierter Logarithmen verschirft wurde.

Ist K total reell und liegen sdamtliche Koeffizienten der quadratischen
Form Q” jeweils in K®” (p = 1, ..., n), so ist stets L, = K?, also 4* = 1, und
Satz 2 ergibt fiir kK # 1 (mod 4)

(1.6) (=1)M+2I8P (x) = Q, ((X log X)*~ 14,

Dabei mag iiberraschen, daB die Q}',” fiir verschiedene p nicht etwa zueinander
konjugiert sein miissen.

Fiir das Kugelproblem im rationalen Zahlkérper reduziert sich (1.6) auf
das Ergebnis der Arbeit [12] von Szegd, wobei der Spezialfall

Py(x) = Q_((xlogx)'/?)

bis heute nicht verbessert worden ist.

Im Falle n > 1 war bisher nur fiir das Kreisproblem in reell-quadratischen
Zahlkérpern

Py(x) = 2(X'%)

durch Schaal [9] bekannt.
Ganz elementar beweisen 1Bt sich schlieBlich der

SATZ 3. Es sei a =0(a) und
1
4, =-’;-min{AF: p=1,...,r+l1} <.
Dann gilt fiir X - o
Py(x) = Q(X42~%),

Fiir das Kugelproblem der Dimension k > 5 im rationalen Zahlkorper ist
dieses Resultat bekanntlich optimal, denn dort weiB man auch

P,(x) « xk2~1,

Es seien nun noch einige Festsetzungen getroffen, die fiir die ganze Arbeit
Giiltigkeit haben.

Wir definieren

- 1 firp=1,...,1q,
PTl2 firp=r,+1,...,n

Fiir o, e sei a'p die reelle Zahl

wp=a"p= Y ¥ opBp.
j=1p=1
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Mit ¢ bezeichnen wir das System der Ideale

1
C;=—r i=1,...,k),
e U )
wo b die Differente von K ist, und fir p=1,...,n sei 0® die zur in-
vers-transponierten Matrix

;= @)

gehorige hermitesche Form; fiir das System der 0® schreiben wir kurz Q.

In der Regel werden wir mit x einen Vektor (xl,...,x,H)eR';“
bezeichnen und uns die Komponenten x,,,, ..., x, bei Bedarf gemiB (1.5)
erganzt denken. In diesem Sinne betrachten wir insbesondere P,(x) und
X =[5t} xg» meist als Funktionen von x,, ..., X,41.

Was dlc Abhédngigkeit der durch die Symbole 0, « und » implizierten
Konstanten von Parametern betrifft, so wird diese in der Formulierung des
jeweiligen Satzes oder Hilfssatzes ein- fiir allemal genannt und gilt dann auch
durchgehend fiir dessen Beweis.

2. Eine Thetaformel. Fiir «, f.7 und u = (u,, ..., ,)eR% mit
Upsry=u, (P=ri+1,...,r+1)

wird definiert:

0w 0, a,a. = ¥ exp(—n Y QP(WP)u, +2nifv).

v=a(a) p=1

HiLrssatz 2.1. O(u; Q, a, a, B) konvergiert absolut und geniigt der Trans-
Sformationsformel

OWw; 0,a,a, p)=

eZm’a—#

|2 N a, ... a)+/D (4, )
wobei 1/u eine Abkiirzung fiir (1/u,, ..., 1/u,) ist.

@(1/“, Q’ ¢ ﬂa ‘—lI),

Bemerkung Wir werden diese Formel nur fiir f# = 0 verwenden, aber
der Beweis des allgemeinen Falles bereitet keine zusatzliche Miihe.

Beweis. Mit der Diagonal-Ubermatrix

Q = Diag(Q", ..., Q™)
und
U=Diag(uy, ..., Uy, Ugy ooy gy eouy Upy oory Uy)
——— e ——

e ——
k k k

gilt offenbar QU = UQ und
i QP(VP)u, = 5T QUv.

p=1
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Fir j=1,..., k sei Vjts -++» Vjn €ine Basis des Ideals a; und

1 1
o LS 1

die aus den Konjugierten gebildete nx n-Matrix sowie
B = Diag(B,, ..., B,).

Bezeichnet dann P die Permutationsmatrix (also P~' = PT) derart, daB fiir
ved gilt
v=P ", o W0, v, VD, D, )T,
8o erhdlt man alle veZ mit v= 0 (a) genau einmal, wenn in
| v=PBm

m durch Z*" lduft.

Bestimmt man nun noch Spaltenvektoren z, he R*" mit

«=PBz, h'=p"PB
(man iiberzeugt sich leicht, daBl diese Vektoren tatsichlich reelle Komponenten
haben) und setzt
M = (PB)" QU(PB),

so erhdlt man fiir @:= 6@(u; Q, a, a, f) die Darstellung
(PR} O = Y exp(—n(m+z)" M(m+ z)+ 2nih" (m + z)),

wo also liber alle meZ* summiert wird.

Die Matrix M ist hermitesch kongruent zu QU und damit sicherlich
hermitesch und positiv definit; sie ist sogar reell, also symmetrisch, denn man
technet leicht nach, daB M = (4,);,-,

JI = ( Z Y(P) {p} is)up)ﬂ e=1,..n*

Rechts in (2.1) steht somit eine Thetareihe von bekanntem Typ, die absolut
konvergiert und deren Transformationsformel die Gleichung

Zmz'rl

——— Yexp(—n(m+h)TM "\ (m+h)—2niz" (m+ b))

\/d tM 'm

lifert. Mit der Abkiirzung A:=(A~")T fiir regulire quadratische Matri-
zen A gilt hier '

M™'=M=(PBT0U \(PB), :"=a"PB.

2 — Acta Arithmetica LVIIL4
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Nun ist ffj bekanntlich genauso aufgebaut wie B;, nur mit einer Basis des Ideals
=(a®)" ! (j=1,..., k). Also durchlduft

v:=PB(m+h) = PBm+8

fir meZ*" genau die ve 7 mit v = f(c).
Beachtet man noch, daB z"h = a”p und

JdetM = id[""zf\’(al...1::1,[)\/_D-(ul.”u,,)""2

gilt, so erhilt man die Behauptung. =

3. Hilfssitze iiber Integrale. Hier stelle ich einige in der Folge bendtigte

Ergebnisse aus meiner Arbeit [7] zusammen.
Fir ¢ >0 wird @,: R, = C erkldrt durch

==L
=Zﬁ&r@+n

wobei lings der Geraden Res = o integriert wird; diese Definition ist unab-
hingig von a. Es gilt

(3.1) ®,(u) «u® fir jedes ceR,

@, (u) e'ds  (u>0),

wo die «-Konstante von ¢ und ¢ abhingt.
Wir definieren ferner
| firo<ae<l,
(@) = :
fir o > 1

und
I.(B, p) = ?e"""uﬁ—zspz(lzu)du (B=0,5=0).
0

Hirrssatz 3.1. Fir a =0 gilt

o0 o

1
I e £ = .[
o Jane <
Beweis. Fiir « > 0 ist die Behauptung im Beweis von [7, Hilfssatz 1]
enthalten (daB y hier im Punkt o =1 anders definiert ist als dort, ist
unerheblich).

Im Fall & = 0 haben beide Seiten obiger Gleichung den Wert 1, was fiir die
linke Seite aus [7, Hilfssatz 2] folgt. =

x(ae’)exp(—v?/(4e))dv.

HiLrssaTz 3.2. Es ist
1,00, B) = e** /T (B+1)

und fir B>0, 0 <e<1/2
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(32

—zBf2

wobei die O-Konstanten nur von B abhdngen.

Beweis. Der Wert von I,(0, B) ergibt sich aus [7, Hilfssatz 2].
Nach [7, Hilfssatz 3] gilt (3.2) fir B> 1, und nach [7, Hilfssatz 4] ist
I(B, B) « 1 fiir 0 < B < 1, so daB (3.2) trivialerweise auch in diesem Fall gilt. m

4. Eine Summenformel und ein Taubersatz. Dieser Paragraph enthilt
Hilfsmittel aus [8].

Fiir ¢ > 0 und Lebesgue-meBbare Funktionen F: R*1— C sei — im Falle
der Existenz — der Integralmittelwert #,(F): R, ! »C definiert durch

F(F)(x) = (4ne)~ "+ 112 [ F(xev)e™ 0140 gy,
R+l
Wobei zur Abkiirzung xe® = (x,€", ..., x,4 " **) und jv| = (Y51} v2)""? gesetzt
ist. Der Bequemllchkelt halber schreiben wir #,(F(x)) statt £, (F)(x).
Speziell im Falle F(x) = X2 =[], x¢*> hat man
HiLrssaTz 4.1.
j‘(xkﬂ) = Xk/2gelr1+dra)k?/4

Beweis. Fir p=1,...,r+1 ist
=
dne “w

Die folgende Summenformel wird im nichsten Paragraphen dazu dienen,
gewisse Reihen abzuschitzen.

ee,kvpfz - v:j(-t:} dU e eseikzm-
p

HiLrssatz 4.2. Es sei ¢: Ry —C Lebesgue-mefbar, und es gebe ein
6> 1/2 derart, daf

r+1

{ lo@) [] utr~'du < 0.
R%H! p=1

Dann ist die iiber alle ganzen v # 0 aus K erstreckte Reihe

!
F() =3 (v Pxy, ...y PP x,44)
v

fir fast alle xeR';* absolut konvergent, und fiir alle xeR";** und alle ¢ > 0 gilt
die Gleichung

1) g (Fe) =3
m (a)

r+1
x (28 42) T] x5~ Bomexple Y es—iE,(m)’}ds
p=1 p=1

—IEI(m), ey S_I.Er'l' 1 (m})
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deren beide Seiten ebenfalls absolut konvergieren. Hier bezeichnet w die Anzahl
der Einheitswurzeln und R den Regulator von K, summiert wird iiber alle

= (my, ..., m,)€Z', der Integrationsweg ist die Gerade Res = g, die Zahlen
E (m) sind beziiglich irgendeines festen Systems 1y, ..., 1, von Grundeinheiten des
Korpers definiert durch

r+1

Y e,E,(m)=0

p=1
r+1
Y e,E (mloghP|* =2mm, (q=1,...,7),
p=1

und  ist die Mellin-Transformierte von @:

r+1

':"(51, veey Spg l) - 2r2 I ‘p(u) l—l uepsp ‘du [Rcsp = U)'
p=1
L(s; AZ2) schlieflich bezeichnet die zur Hauptklasse gehérige Heckesche Zetafunk-
tion mit dem Grdfencharakter
Jh’zn(v) _ rﬁ llv(plllziepzp(m],
r=1

die fiir Re s > 1 definiert ist durch die tiber alle ganzen Hauptideale (v) # (0) aus
K erstreckte Reihe

, AL
s; AZ) = =
665 ) = 2 NG
Im Falle r = 0 ist (4.1) dahingehend zu interpretieren, daf R = 1 gesetzt wird und
von der Summe tiber m nur das Glied mit m = 0 auftritt, wobei E,(0) =

Beweis. Es handelt sich um einen Spezialfall von [8, Theorem 2.2], der
sich aber am schnellsten durch Riickgriff auf [8, Theorem 2.1] beweisen 1d8t. In
den dortigen Bezeichnungen hat man, wenn % die von ni,..., n? erzeugt®
Gruppe von Einheiten ist, zunédchst formal,

JF)=wY £, (Hx; 1, 0, ¥)

(8]

AR (V)
= om R(ozz) XY { wlo—iElm ") NG

{(v) m (o)
r¥1 rt1

x [] x; e~ Enm).exple ¥ e2 (s—iE,(m))"}ds

p=1 p=1
Zieht man hier die Summation beziiglich (v) unter das Integral und beachtet
R(%) = 2'R, so folgt (4.1).
Die Rechtfertigung der Limesvertauschungen und der Nachweis der
Konvergenzaussagen verlduft nun wie in [8].
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Es sei noch angemerkt, daB A2 ein GroBencharakter fiir Ideale ist:
AZ(m) =1 fiir jede Einheit ne K,
so daB {(s; A2) korrekt definiert ist. w

Wir benétigen noch ein Resultat, das es uns erlaubt, vom Verhalten des

Integralmittelwerts #,(F(x)) auf das der Funktion F(x) zuriickzuschlieBen.
Dazu zunichst eine Definition:

Eine Funktion «: R, - R, zu der es Zahlen %, >0 und x, >0 gibt
derart, daB

a(ée®) < x,a(&)e*®!  fiir alle feR, und ¢'eR,
nennen wir (x,, x,)-mdfig wachsend.

HiLrssaTz 4.3. Die Funktionen o, f: R, =R seien (x,, %,)-mdfig wach-
send, und es seien F, M: R;"! R sowie &: R, - R, gegeben derart, daf fiir
alle x =(x,, ..., X,+1)€RY ! folgende Bedingungen erfiillt sind (x5, %4, s
bezeichnen positive von x unabhdngige Zahlen):

F(x) ist nicht-negativ und beziiglich jeder Variablen x, monoton wachsend,

M besitzt stetige partielle Ableitungen erster Ordnung mit

aM(x) <HBX) (=1, r+1);

g ist stetig und 0 < e(X) < 1
VEX)BX) < 42(X);
[o# e (F ()= M (x)| < s (X).
Dann ist
F(x) = M(x)+O0(a(X)) fiir alle xeR?,

wobei die O-Konstante nur von x,, ..., x5 und n abhdngt.
Beweis. [8, Theorem 3.1]. m

5. Abschiitzungen.

HiLrssaTtz 5.1. Fir veZ, p=1, ..., n gilt

k k
le |v§pl|2 « QP (yP) « }; |v?')|2,

k k
ng |v5p)|2 «< QW (yP) « JZ‘ |v}”}| ®

wobei die <«-Konstanten nur von Q abhdngen.
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Beweis. Dies folgt in bekannter Weise aus der Tatsache, daB eine positiv
definite hermitesche Form in k Variablen z, ..., z, € C auf dem Kompaktum
lz*+ ... +lz,/* = 1 ihr Maximum und ihr positives Minimum annimmt. ®

HiILFSSATZ 5.2.
O; 0, a,a, p) < (uy...u) 2 +1,
wobei die <«-Konstante nur von K, k, Q und a abhdngt (jedoch nicht von a und p).

Beweis. Wegen Hilfssatz 5.1 gilt mit passender Konstante ¢ = ¢(Q) > 0:

k r+1

OW; Q,a,a, p)< [ Y exp{—c Z v 4 alP| 2y }

i=1 vea;

Bekanntlich (der Beweis verlduft analog zu dem von [11, Hilfssatz 6]) gibt €s
eine Einheit ne K derart, daf}

(5.1 wyr= 0" 2u, » (uy...u)'" firp=1,...,n

Es seien nun /,, ..., I, € Z beliebig. Aufgrund der Gitterstruktur von a; gentigen
héchstens O(1) Zahlen vea; dem Ungleichungssystem

Ip_JZL "g V{P'_l_n“ﬂaj?} é Ip+% (p = l$ "rey; rl}’

l,—3 < Re(?+nPof) < I,+1,

Ip+l'2 _% < Im(v””+ ’F'ma,(gm) = tp +r3—|_-2IL

} (p=ry+1,...,r+1);

fiir diese ist

VP4 PP > { /4 (=1, oty

(Z+12.,)4 (p=r,+1,...,r+1).

Damit ergibt sich fiir j=1, ..., k:

r+1
Y exp{—c 3, WO +aplu,)
vea; p=1
r+1
Z e)(p{—c Z |th]+’?‘”“('”|'2 r}
VEQ; =1
« H Z g~ clPuplt o r[ ()2 +1) < (uy...u,) 2415
p=11=

letzteres wegen (S.1). Es folgt die Behauptung. =

HiLrssatz 53. Es sei {1,...,r+1} =T, UT, eine Zerlegung voP
{1, ..., r+1} in zwei disjunkte Teilmengen, wobei auch T, =@ oder T, =
zugelassen ist. Es seien ferner y, x€R mit 0 <y < und x> 1/2.
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Firp=1,....,r+1 und u> 0 sei
@) =e""u" " mit 0<y, <y, falls peT,;
@,(u) = (u+41)" %, falls peT,.

Die iiber alle Zahlen v # 0 eines ganzen oder gebrochenen Ideals b # (0) aus
K erstreckte Reihe
r+1

F(x)=F(x; y,, %, 0) =3 [] 0,(v"x,)

veb p=1

gentigt dann fiir alle xeR";"! der Ungleichung
F(x) &« Xhmnmz..v},
wobei die «-Konstante nur von K, b, %, y und den ¥, abhdngt.

Beweis. Es gibt eine natiirliche Zahl b derart, daB bb ein ganzes Ideal ist;
wegen
F(x; y,, %, b)) = F(b™2x; y,, %, bb) < F(b™%x; y,,, %, (1))

diirfen wir b = (1) annehmen.
Wir wenden Hilfssatz 4.2 an. Die Mellin-Transformierte i hat hier die
Gestalt

r+1

‘l’(slr"" Sr+1) =27 H d’p(sp)t
p=1
wobei im Falle pe T, gilt
,(s) = Ie"‘ )" dy = [(e,(s—y,) fiir Res >y,

und im Falle pe T, (siche etwa [6, §53]):

_f Tt g = Tl (e,(x—9)
V(o) = {'[(u+ D T T e,

fiir 0 < Res < x.

Wir setzen y, = max{y,: peT,}, falls T, # @, sonst y, = 0; dann hat man
also fiir max {3, yo} <o <x und jedes & > 0 die Darstellung

r+1
(52) fe(F(x))._ iR Z j H 'f’p(s iE {m))
m (a) p=
x {(2s; 22) 'ﬁ X e#s = iEatm) . exp g ril e;(s-:’Ep(m))z}ds.
p=1 L

Es wire nun nicht schwer nachzuweisen, daB man hier zur Grenze ¢— 0+

ubergehen kann, wobei links F(x) erscheint, wihrend der Grenziibergang auf
der rechten Seite unter dem Integralzeichen vollzogen werden darf.
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Da wir jedoch nur an einer oberen Schranke interessiert sind, schlieBen
wir aus der Tatsache, daB F(x) positiv und beziiglich jeder Variablen x,
monoton fallend ist:

2-(r+ ”F(JC) - (41.[8)—(r+ 1)/2 j' F(x)e—Man:}dv
R

< (@re)= "+ V2 [ F(xe™*)e” 1494y < g, (F(x))
R
und haben demnach nur #,(F(x)) fir ein festes ¢>0, etwa fir e=1,
auszuwerten.

Mit Hilfe von Abschitzungen, wie sie in [8, §4] ausfiihrlich dargestellt
sind, sieht man leicht ein, daB die rechte Seite von (5.2) fiir jedes feste ¢ > 0
absolut konvergiert und <« X7 ist, sofern der Integrationsweg fiir kein
m durch eine der Polstellen des Integranden geht.

Im Falle y > 4 ergibt also die Wahl ¢ = y, daB #,(F(x)) « X . Ist y < %
und X > 1, so wihlen wir ¢ = $(3+%) > 4 und erhalten ¢ (F(x))«< X"

Ist schlieBlich y <4 und X < 1, so verschieben wir in (5.2) den Inte-
grationsweg nach links auf die Gerade Res=4(y,+y) <. Der dabei
tiberstrichene einfache Pol der {-Funktion bei s = 4, der nur fiir m = 0 auftritt,
liefert dann einen Beitrag « X~ '?, und die Summe der Integrale lings
Res = 4(y,+y) ist ebenfalls « X /2 u

HiLrssatz 54. Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 5.3 sei
ki2<y<wx=k, und es sei

r+1

(53) 6 =Y [I ¢,(0”0")x,),

v=0() p=1
wobei der Strich am Summenzeichen bedeutet, daf} v = 0 auszulassen ist.
Dann gilt fiir alle xeR';}!
Gx)< X7,
wo die «-Konstante nur von K, k, Q, a, y und den y, abhingt.

Beweis. Wir fassen von den k-Tupeln (v, ..., v) (v;ec; j=1,..., k)
tiber die in (5.3) summiert wird, jeweils die zusammen, bei denen dieselben
Komponenten verschwinden.

Es sei etwa G(x) (1 <[ < k) diejenige Teilreihe von G(x), bei der genau
Vi, .-., v, von Null verschieden sind. Wir wihlen gemidB Hilfssatz 5.1 eine
Konstante ¢ = ¢(Q) > 0 derart, daB

I

0PV > c Y M2 (p=1,...,r+1),
i=1

und schitzen mit Hilfe der Ungleichung zwischen arithmetischem und geome-
trischem Mittel weiter ab, und zwar fiir pe T,:

i I
0P P)x, > ¥ VPPex, » [T (vPPex, )
=1 ji=1
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und fiir pe T,:

4 i
0P () x,+1> ¥ (vPPPex,+1)>» TT (vPPex, + 1)
i=1 i=1

. Damit folgt

i
Gy(x) < [] Flex; y /I, %/1, c)),
j=1

und Hilfssatz 5.3 ergibt
Gy(x) < X ~maxil/2oil — x -y o

HiLFssATZ 5.5. Es sei {1,...,r+1} = M;UM, UM, eine Zerlegung von
{1,..., r41} in drei disjunkte Teilmengen, deren jede auch leer sein darf. Fiir
xeR! und >0 sei

—&Bp(v)
St(x, &5 My, M,, M3) = X¥2 Y _eT
: "zzﬂ(dpg! 1 (B p(v))( PESM

e —eBp(v)/2

XHW

. [‘l e~ oz Bp (v))3/4
peM> peM3

mit
B,(v) = n*e0Pv?)x, (p=1,...,r+1).
Es sei ferner
0<d<k/2, falls k>3 oder M,n{1,...,r,} =@;
0<o<k/2 sonst.
Fir 0<e< 1 und alle xeR*" gilt dann
S¥(x, & My, My, M) < g7 =r= 04 flis M, = M, =@;
S¥(x, &8s My, My, My) «< (e"X) %~ mk—r=2/4  sopgt.
Die «-Konstanten hingen hierbei nur von K, k, Q, a und & ab.
Beweis. Mittels der Abschitzung
e~ 08By (V)34 (Bp(,,)_,_ 1)'%* (peM,)

laBt sich obige Reihe auf den in Hilfssatz 54 behandelten Typ mit
Ty =M,UM,, T, = M, zuriickfithren. Setzt man néimlich y = k/2+8, so gilt
(k+1/ep)l/4 (peMl):

k>y>ypi= {{k+2/e,,}/4 (pe M),

Wobsei ersichtlich die Wahl ¢ = 0 genau dann unzulissig ist, wenn k = 2 und
e,=1 fiir ein peM,.
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Mit a:= Y ,er, e,y, hat man somit

£7SE(x, & M, M,, M;) « X"2G(x'),

wo
entepx, (peM,),
X, =< en*eix,/2 (peM,),
n’ejx, (peM,),

also X' » "X mit b:=) ,.r e, Hilfssatz 5.4 ergibt daher
SE(x, &; My, My, M3) « X 3~ ®»—a,
Hier ist
by—a<né+ 3, (e,k—1)/4—|M,|/4

peTy

und

=nk—r—1 falls M, =M, =0;
k—1)—|M 2 2 3 ’
psza;. € ) ZI{S nk—r—2  sonst.

Damit folgen die behaupteten Ungleichungen, wenn man noch beachtet, dab
im Falle M, = M, =9 die Wahl § =0 zuléssig ist. w

HILFSSATZ 5.6. Fiir xeRF' und 0 <e <1 sei

F31 e_‘Bple]
St = x5 ] e
k \';'((1 pl:[l (Bp(v))( Pkt 1)/4
mit
Bp(‘l") = nzeiéwl(vlpl)xp (p=1,....r+1).

Dann gilt stets

(54) SE(x, &) g~ Bk=r 14
und im Falle "X < ¢ auch
(5.5) S¥(x, &) » g~ ink—r— 14,

Dabei bezeichnet c eine positive Konstante, die ebenso wie die durch die Symbole
« und > implizierten Konstanten nur von K, k, Q und a abhdngt.

Beweis. (5.4) ist der Spezialfall M, = M; = von Hilfssatz 5.5.
Was (5.5) betrifft, so folgt aus den Ungleichungen

etk It 51 (>0, p=1,...,r+1),
daB
r+1
Sr(x, 8) > Xk,fzsluk+r+ 1)/4 Z’ n e-z:ﬂ,,{vl
v=l) p=1

= XK2gtnk+r+ “"“{@(u; Q"" ¢, 0, 0)— 1},
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wo u, =2me,ex, fir p=1,...,r+1 und u,,,, = u, fir p=r,+1,...,r+1,
also u,...u, « e"X. Nach Hilfssatz 2.1 gilt aber

Ow; 0, ¢,0,0) > (u,...u) "20(1/u; 0, a, 0, 0) » (" X) "2,
da @(1/u; Q, a,0,0) > 1. Fiir geniigend kleines ¢"X folgt (5.5). w

6. Die grundlegende Gleichung. Fiir xe R%"! und 0 <& < 1 betrachten wir
die iiber alle v=0(c) mit v # 0 erstreckte und nach Hilfssatz 5.6 absolut
konvergente Reihe

r+1 —zBp(v)
S.(x, ) = C, X¥2 ' o= 2mia-v I {(B(‘;)]lm cos (2,/B,(v)—i(e,k+ I)n)},

v=0{c) p=1

wo
2kr;n(nk—r— 1)/2
1 =
ld*2N(a,...a)/D

und

B, =n*e}0PP)x, (p=1,...,r+1)
gesetzt ist.

Das folgende Resultat bildet den Ausgangspunkt fiir den Beweis der Sitze
1 und 2:

HILFSSATZ 6.1. Fiir xeRY, 0 <e<1/2 und 0 <6 < k/2 gilt
jc(Pk(x)) = S,(x, 8}+O((3"X)—5£—(nk—r—zyg)’

wo die O-Konstante nur von K, k, Q, a und  abhdingt. Ist k = 3 oder r, = 0, so
gilt diese Gleichung auch mit 6 = 0.

Beweis. Fir x = (x,, ..., X, +,)e R sei

T:= [ of—2 tn 0) 1 ,(u)d
- lr++l Eelxls---,ne"xn: Q! ﬂ, 1, pl;[l z(up) u,

wo nach u = (u,, ..., u,,,) integriert wird und
Upir, =Up  Xpup,=x, flir p=r +1,...,r+l

erginzt ist. Wegen (3.1) und Hilfssatz 5.2 ist T absolut konvergent; also kann
man, nachdem man fiir © die definierende Reihe eingesetzt hat, Summation
und Integration vertauschen und erhilt

r+1 o

7= 3 I feremeomina i,

vago) p=1 0
r+l w

=(dne)" 12 [T [ x(QP(P)evs/x,)exp(—v2/(4e))dv,

vaala) p=1 —wm
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nach Hilfssatz 3.1. Substituiert man hier v,—» —v,, schreibt das Produkt als
r+ 1-faches Integral und vertauscht abermals Summation und Integration, sO
erscheint
rtl OW)(yP) s
r=@m e |3 ] (G e e = 1 40).
R *ly=ala) p=1 xpe 4

Andererseits ergibt die Anwendung der Transformationsformel aus Hilfssatz
2.1, daB

r+l1
T=C, X" | @(“e‘x‘, g it B el —c:) TT (4 2 @, (u,))du
Rt ul u, p=1
mit
(4r1nn)l.|f2

M2 N(a,...a)/D

Hier substituieren wir u,— 1/u,, setzen fiir © erneut die Reihendarstellung ein
und vertauschen Summation und Integration, was wieder aufgrund absoluter
Konvergenz erlaubt ist; damit wird

2

r+1
T=C, X Y e 2% [ I(B,(v), ¢,k/2).

v=0(x) pr=1
Den Hilfssdtzen 3.2 und 4.1 zufolge liefert das Glied mit v = 0 den Beitrag
COXMZez{r|+4n)k2M - fe(coxku).
Im Falle v # 0 (d.h. hier: alle v s 0) tragen wir fiir I, die Asymptotik aus
Hilfssatz 3.2 ein und multiplizieren aus; das ergibt insgesamt

T = #,(CoX“?) +S,(x, &) +0(Y S¥(x, &; My, M,, M3)),

wobei die Summe im Restglied erstreckt ist iiber sdmtliche Zerlegungen von
{1, ..., r+1} in drei disjunkte Teilmengen M, M,, M, derart, daB} [M,| <T-
Die Behauptung folgt nun aus Hilfssatz 5.5 und der Linearitdt von ¢,. ®

7. Beweis von Satz 1. Bei der Wahl & = 1/(4n) ergibt Hilfssatz 6.1 in
Verbindung mit Hilfssatz 5.6, da3
(7.1) Fo(P(x) < g TR E - X T L)

fiir 0 <&<1/2 und jedes xeR"'!.
Wir wenden Hilfssatz 4.3 an, dessen Voraussetzungen fiir F(x) = 4,(x)

und M(x) = C, X*? erfiillt sind mit

« X2 =:B(X) (p=1,...,r+1).

d
xng(x]
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Wihlen wir nun
e = S(X) ot %(X—l- I)—Zk,f(nk-r+1} < %’

so ergibt (7.1)
Kk

Len(Pel0) < (X+1)7 ™ 7T g4 x-vemy _ g(x),
und da ebenfalls \/ﬁﬁ{}() « o(X) ist, hat man
(7.2) P,(x) <« a(X) fir alle xeR%?,
woraus fiir X > 1 die Behauptung folgt. =
Als Konsequenz aus (7.2) halten wir zur spéateren Verwendung noch fest
(7.3) P.(x) « X¥24 X782 fiir alle xeR"*!.

Natiirlich kann man auf elementarem Wege (ihnlich wie bei Hilfssatz 5.2)
leicht das bessere Resultat P,(x) « X*/? 41 erzielen, aber (7.3) geniigt vollauf
fir unsere Zwecke.

8. Vorbereitung des Beweises von Satz 2. Mit ¢,, ..., ¢,, bezeichnen wir in
diesem und den folgenden Paragraphen positive Konstanten, die, ebenso wie
samtliche O- und «-Konstanten, nur von K, k, Q und a abhingen.

Fiir 4> 0 sei

M,={peT:v=0(c); QPWP) <A fiir p=1,...,r+1}
und _
N A ={QPWP): veM,}| (p=1,...,r+]1),
die Anzahl der verschiedenen Werte, die §'(v'?) fiir ve M, annimmt, sowie
NA) = H (A + .. +H o1 (A).

HiLFssATZ 8.1. Im Falle vy > 0 sei k # 1 (mod 4). Die Konstanten ¢, und
4 = ¢, seien so beschaffen, daf

8.1 N <e, ™ fir A1

Zu jedem A = 1 gibt es dann ein t im Intervall

(8.2] 104:‘111"4 <t< loﬂcxl""

derart, daf fiir alle ve M, gilt:
r+l

(8.3) (—1)" T cos(2e,n\/Q@P (")t —}(e, k+ )1) = ¢,
p=1

Wo

k+2 k+1
V=r1 ‘T +r2 T .
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Beweis. Nach dem Approximationssatz von Dirichlet (siehe etwa [5, Satz
462)) gibt es ein t, im Intervall

100:11"" < [0 g 10026111""

derart, daB
II\/(tholl <1/100 fir ve M, p=1,...,r+1,
wobei
fu] = min{jlu—g|: geZ} fir ueR.
Nun ist

(_1)[u+2},-41c05(#n) > %ﬁ fir leZ, 1¥# 1 (mod 4);

mit ¢ =2 gilt also (8.2) und, fir ve M, und p=1,...,r+1,

(— 1)ltesk+ 24 co5(2e,m /OP (vP) —%(epk +1)7)

= (— 1)lerk* Dicos(h(e, k+ 1)m+ 2e,m ]/ QP (") o)

1 2e,m 1

> _ o

Vi 0 T

wie man anhand des ersten Mittelwertsatzes der Differentialrechnung leicht
einsieht. Es folgt (8.3). =

HiLEssATZ 8.2. Es sei & = 0(a). Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 8.1
gibt es dann zu jedem X, > 0 ein xR (sogar mit X, = X = ... = X,+1) und
ein ¢ > 0 derart, dafi

X>Xgy
(8.4) & = ¢, (XlogH4 X))~
(8.5) (= 1)V S,(x, & > cs(X log" Xk tr+1imié,

Beweis. Fiir « = 0(a) und v = 0(c) ist stets e™2™*” = 1. Wahlt man daher
zu A > 1 eine Zahl t gem4B Hilfssatz 8.1 und setzt x = (¢, ..., t), also X =", 50
ergibt (8.3) fir 0 <e< It
r+1 e—aBp{v}

(—1)S,(x, 8= C, X e, ¥ — ¥ ) [1 By

veM, wv=0() p=1
WM,

Pl =Byl
= C X" (e, T —(1+c N —
1 (e »g{d (1+e2) "%E!‘l) pl;ll (B w)erstre
L8 LU

= C,{c3SE(x, &)—(1 +c3)e™ S¥(x, ¢/2)},

Ellipsoidproblem in Zahlkérpern 329

denn fiir v = 0(c), v¢ M, ist

r+1 r+1
Y B,»)=i+4 Y B,
r=1 p=1

Mit Hilfssatz 5.6 folgt

(— 1)V Six, &) = g~ Mr— Lo —c e™eM)
sobald &t = (" X)'/" < ¢g, also
(8.6) (= 1)V 8y(x, &) = cgetrt—r LM,

sobald auBlerdem eit = ¢,,, WO cz—c e = /2.
Fiir ¢ gelten nach (8.2) die Ungleichungen

¢114 < (log) /9 < ¢, 4.
Wir wihlen jetzt
E=C3t Ylogt) 1D mit ¢,,:=¢,0C42:

dann hat ¢ die in (8.4) angegebene Form, und Einsetzen in (8.6) ergibt (8.5).

Wir haben demnach nur noch zu zeigen, daB sdmtliche im Lauf der
Rechnung an x, t, ¢, A gestellten Forderungen erfiillt sind, wenn A hinreichend
groB ist. Fiir die Bedingung X > X, trifft dies wegen (8.2) sicherlich zu; ebenso
hat man fiir geniigend groBes 1

e < et =cyy(logt) V" < ¢4f(cy, 4) < min{cg, 1},
und schlieBlich gilt
ght = ¢;5(logt) VML > ¢ 5/c, =g m

HILFSSATZ 8.3. Es sei @ = 0(a). Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 8.1
gilt dann fiir X - o0

(=17 Py() = @, (X log!/4 Xk~ (r+ ns),

Beweis. Es seien X, > 1 und ¢ > 0 gegeben derart, daB

8.7) (—1)" P(x) < @(X log!/4 Xyt + tymys
fir alle xeR%"! mit X > X,. Wir zeigen
(8.8) 02 ¢y,

Es sei xeR%H! mit X > "X . Fiir veR"*! mit |v| < 1 liegt dann auch xe” im
Giiltigkeitsbereich von (8.7); also ist

nl| \M4 (k—(r+ 1)/n)/4
(=1 P,(xe’) < o| (X log*4 X)e""!| 1+
log X

= Q(X logUAX){k —{r+ I}M)Mec,,|u| .




330 U. Rausch

Ist dagegen |v] > 1, so hat man
[v|? = dcy 6+ [0]%/2
und nach (7.3):
P, (xe") « X*12 17101,
Damit folgt fir 0 <e<1
(—1)Y £,(Py(x) < @(X log /4 Xy, + 13 (4gy=e+ 12 [ gerslol ~Iofi(sa) gy

Rr+1l

+0(Xt!2e-c:m.(4m)-(r+l)f2 j‘ ecnlvt—lvlz.’(ﬂz}dv)

Rr+1

< cl BQ(X logl,l'dx)(k—(r+ 1)/n)/4 + O(Xkﬂe—nsfa)’

wie man mit Hilfe der Substitution v—r\/;v leicht einsieht. Speziell fiir das in
(8.4) angegebene ¢ ist also

(8.9) (= 1)" £o(Pulx) < ey50(X log" 2 X)E= DML 0(1).

Andererseits folgt aus den Hilfssitzen 8.2 und 6.1 (mit ¢ = I/(4n)), daB es
xeR’;” mit beliebig groBem X gibt, so daB mit ¢ gemiB (8.4) gilt

— l}l’ (P,,[x)) Cs(X lOgl'M X)(l. (r+1)/n)/4 {1 +O(X 1!{4:1))}
Zusammen mit (8.9) impliziert dies aber (8.8), sabald X geniigend grof ist. »

9, Beweis von Satz 2. Nach den Vorbereitungen in §8 bleibt noch zu
zeigen, daB das 4 des Satzes 2 die Bedingung (8.1) von Hilfssatz 8.1 erfiillt.

Zunichst ergibt sich aus Satz 1 fir p=1,...,r+1 die triviale Ab-
schitzung

NN IM) = A, .. 40,6, 00 < ™2 (A2 1),

so daB in (8.1) die Wahl 4 = k/2 sicherlich zulidssig ist.

Es sei nun pe{l,...,r+1} beliebig, fest mit 4, < co. Dann hat auch
L, endlichen Grad iber Q, denn jede der Zahlen Q(f’/Q(ﬂ) =:0 ist algebraisch
uber L,; es ist nidmlich auch feL,, und 6 ist Wurzel von

(x—0)(x—0) = x*—(0+0)x+00eL,[x].

Es sei 3P = (g D=1,k D, = det Q®). Dann ist D g, die zu O adjungierte
Unterdeterminante von Q‘” also liegen dle Elemente der Matrix
(@P)~**1D,Q" siimtlich in L,. Wir wihlen nun die natiirliche Zahl m so, daB
alle Elemente von 0P, wo y =m(Q¥)"**'D,, sogar ganze Zahlen aus
L, sind, und daf} dariiber hinaus mc,, ..., m¢; ganzc Ideale sind; dann gilt (i®
leichtverstindlicher Schreibweise)

N (ks @, ©) = N (m*yA; 7@, mo).
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Somit diirfen wir uns im folgenden auf den Fall beschrinken, daB alle Elemente
g;; von Q' ganze Zahlen aus L, und alle ¢; ganze Ideale sind, so daB also
QW (') fiir v = 0(c) stets eine ganze Zahl aus L, ist.

Es sei nun 7 einer der 4, Isomorphismen von L in C; dieser sei irgendwie
zu einem Isomorphismus von L, in C fortgeselzt den wir ebenfalls mit
T bezeichnen. Die -Bilder von K® und K® befinden sich dann unter den zu
K konjugierten Korpern, d.h. es gibt Zahlen p', p"e{l, ..., n} derart, daB

t0P) = v, (V) =v*)  fiir alle v e K®

(im Falle p <r, ist natiirlich p' = p”).
Ist also ve M, so gilt fiir y = QP (v):

|T(P)|_l Z v 1(gpvP) « E v viP|
=1

<(E e S

« \/Q‘(p"l(,‘,(p”i).\/Q'(p’l(v(r'))
nach Hilfssatz 5.1, und dies ist < A wegen ve M, und (1.4).
A p(4) ist also hdchstens g]exch der Anzahl der ganzen Zahlen aus L,,
deren samtl:che Konjugierten dem Betrage nach <c¢,;,4 sind. Wegen der
Gittereigenschaft der ganzen Zahlen aus L, ist diese Anzahl aber « A%.

Somit darf in (8.1) auch 4 = A* genommen werden, sofern alle 4, endlich
sind. w

10. Beweis von Satz 3. Es sei etwa 4, = 4,/n < 0.
Wir diirfen voraussetzen, daB die Koeffizienten von Q" ganze Zahlen aus
L, und die a; ganze Ideale sind; fiir passendes me N sind nidmlich alle Elemente
von yQY (y = m/Q)) und alle ma; ganz, und
P,(x; @, a, 0) = P,(m*yx; 70, ma, 0).

Es seien 7, =id, 1,,..., 7,, die Isomorphismen von L, in C.

Ebenso wie in §9 beweist man die Existenz einer Konstanten c,, derart,
daB fiir v=0(a) und y >0 aus
(10.1) 2PV <y (p=1,...,r+1)
stets folgt

Wl S ey  (j=1,...,4y),

wo u=QWHWMeL,.

Zu leN und ¢ =3(c; 1), Wo ¢y = 2cy+]1, betrachten wir nun
X, x"eRY! mit

X=(1..,0), x'=(+eo,l...,1.
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Dann ist 4,(x') = A,(x"). Anderenfalls gibe es ndmlich ein v = 0(a) mit

(10.2) 1< QM) <l4g; QPOP) KT (p=2,...,r+1).

Also wire (IO.i) mit y = 21 erfiillt, und daher wiirde fiir 4 = Q"(v'")) gelten:
W= InWl <20 (=2,...,4)).

Fiir die Norm (in L,) der ganzen Zahl u—leL, folgte dann
4y
ITT (7 =) < elea =172,
j=1

also g =1 im Widerspruch zu (10.2).
Somit hat man

P,(x)— P,(x") = Co{((I+ @) 1"~ )2 —I™12} = ¢, ™2~ 41 4 O(I"H224),
und deshalb kann nicht
Py(x) = o(X*?7%) (X —0)
gelten, denn dies wiirde auf
P (x) =P (x") = o(I™2=41) (I c0)

fiihren. m
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