90 J. Cilleruelo

(ii) For each n we consider the circle x*+y* = R; where
RZ = 16n°+4n*+4n* +1.
We can see that
16n° +4n* +4n2 +1 = (4n> — 1) +(2n% 4 2n)?
= (432 +(2n* +1)® = (4n® +1)* +(2n* —2n).
The three lattice points
(4n*—1,2n%+2n), (4n3,2n%+1), (4n+1, 2n*—2n)

are on an arc of length

16n* +4n*
16n° +4n*—4n> —1

2n®+2n — 2n2—2n
4n3—1 4n*+1

R, {arc tan } = R,arctan

=23/2R}* +o(1)

and the theorem follows.
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Sur une classe d’extensions non ramifiees
par

A. MovanHeDpt (Limoges)

Soient K un corps de nombres, / un élément primitif de K sur
Q:K = Q(0). Notons ¢ le polynéme minimal de ¢ sur Q. Supposons que le
corps L de décomposition de ¢ soit une S,-extension (') de Q. Alors Elstrodt,
Grunewald et Mennicke [1] ont montré que si le discriminant D(¢) du

polyndme ¢ est sans facteur carré, la A,-extension (?) L/Q (\/D[qo]) est non
ramifiée en toutes les places finies. Yamamura [7] et Osada [4] ont généralisé
ce résultat en montrant que la condition “le groupe de Galois G(L/Q) est S,”
est une conséquence de I'hypothése “D(¢p) est sans facteur carré”. Enfin
Nakagawa [3] a obtenu le méme résultat en remplagant I’hypothése “D (¢) est
sans facteur carré” par I'hypothése moins forte “le discriminant Dy, de
extension K/Q est sans facteur carré”, en retrouvant ainsi un théoréme de
Scholz [5] datant de 1937. Notre but est de généraliser ce résultat. Nous
remarquons en particulier que, contrairement a ce que pourraient laisser penser
les articles cités ci-dessus, le probléme de la non-ramification de L/Q (. fD(qo))
est largement indépendant du groupe de Galois de L/Q.

L’auteur remercie F. Laubie pour son aide dans la réalisation de ce travail.

Fixons d’abord quelques notations. Soient k un corps de nombres et
K une extension finie de k de degré n. Soit {b;},<;<, une base de K/k. Le
discriminant de cette base est un élément non nul de k dont la classe modulo
k*? est indépendante du choix de la base choisie. Ceci nous fournit donc une
extension quadratique ou triviale F de k contenue dans la cloture normale L de
K sur k.

Pour un idéal premier q de K, on écrit q = p{'...py* la décomposition de
q en produit de puissance d’idéaux premiers p; de K deux a deux distincts. On
note f; le degré résiduel de p; de sorte qu'on a n= Y (-, e/

THEOREME 1. Supposons F # k et q ramifié dans K/k.
1) Dans le cas ou q ne divise pas 2, pour que l'extension L/F soit non
——

(') Par S, -extension nous entendons une extension galoisienne dont le groupe de Galois est
le groupe symétrique S, de degré n.
(%) A, est le sous-groupe alterné de ,.
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ramifiée en q il faut et il suffit que la valuation q-adique v,(Dy,) du discriminant
Dgy, soit un entier impair égal a la somme 3, . f;.

2) Dans le cas ou q divise 2, et ot vy(Dg ) est un entier inmpair, pour que
l'extension L/F soit non ramifiée en q il faut qu'on ait

Uq(DKﬁ(] = (29;, {2}‘+ 1) Z ',(;-.
eipair

(Cette condition etant également suffisante lorsque K contient F.)

Démonstration. L'extension L/F est non ramifiée en q si et seulement
§'il en est de méme de I'extension KF/F. En effet, dans le cas F ¢ K, le corps
L est la cloture normale de KF sur F; et dans le cas contraire (F < K), F est

contenu dans chaque conjugué K’ de K sur k et les extensions K'/F et K/F sont
ramifiées ou non ramifiées simultanément.

Supposons que vy(Dg/ ) soit un entier impair. Le corps F peut alors s'écrire
F=K (\/3), ou d est un élément sans facteur carré de K de valuation g-adique
1. Notons p l'idéal premier de F au-dessus de q. Nous avons q = p? dans F.
L'anneau des entiers du complété de F en p, considéré comme algébre sur

I'anneau des entiers du complété de k en q, est engendré par \/S ([6], ch. I1I, § 6,
lemme 3). D'ou
Uq(Dpp) = v4(40) = 20, (2)+ 1.

Considerons d’abord le cas F ¢ K. Supposons que I'extension KF/F soit
non ramifiée en q. Alors chaque ¢, est inférieur ou égal a 2, et de plus les idéaux
premiers p; de K au-dessus de q pour lesquels ¢; vaut 2 ne se ramifient pas dans
le composé KF. Donc les p; avec ¢; = 1 sont exactement les diviseurs de q qui
se ramifient dans KF/K. D’ou

Uo(Nku(Dkex)) = Y Sivy, (Dirrx)
e=1
ou Ny, désigne la norme relative de I'extension K/k. Or, pour tout i avec
e; =1, nous avons
Upi (DKFIK} = va’{2)+ 1= 2|'.=q(2)+ 1
comme pour l'extension F/k, d’ou
ba(NiaDxrp) = Y, (20a()+1) 1.
ei=1
Dautre part la formule de transitivité du discriminant ([6], ch. III, §4, prop. 8)
nous donne
Ua(Nr;k (Dm‘;r))+ Vg (D) = vq (Nx,-k (Dx;v',rx))‘f“ Uq (waﬂ-
soit
h (2bq{2}+ ]] = Z (250{2) £e l)f; +: 21"“{‘0!\'{“'

ei=1
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soit encore
204(Dgp) = 0+ 1) (n— X f) =Qa@)+1) X 2f..
ei=1 e=2
Finalement on obtient
Uq(Dgp) = (qu{2)+1] Z Ji-
e pair

Réciproquement, supposons que vg(Dgy) soit un entier impair égal
a ) .pairfi» €1 que q ne divise pas 2. Partons de linégalite n 2 ) .impairf;
+2) .paic ;- Par la théorie de Kummer les idéaux p, de K au-dessus de q qui se
ramifient dans l'extension quadratique KF/K sont exactement ceux dont
lindice de ramification e; est impair. D00 vq(Ng(Dkrx) = D eiimpair/i-
L’inégalité précédente s'écrit donc n = va(N g (Dgrix))+ 20a(Dgy). Comme de
plus v,(Dgy) est supposé impair, on a ve(Dgy) = 1. Ainsi en appliquant deux
fois la formule de transitivité du discriminant on obtient

’-’n(Ns.rk {Dm',-'l-‘}) = Uq (N}:,fk(DKF.fK}) + Uq (Di;k} —Uq (D?Jk]‘ <0,

ce qui signifie bien que KF/F est non ramifiée en q.

Considérons maintenant le cas F < K. Comme q divise Dy, pour que
'extension K/F soit non ramifiée en q il faut et il suffit que q se ramifie dans F,
et que pour tout i, on ait ¢; = 2. Si q ne divise pas 2, cette derniére condition
¢quivaut a va(Dgy) est un entier impair égal & ) . .icf;. Si q divise 2, alors
puisque par hypothése vq(Dg ;) est impair, vy (Dgy) = 2vq(2)+ 1. Donc pour que
K/F soit non ramifiée en q il faut et il suffit que I'on ait

0Dx) = 500(Dpi) = 20 +1) X S,
o] ejpar

ExeMPLE. Soient k = Q{\/ﬁ) et K = H(0), ou H est le corps de classes de
Hilbert de k, et ot 0 est une racine du polynéme X3+ X + 1. Alors Dy, = q°,
Ou q est Iidéal premier de k au-dessus de 31. De plus, la décomposition de
q dans K est donnée par q = pipipip.psps avec f; =1 pouri=1,2,3,...,6.
Ainsi la cléture normale L = k(./ —31) de K sur k est une extension abélienne
non ramifiee de F = k(/ —31) de degré 9.

Indépendamment du résultat précédent concernant la non ramification de
Pextension L/F, on peut se demander s'il existe des conditions suffisantes
Portant sur le discriminant Dgj, pour que le groupe de Galois G (L/k) soit le
&roupe symétrique S, tout entier.

THEOREME 2. Supposons qu'il n'y a pas de corps entre K et k, et qu'il existe
un ideal premier q de K verifiant v,(Dgy) = 1. Alors le groupe de Galois G (L/k)
est égal a S,. '

Démonstration. Soit 0 un élément primitif de K sur k: K = k(0).
Désignons par ¢ (X) le polynome minimal de 0 sur k. Soient 0, =0, 0,, ..., 0,
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les conjugués de 0 sur k: L = k(0,, ..., 0,). Le groupe de Galois G = G (L/k) est
ainsi un groupe de permutations transitif de degré n. Soit B un idéal premier de
L ramifi¢ dans L/k. Notons p (resp. q) la trace de cet idéal premier sur K (resp.
k): p=PBnKet q=Pnk. SivDgy) =1, alors la décomposition de q en
produit d’idéaux premiers (deux a deux distincts) de K est de la forme
q=Ppip, ... p,. Quitte a remplacer P par 'un de ses conjugués on peut
supposer que p, = p. Chacun des p, correspond a un facteur irréductible du
polyndme ¢ (X) regardé dans I'anneau k[X]: ¢ (X) = ¢, (X)@,(X) ... ¢,(X).
ou ¢, (X) est le polynéme minimal de 0€K,, sur k,. Comme les ¢,(X) pou:
i > 2 fournissent des extensions non ramifiées de k,, le groupe d’inertie d
‘B dans L/k est un groupe d’ordre deux (=degré de ¢, (X)) engendré par I
transposition définie par les deux racines du polynéome ¢, (X). Nous venons
ainsi de voir que sous I'’hypothése vq(Dgy) = 1, le groupe de Galois G (L/k)
contient une transposition.

Par ailleurs, I'hypothése “Il n’y a pas de corp. uu. n et k™ équivaut a “le
groupe G (L/K) d’isotropie de 00 dans G est un sous-groupe maximal de G”. Or
G étant transitif, cette derniére propriété équivaut a la primitivité de G. Ainsi,
sous les hypothéses du théoréme 2, le groupe G est un groupe primitif
contenant une transposition. Le théoréme 2 découle alors du résultat suivant
did a C. Jordan ([2], Théorémes sur les groupes primitifs, pp. 285-286):

Soit G un groupe primitif de degré n. Si G contient une transposition, alors
G est le groupe symétrique S, tout entier.

EXEMPLES. 1. Soient n < p deux nombres premiers. Alors le groupe de
Galois du polyndome ¢ (X) = X"+ X*+p est le groupe symétrique S,. En effet,
le discriminant du polynéme ¢ est D(¢p) = (—1)"""2p(n"p" "2 +4(n—2)""2),
de sorte que v,(D (@) = 1. Comme de plus ¢ est un polynéome irréductible de
degré premier, le théoréme précédent s’applique.

2. Soit @ (X)= X?>"+X2+p, ot p est un nombre premier impair ne
divisant pas n—1. Alors ¢ est un polynéme irréductible de discriminant
D(g) = (—=1y"2*"p[n"p" " +(—1)"""(n—1)""']*. Donc v,(D(¢)) = 1. Cet exe-
mple montre que dans le théoréme précédent la condition v,(Dg) = 1, pour un
idéal premier q de k, n'entraine pas qu'il n'y a pas de corps entre K et k.

3. Soit @(X)= X" —10X*—5X>+5X —1. Alors ¢(X) est un polynéme
irréductible sur Q avec D (@) = 225°17%. Soit K:= Q(0) ou 0 est une racine de
@. Alors 5 se ramifie totalement dans K, de sorte que v5(Dy,p) = 5. Par ailleurs,
puisque ¢ (X) est, modulo 11, le produit de deux polynémes irréductibles de
degre 2 et 3 respectivement: ¢ (X) = (X2 +9)(X>+3X +6), le groupe de Galois
de ¢ est le groupe symétrique S;. Cet exemple montre que la réciproque du
théoréme 2 est fausse.

En combinant les résultat précédents, on obtient immédiatement le

THEOREME 3. Supposons que
(i) Il n'y a pas de corps entre K et k.

Sur une classe d'extensions non ramifiées 95

(ii) Il existe q idéal premier de k avec vo(Dgy) = 1.

(iii) Dy est premier a 2 et pour tout idéal premier q divisant Dy, ve(Dgy)
est un entier impair egal a la somme Y, uirf:.

Alors, il vient G(L/k)~S,, et L/F est une A,-extension non ramifiée en
toutes les places finies.

EXeMPLE. Soit k = Q(u;) le corps obtenu en adjoignant a Q les racines
5%mes de I'unité. Soit K =k(0) ou 0 est une racine du polynome ¢ (X)
= X"+ X*+2X*+2X?+ X +2. Le discriminant Dy, de I'extension K/k est
I'idéal de k engendré par 'entier d = 3%-7-241-2447. On voit sans difficulté que
les hypothéses du théoréme 3 sont vérifiées. Donc le groupe de Galois du corps
L des racines du polyndme ¢ sur Q(us) est le groupe symétrique S, et L est

une A4,-extension non ramifice de Q(us, / —d).
Du théoréme précédent, on tire sans difficulté le corollaire suivant (da
a Scholz [5)):

COROLLAIRE. Prenons k = Q. Supposons que Dy soit sans facteur carre.
Alors il suit G(L/k) ~ S,, et L/F est une A,-extension non ramifiée en les places
Jinies.
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