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Sur les puissances de convolution
de la fonction de Dickman

par
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1. Introduction. Soit Y/(x,y) le nombre des entiers <x dont tous les
facteurs premiers sont <y. Les propriétés asymptotiques de cette fonction ont
beaucoup d’applications en arithmétique, et de nombreuses études lui sont
consacrées — cf. par exemple ([4], [5], [11], [12], [15]). Cest en 1930 que
Dickman [8] remarque le réle central que joue la fonction ¢ dans le

Comportement asymptotique de ¥/(x, y). Soit g(u) la solution continue en u = 1
de I'équation différentielle aux différences

(L.1) ug' W) +ou—1)=0 (u>1),
avec pour conditions initiales
ew)=0 (u<0),
pw)=1 (O<u<l).

Dickman a montré que
(1.2) Y(x,y) ~ xo(u) (u:= Logx/Logy),

lorsque x et y tendent vers Iinfini de sorte que x* < y < x.
Notons 7, la fonction définie par ,(n) = Y ,,. o, =a 1. Soit P(n) le plus grand
facteur premier de n. Nous posons

Si(x,p):= Y wln).

Pimysy

Le comportement asymptotique de la fonction S;(x,y) est li¢ & une fonction
@« généralisant celle de Dickman ([6], [16], [18]). Nous définissons g (u)
Comme la solution continue pour u >0 de I'équation différentielle aux
différences

ugi(u) = (k—1)ox(w)—kge(u—1)  (u>1),
(1.3) o) = u* =T (k) O<u<l),
ok(u) =0 (u<0).
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De Bruijn et Van Lint [6] ont montré que I'on a
(14) Si(x,y) ~ xgi(u)(Log )~

lorsque x et y tendent vers I'infini avec u < 1. Dans [7], De Koninck et Hensley
montrent essentiellement que (1.4) reste valable dans le domaine

(1.5) exp{(Logx)’®**} < y < x,

pour tout £ > (. Dans un prochain travail, reposant en partie sur les résultats
présentés ici, nous établissons une forme effective de la relation (1.4), valable
dans la région plus vaste

(16) exp{(Log; 0)*3*%) <y < x.

Nous nous proposons maintenant de faire une étude analytique et
asymptotique de la quantité g,(u), considérée comme fonction de deux
variables réelles positives.

L’auteur tient a exprimer ses remerciements a H. Daboussi pour ses

conseils et a G. Tenenbaum pour I'aide qu'il lui a apportée dans I'élaboration
de ce travail.

2. Notations, La lettre p désigne un nombre premier. On note P(n) le plus
grand facteur premier de I'entier n > 1, par convention P(1)=1.

Les lettres k, s désignent respectivement un réel strictement positif et un
nombre complexe. On définit alors, implicitement, les nombres réels ¢ et ¢ par
s=g0+it.

Pour se C\R"™ on désigne par Logs la valeur principale du logarithme
complexe au point s.

Pour u # 1, nous définissons &(1) comme I'unique solution non nulle de
I’équation
(2.1) Y = 1 4+ ué(u).

On pose ¢(1) =0 et, lorsqu'aucune confusion n'est a craindre,

(2.2) ¢ := E(ufk).

Pour tout nombre complexe s, on pose

e'—1

v

I(s):= j dv,
0

et 'on note, avec ¢ = &(u/k),
(2.3) o;:=kI"() (j=0,1,..).
On définit la transformée de Laplace par

f(s):= [ e *f (v)dv.
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Dans tout l'article nous posons systématiquement
u:= Logx/Logy.

On désigne par y la constante d’Euler. Enfin ¢, 4, ¢ sont des constantes
strictement positives.

3. Enoncé des résultats. Soit g,(u) la solution de (1.3) continue pour u > 0.
1l est clair que g, (u) est la fonction de Dickman. Dans [3], de Bruijn a étudié le
comportement asymptotique de g(u). 11 a démontré que

e _— z (N
(3.1) o(u) ~ —==-exp | —ul(u)+1(Ew));.
V 2mu

Au vu de la relation asymptotique &(u) ~ Logu (v — o) — cf. [11], lemme
1 — cela fournit une premiére idée des variations de o(u).

De Bruijn établit (3.1) en appliquant la méthode du col a la fonction

1
Fi(u)= i [ exp{—us+I(s)}ds,
W

ou W est le chemin formé par les trois segments (—im, + o), (—im,in)
(im, in+ oo). Ensuite, il utilise un résultat général sur les équations de Volterra
[2] qui implique

Fy(u) = [C+O0(u"?)]o(u).
Alladi [1] améliore (3.1) en utilisant la méme technique. Il obtient

e ¥

\/:'211:0'3

(3.2) o(u) = exploo—ul(u)}(1+ ),

avec
@lu) <€ /u,
p)—@u—t) <,t/(ulog"(l14+u) (neN,t<1).

Dans [10], Hensley étudie le comportement asymptotique de og(u). 1l
établit que l'on a

—ky +ao—uslu/k)

2no,

(3.3) e *ou(u) = {14+ 0(R,(w)},

Riuw <, 1/u (e<k<l,uzl),

Riw) € (u+k)™"3 (k=1 u=1).
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Hensley utilise la technique de Bruijn pour prouver (3.3). Il montre par ailleurs
que

on

(3.4) 0k(s) = j ox(v)e ¥ dv = ki HRI(=s)
0

Il parait donc naturel d’appliquer la méthode du point selle pour évaluer
ox(u) 4 partir de la formule classique d'inversion de Laplace.

Nous avons appris au cours de la rédaction de cet article que Hildebrand
[13] a précisément employé la méme méthode pour étudier des fonctions g, (u)
définies par (1.3) pour k complexe borné, Rek > —1.

L’objet principal de ce travail est d’obtenir le résultat suivant, qui fournit
un développement asymptotique arbitrairement long pour g,(u), lorsque u/k ou
k/u tendent vers + co. Il est utile de garder en mémoire — cf. [11], lemme 1,
lemme 43 — que l'on a

&= &(ufk) ~ Logufk (u/k -+ ), &~ —kfu (u/k— 0.

THEOREME 1. Soient K un entier >0, et & un réel > 0. On a uniformément
pour u>=1,k>¢ &= E(ufk),

bl L&) !
(3.5) 0i(u) = = {1 + Z —+ xz(m)}.
ou l'on a posé
3j (_1}»:(2?”)! % r {1 ( On )m}
36) Li&:= - il 2
Gl e m=§+l m!2" lsrszzmum—j=az,+ +u,il=_[1 ;! \o,m!

avec les conditions de sommation:
3sn<...<n,,
(*} alzls--'sar;l;
oy + ... +a.n, = 2m.
De plus, on a pour chaque j fixé
(3.7 Li®ozi <+k)™ (u=1,k>e),

et il existe des constantes l;, m; (j=1,2,...) telles que l'on ait

(u+k)~7{l;+0,(Log~ (1 +u/k))}  (u/k =+ o0),

(38) Loz’ = {(u+k)”j{m j+0;(u/k)} e

Remarque. Nous verrons, au lemme 4.5, que l'on a

gi~u (whk—o+w), o;~G-DW' (wk-0).
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Cela permet de calculer explicitement /; et m; pour tout j. En fait, on obtient
l; en faisant o, = g, = 1 dans (3.6), et m; en remplagant en outre, dans le
produit en i, le nombre n;! par n;.

Les premiéres valeurs numériques sont rassemblées dans le tableau
suivant:

j 1 2 3 4
fj —‘112‘ — 144 5_1]“.13% —‘5'%‘)%322.‘62}:242

mp —dp B MR _LLENgeY

En faisant K =0 dans (3.5), nous retrouvons, avec un meilleur terme
d’erreur, le résultat de Hensley. Nous en déduisons immédiatement les
évaluations suivantes qui permettent de comparer g,(u) a ¢(u/k) ou a g(u),
lorsque k est fixé et u— +oo:

__1! 2malRK S
(u=k+1),
{3'10} Qk(“) = kn(l +O(UL08{1+H}})Q(H) (u _’CO)-

4. Lemmes. Nous donnons d’abord quelques propriétés élémentaires
concernant les variations de g, (u).

LEMME 4.1. Pour k>0, on a

4.1) ug(u) =k f ox(v)dv  (ueR),
u—1
4.2) olu) = ! [ii{_"f—k[“(z D, v] @>0,a>0).

Démonstration. La formule (4.1) est trivialement vérifiée pour u < 1.
Par ailleurs, il découle de (1.3) que

ugr(u)+ox(u) = k[gp(w)—oxu—171 (u>1).

Les deux membres de (4.1) ont donc des dérivées égales pour u > 1 et prennent
la méme valeur en 1. On en déduit (4.1).

La formule (4.2) découle facilement de I'égalité suivante, obtenue a partir
de (1.3):

[u' %o ()] = —ku*gu(u—1) (u>0).

LEMME 4.2. Les deux assertions suivantes sont satisfaites pour chaque k > 0

fixe,
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(i) ex(u) est strictement positive sur R%.
(1) Pour k = | la fonction g,(u) est unimodale. Elle atieint son maximum au
point u = a, satisfaisant a

max(l,k—1) < a, <k.

Pour k> 1, elle est strictement croissante pour 0 < u < ay. strictement
décroissante pour u > q.

(i) Pour 0 <k <1 la fonction g,(u) est strictement décroissante sur
10, +oo[.

Démonstration. La propriété (i) est une conséquence de (4.1) et de la
valeur de g,(u) sur JO, 1] (cf. (1.3)).
Par ailleurs, d’aprés (1.3), nous avons

(4.3) ugi(u) = —(1=k)oy(u)—ko(u—1)  (u>0).

Il suit, d’aprés (i), que g(u) est strictement négative sur ]0, + oo[ pour
0 <k <1, et que g;(u) est strictement négative sur [1, +oo[ pour k = 1.
Supposons a présent k> 1. On a

o) =u*"Yrky O<u<l,

donc g,(u) est croissante sur [0, 1]. Si g,(u) était strictement croissante sur

% tout entier, on aurait d’aprés (4.1)

ugy(u) < kgy(w)  (u>1),
ce qui est absurde dés que u > k. Donc

S:=u: gi(u) =0}

est non vide. Soit a,:= infS. Alors g,(u) est croissante pour 0 < u < a; et
a, = 1. D'aprés (4.3), on a (k—1)p(a) = kop(a,—1). Par (4.1), il suit

(k—1)oplay) < k a_[k o (Wdu = ayolay) < kowlay),
d’ou "
k—1<a <k,
puisque g;(a;) # 0.
Par ailleurs, nous obtenons en dérivant (1.3)
uoi(u) = (k—=2)gp () —kop(u—1) (v > 0).
Il en résulte que
apgy(a) = —koilay—1) <0,

ce qui prouve que «, est un maximum local pour gg(u).
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Supposons a présent que gi(u) s'annule pour d’autres valeurs que a;. Soit
by:= inf{u > a;: gi(u) = 0}.
0x(u) est alors strictement décroissante sur Ja,,b,[ et on a
(k—1)ox(by) —koyx(by—1) = (k—1)gx(ay)—kox(a,—1) =0
On déduit alors du théoréme de Rolle qu’il existe c,€]a,, b,[ tel que
(k—1)oi(cy) = keil(c,—1).

Puisque k— 1 est supérieur a 0, les réels gi(c, —1) et gi(c,) sont nécessairement
de méme signe; cela implique

b—1>a,.
D’autre part, on déduit de la décroissance de g, sur Ja,, b,[ et de la formule
(4.1) que

by ey (by) < ko (by—1) = (k—1)g,(by),

donc

b, <k—1,

ce qui contredit I'inégalité établie plus haut, a savoir a, = k—1. On conclut
donc que a, est 'unique zéro positif de g(u) et que g,(u) est strictement
décroissante sur [a;, +oo[.

Le lemme suivant rassemble quelques propriétés simples de la fonction
u=¢g(u) (u>0).

LEMME 4.3. On a

(i) &(u) = Log(u Logu)+O(Log, (2u)/Log(2u))  (u = 2),
(i) Su—1)< W) <2m—1) (1<u<2
(i) —lu<&u< —1u+l O<u<l).

Démonstration. Le point (i) est prouvé au lemme 1 de [11].
Pour montrer (ii) et (iii), on utilise le fait que I'( cE) foedt est une
fonction croissante de & sur R. Ainsi, posantu = 1+v,0 < v < 1, (ii) équivaut 4

I'go)<l+v=Trw<r'2?yy O<v<l).

L’inégalité de droite découle du développement en série de e**, celle de gauche
provient, par convexité, des cas v =0, v=1.
De méme, (iii) équivaut a

u(l—e '™ =I'(=1/u) < I'(é(u)) =u<I'(—1/u+l).
L’inégalité de gauche est évidente, celle de droite s'écrit encore
el gy,

3 — Acta Arithmetica LIX.3



130 H. Smida
c'est-a-dire

l—1/u+Log(l/uy<0 O<u<l).
Cette inégalité est bien connue.

Remarque. Le point (iii) implique
E(u) = —l+0(1e“”“) (u—0%).
u u
LEMME 4.4. Posons o, := kI(£(u/k)). Pour u>0, k>0, on a
(1) u—k <o, <(@u—k(1+3/%) (u=k),
(i1) —k(Logngl)éao% —k(Logg—l) O <u<k).

Remarque. Lorsque u—k, on a ¢ = &(u/k)—0; la majoration de (i) doit
étre interprétée en tenant compte du lemme 4.3 (i), soit
u—k<o,<u+ik (u=k).
Bien entendu, oo =0 si u=k.

Démonstration. Montrons (i). Pour u= 1, on a

kI({]——kjl' e dt—k Z 15” et kI')=k Z ¢ :
nz1 N n?(](n'l"l)!
On peut écrire
< k+KI(E)—kI'(E) =k E _(é+—1)‘ < 3k Z E"f(n+2)!

< 3k (ef—1—¢)/E* = 3(u—k)/E.
On obtient bien (i).

Montrons (ii). Considérons le cas k=1 (le cas général s'en deéduit
immédiatement). Par le lemme 4.3 (iii), on peut écrire

1=t _ u 1d 1
I(E(u) > j r;g(——)d [—t —1-Log-,

u

et
1p=tu=1) _1 1p-t(m=1)_q
I(¢w) < jfdt _f —dt
@ H=e 1
:.f:ej'Td Log— < 1—Log-
1

LEMME 4.5. Pour u >0, k>0, posons a;:= kI (£(u/k)). On a les es-
timations suivantes pour j=1:

i) O<oji1<0; (u>0),
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(i) G-1 u—k)<o;<u e uj<o; (u>k),
(i) =u<l4+0 l (u>k)

G=u 1+ Log(u/k) u=5

i— 1)
(iv) U J} (1— 2fe“"‘”2):§.dj£k(} 1} 0 <u<k),
4 (4
.n‘
(v) =(-1)—= = {1+0(u/k)} (O<u<k),
; u? u? u?

(vi) m SO SeT, 03““23{5 0 <u<k).

Démonstration. Le point (i) découle immédiatement de la formule
1
(4.4) o, =k[tV" el
0

Pour la preuve des autres points, nous pouvons comme précédemment
supposer k = 1. Il découle en particulier de (4.4) que I'on a pour u > 1

'(n +j)

Au vu des inégalités
1 j—1 1 1
- < <
n+1 (n+1)(n+2) n+j n+1

=1

et
1 1
5 S—.t
jin+1) " n+j
on obtient
0',—(';;2) —1—5){-0}{61, 0,/i <o

dou (ii). Le point (iii) en découle immediatement grace aux points (i) et (i) du
lemme 4.3.

Pour u<1, on a ¢ <0, dou

;=

s=ft e Wldr= [t e Rldr— [ 1t e™ Wl dy
0 1

U=t e ®d = (- 1)1/

ot——.s =
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On a de plus

jtj'le"mdt [t Jj'v} le vdv < || e "”zjv’ e V2 dv
1 18l

= (j—Dr2/ig e,

Cela implique bien (iv). Le point (iii) du lemme 4.3 implique alors (v).
Enfin, on a pour 0 <u <1

1/u 1
_[te ldr > jte"’"d! =u? [ ve 'dv > u? [ve "dv > u?/4,
V] 4]
1 1
oy = [tetdt < [te ™Mtdr < e _[ te"dt = eu?,
4] 0

0
et
1 1
03 = [12e™ldt < [Pe™""dt < 2eu®.
(1]
LeEMME 4.6. Pour k > 0 posons
4.5) Fy(u,t):= ) (—-:t}’—-.
jiz3
On a alors pour tout teC
(—:t)*
(4.6) exp{F(u,t)} =1+ Z Au(u, k) ————,
=3
avec
1 R | &
4.7) A= ¥ I
1<r<h/3 i=1 i

avec les conditions de sommation:
s <...<n,

(%) oy =150 0,21,
oy ny + ... +o,n, =h.

Démonstration. Il suffit de développer en série les exponentielles dans
la formule

exp{F(u,t)} = H exp{(—ity a;/j!}.
LEMME 4.7. Pour u>0, k>0, h>3 on a

1 5
(@8) ’;,—! L7
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Démonstration. D’aprés le lemme 4.5 (i) on a

r 1 l @
<« L7
? 152:.;32 il:l! 0! \m;!

1€r<sh/33€m<..

1
‘it-' Ay(u, k)

© 1
<dP I] exp;‘—! a3 exp(e—5/2) < 3a%3,
n=3 L]

ou nous avons fait appel a I'identité

I—[(l+x,,)-l+z Y R ey,
r=13€m<..<n,

avec x, =exp{l/n!}—1.

LEMME 4.8. Pour u >0, k>0, K=0, |t| <05'3/2, on a

- AP N ) 6K+8 _2K+8/3
4.9 exp{Fi(u,t)} =1+ ) (—ir) T+0x(t gakt8m)
h=3 :

Démonstration. Elle est immédiate a partir de (4.6) et (4.8).
Dans toute la suite de cet article, nous posons

(1/2)a; /12 (u = max(l1, k)),
4.1 = =
Bln 6:=dy(w) {{1/8)!{”605 2 (0 <u<k),
et
| -&+is
(@.11) I = | Gl)ends, avec & = Euk).
2im _;_ys

LEMME 4.9. Soient K et ¢ des réels positifs fixés. On a uniformément lorsque

uzl1, k=g,
ek)r‘hm—n.{ 3(K+U(_1)M A‘.’m(u, k) 1
2no, {H- ,.,gz m!i2"  o% 0k (u+kyx+1/§"

Démonstration. Considérons d’abord le cas ot u > max(1,k). On a

4.12) JVwW) =

1 u{{ ir) o 1
k.’(C—:t)—kj'—ldv= ¥, a-(——ﬂ
i=0

= oo—itu—(1/2)t*0,+ Fy(u, t),
OU F,(u,t) est définie par (4.5).
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On a § <403'3 puisque o3 < g,. D’apreés (4.9) on peut écrire:

J}.”(u)=% § exp{ky—ué+ao—(?/2)o,+ Fi(u, t)}dt

MES]

- 6K+7
efl?+cm ul —.‘202;2{ + h(u k}

= 1+ ¥ (i ok(:6K+Ba§K+3f3)}dr
ltl<o

Par le changement de variables v =t./a,, on obtient:

P i UL | gt { ORI (—iv)" Ap(u, k)
‘,’” u) = vif2
k) J2ro, /21 pu}s!;\.f; Z o4y? h!

+ OK(UGK+ SO.§K+SE3O.2—3K-4)} dl’.

La contribution des mondmes associés a une puissance h impaire est nulle
par symétrie. De plus, on a pour tout H > 1

1/6 — T
[ e 2 {pldp € ye 223 = ¢ N2 ¢y p(u+ k)KL,
o] >év a2

ou la seconde estimation découle de I'inégalité o, = u/2 (u > k), établie au
lemme 4.5. Cela montre que I'erreur impliquée en étendant I'intégrale en v a la

droite réelle toute entiére est acceptable en regard du terme d’erreur de (4.12).
En effet, par (4.8), A,(u,k)o;"* <a7"® < 1.
En remarquant maintenant que 'on a pour tout m >0

+ @

2m
T em oty = 2" (m+12) = SRy e
il vient en tenant compte de (4.8)
ek?+¢u—l¢§ 3(K+l](__1)mA m(u'k) 1
R e = e 1

2no,

Le second terme d’erreur peut-étre englobé par le premier. Cela achéve donc la
démonstration de la formule (4.12).
Le cas 0 < u < k se démontre de maniére identique si I'on remarque que,
en regard des inégalités
o, 2u’/dk et o3 <2eu’k’ (0<u<k),

on a

S<ioy1B,  gliBgyHI2 ¢, kHIS,
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et

—pd -52 - a - -
I |UIH8 vf2 <He éo;,r.‘s:e k1/3/192 €Hlx{u+k) K :.
|v|>8vaz

11 suit, par (4.8), que
Ap(u, k)o; "2 <, k"6,

et 'on peut étendre comme précédemment I'intégrale en v a la droite réelle tout
entiére. On obtient ainsi

ek}'+€0"=ltf 3{K+l](_1)mA (u k} ]
JVy) = —— 122m\ Y S ——-
i (u) {l+ MZZ:Z o + Ok (( +k)’“‘+a )}

kv +ao—u 3EAD(_1ym 4, (u, k) 1
=—— {1+ o PO\ (-
V2na, { mgz mi2™ o7 * K((“"'klxﬂ)}

LEMME 4.10. On a uniformément pour k>0, u = max(l,k),
s = —&(u/k)+it,

(4.13) Guls) < {"”‘p tr+oy—~@FY)a,} (<%
exp{ky+oo—u/(E+m%)} (] > n).
Démonstration. On sait d’aprés [10] que
(4.14) 6,(s) = I HKI(=3)
Posons

H(t):= kI(&)—Re(kI(—s) = k_i'e"‘ (w)dh

de sorte que
0x(s) < exp{ky+o,—H,(0)}.
Lorsque |t| < m, on a 1—cos(ht) = 2t*h?/n2, et il suit

2t 2 2
H,() > kj'he""dh - ?iaz

Cela implique la premiére majoration annoncée.
Lorsque |t| > m, nous distinguons deux cas, selon que I'on a ou non

(4.15) k > 3u/(2(6*+n?)).
Si (4.15) est realisée, nous avons simplement

sint

1
H,(t) = k [ (1 —cos(ht))dh > k(l —T) > %k Fis—g
0
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Si (4.15) n’est pas satisfaite, nous pouvons écrire

1 e‘:—l e.:+ir_1
Hdt)?kge"é(l—cos(ht))dh=k[ ; —Re( o )jl

u u et ée'—1 (cosp)é \ 2k
=k|-——Re| -——— >ull-—==|——,
[k e(ké+it+§+ir):| u( [E24+m2) T
avec u:= t—arctan(t/£). Le terme en facteur de u dans la derniére expression
est au moins égal a4 n?/2(¢% +n?%). Nous obtenons donc

n? 3u u

u
B0 = 2% +1%) (E+n)n & E24n?

Nous avons ainsi établi la seconde des majorations de I'énoncg.

LeMME 4.11. On a uniformément pour k> 0, u > 1, teR, s = —&E(u/k)+it,

k
4.16) 6.(5) = Gt) exp{O(w+1—:;)m)} (e > 0).

Démonstration. On a, d’aprés (4.14) et le lemme 6.1 de [9],
4.17) 0:(s) = s *exp{kJ(s)} (seC\R"),

avec

—2—v

J(s):= g =

dv.

Pour t #0, on a

i 1)* k¢l et (uki+1
P - (E) exp {O(W>} et J(s) <€ m = T

Cela implique bien la formule asymptotique souhaitée pour g,(s).
LEMME 4.12. Pour k>0, 0 <u <k, t > (1/8)k®a5 ', on a
(4.18) 8,(s) < exp{ky+a,—k'>/3000}.

Démonstration. Nous pouvons supposer k = 1, puisque la majoration
annoncée est trivialement satisfaite dans le cas contraire. Reprenons alors les
notations introduites au cours de la démonstration du lemme 4.10. Compte
tenu de I'inégalité ¢ > —k/u (0 < u < k) établie au lemme 4.3, nous pouvons
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écrire

1 _ i B
k~YH(D) = Ie"g(.lc:—s”n))dh > ]‘e-nt,ru(l C:S(hf))dh

0 V]

1% /1 —cos(ht) k vk
=P g (_h—)dh > g (1—cos(ht))dh

_1 1_sin(ut/k)
e ut/k )

Puisque la fonction 1—(sinz)/z est croissante pour 0 < z < m/2, on obtient

H () > k(l —ﬂ) 202 2.

S
w 3n?

k=113 =
) . Cela implique la majoration souhaitée.

/e

5. Preuve du théoréme 1. La démonstration du théoréme 1 est essentiel-
lement basée sur les deux résultats suivants.

avec w =(

Dans tout ce qui suit, nous définissons pour u > 1
exp{ul/® > k),
rim T(u.k)={ p{u'’®} (u > k)
exp{k'?/6000} (u < k).

LEMME 5.1. Soit £ > 0. Il existe une constante absolue positive c telle que l'on
ait uniformément pour u= 1, k = ¢,

5.1 — @)+ 0 Xtk + oo —ul} T_°).
(5.1) o) = J{V(u)+ z( \/&—2

Démonstration. Nous savons par le lemme 2.2 que la fonction g, (u) est
décroissante sur [a,, + oo[. D’aprés (4.1), il suit

o () < (k/w)g(u—1)  (u2=a,+1)
En itérant I'inégalité et quitte a changer la constante dependant de k, on

obtient
ox (W) <4 kI (1+[u]) < e (u=1),

pour tout réel positif A.

Nous déduisons de cette estimation, de 'unimodalité de g,(u) pour k > |
et de sa monotonie pour k < 1 que g,(s) converge absolument sur toute droite
s =g+it (teR).

D’aprés le théoréme d'inversion, il suit

a+im

1
o, (u) = 2in I e“g(s)ds (oeR).

ag—im
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En particulier, si 6 = —¢&(u/k) on a
—&+im
Q= e a9 = I+ IR +IP ),
I —&—iw

correspondant aux domaines d'intégration respectifs |t]| < 5,6 < |t| < T, T< |t].
Nous nous proposons de démontrer que les quantités Ji*(u) et J{* (u) sont
de l'ordre de grandeur du terme d’erreur de (5.1).
Considérons dans un premier temps le cas u > k. Dans cette étape nous
utiliserons les estimations suivantes:

(5.2) &(u/k) <, logu,

déduites respectivement des lemmes 4.3 (i), 4.4 (i) et 4.5 (ii).
On a

IPw = [ e gds= |

S<IIST 8<[t] <n

020, =(1/2)a¥* > u'®, oo~u (uk— +0),

e Gs)ds+ |

x<[t|<T

e g, (s)ds.

On déduit grace au lemme 4.11 que

e-zaZa;,mJ _ o=
leu < ex ky+o ——ué [_—-u_i_'re uf(& nl]‘
2 (u) < exp {ky +0—ut} =
Il suit, au vu de (5.2), que
Jim(u) <zexp{k}'+0'0
VAL

Ceci est bien de I'ordre requis pour un choix convenable de c.
Estimons J{¥(u). D’aprés le lemme 4.12, on a

u} exp{—u'/¢/700}  (u/k— + c0).

(u = k).

0(s) = (it ),‘exp{O(ué,ilrI]}

Sachant que (u+k)¢/|t]l < 1 (/| > T), nous pouvons écrire

&) = 5 ), {1+0(u+k)E/)}.
11 suit
JPw= | e"’g&(s)ds=e"“l: | “kdr+0(ué [t "‘”dt):'.
T<|t| Télﬂ( ) T<1t

Grace a la seconde formule de la moyenne, on obtient

JP () < “?é,;e'"".
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Il suit, au vu de (5.2),

I <.e""{k”\’%" 4 (o T e )

x exp{ky+0,—ué} o

£
V2

p{—u'%/2}  (uk— + o),

et ceci également est de I'ordre de grandeur souhaité.

Supposons 4 présent 1 <u < k. Notons, dans ce cas, les inégalités

suivantes:

(5.3) E(u/k) = —kfu, o64,=

—k(Logk/u+1), o, < u?/ek,

établies respectivement dans les lemmes 4.3 (iii), 4.4 (ii) et 4.5 (vi).

Grice au lemme 4.13 et a (5.3), on obtient
JiP(u) < Texp{ky+a6,—ué—k'*/3000}
. exp{ky+ao—u§}e

T

xp{—k'3/6001}  (u/k—0).

Cette estimation est de I'ordre voulu.

On

Enfin, pour estimer JE“(u), nous utilisons le lemme 4.12 sous la forme

0(s) = — {1+ O(kIZ|/1e))}

(u < k).

()"

a alors, comme pour le cas u > k et grice a (5.3),

JP}(U) < %e—uﬁ = exp{k?+60_ué} (\/U_;klﬁl e~ 0 kv T—k)

o

(k3!2 T‘-k eil‘t Log k)

exp{ky+o,—ué}
7

P exp{ky+0,—ul}

7/

<

exp{—k"3/12000}  (u/k—0).

Nous avons ainsi terminé la démonstration du lemme 5.1.

LEMME 5.2. Soient K un entier > 0 et e unréel > 0. Pouru>= 1,k > ¢, L&)

définie par (3.6), on a

(5.4)

ek-y-i—cru ug (g:) 1
J0 1 3
E1) = 2no, { +121 é ((u+k)x+l)}

Démonstration. D'aprés le lemme 4.9, on a

y+ao—u 3(K+1)(_ qym
JL”(u)=eh ¢{l+ (Ztl( 1" Aym(u, k)+0 ( 1 )}

no, m=2 mi2" a3 \u+k)c*!
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D’aprés (4.7), il vient
AZm(us k) * 4 {1 (Gﬂl)m} -m
—_— = (2m)! —\|— ag; ™.
03 1$r§2mf3 Z .'1;11 ;!\ ;! 2

On peut alors écrire

:‘%:,k} _ Z (2m)! Z* l:[ {l( Oy, )“(} a-g_J"

1<r<2m/3 m—j=ay+..+ap i=1 ;! \o,n;!
! 1 o, \*
* n -
= Y @m Y Y ]_[{ﬁ—‘(—‘—l) }o‘z*'.
mi3<j<m—1 1<r<2m3m—j=ar+..+ari=1 (Fi* \T2M;:

Il en résulte que

ALY (= 1) Agm(u, k)
G5 X _za'g—

m=2

=1 m=j+1 mrzm r=lm-j=xq+..+ari= C!,‘ ﬂ'2""'l"
=3K+2 Lj(c)
j=1 02

La démonstration du lemme sera terminée lorsque nous aurons établi (3.7) et
(3.8). En effet, I'expression (3.7) en particulier nous permet d’affirmer que

JK+2 L(€]< 1
P Y

Supposons d’abord u > k. Au vu de lidentité

1‘[ (14x)=1+ Z Y, R

r=1pEm<..<n
on a pour tout j fixé

56 Y %ﬁﬂi Y H{l(_)}

|
m=j+1 r=1lm=-j=a;+..+ai=1 o

y crem o oz {EE]

1
m=j+1 1Sr<2m3m—j=a;+..+ari=1 <\

< ij] Y Y Hexp{i—l}.g § ﬁaexp{é}‘ﬁl.

m=j+11<r<2m/3 3€m <..<nri=1 : m=j+1n=
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Notons alors

3 (=1)"2m)! . o {1( )}
ly:= E— al\nt) [
i m§+1 m!2m ,é,gzm ,.—j:az.h..-nn- 1:[ !

En outre, d’aprés le lemme 4.5 (iii), on a

1
o = u{l-}-o;(m)} (u/k = + o0).

Il en résulte que

r aj r 1 1 a l
it {() }= 1l _(_) (‘*‘**(W)) Ll

On en déduit, compte tenu de (5.6), que
; 1 1
! ey e e =J
e I e L R e )2

=(u+k)_j{fj+01(w(ul/k—m)} (ﬂ/k-#"*‘d))

Nous avons établi la premiére estimation de (3.8).
L’expression (3.7) s’en déduit aisément, au vu de (5. 6)
Etudions le cas 1 < u < k. De méme que précédemment, on a pour j fixé

> (—1)"C2m)! 2 . r L l @
(57] m§+ 1 m!2" rgll m—j=r.:zl+...+=.. fl:ll {U..'! (“") }

_ Y (=urem) e o {L (1)}
m=z;:+1 m!2" 1sr§zm;3m—j=§'+ +¢.-i1=_[1 ARN

3j 3j 2m(3
< Y X Y [epiim-1}< ¥ ] expli/n} <1,
m=j+11€r€2mfld 3€Em <...<n.i=1 m=j+1 n=

Posons

LU (cirem N ox
a mﬁ§+1 m!2" 1&r§2mf3m—}=rxz|,+...+a,l=—[ o;! n; ]

D’aprés le lemme 4.5 (v), on a

o =(-1)! 7= l(1+o,(u/.fc)) (u/k—0).

M oi(o) = 11§ () fewreovomy— wro.
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Les conditions m—j = o + ... +a, et oa;n,+...+a,n, = 2m impliquent

S o\ 5 01 FINe
1 {5 (a:n,-!) }= (w/ky* T1 {; (;) }{l +0,u/k)}  (ufk—0).

Il en résulte
Li(&)a37 = {m;+O;(u/k)}(u/k)* a5 = {m;+O0;(u/k)} k=
= (u+k) " {m;+0;uk)} (u/k—0).

Ceci nous donne bien la seconde estimation de (3.8). L'expression (3.7) en
découle facilement.

Fin de la démonstration du théoréme. D’aprés (5.1) et (54) on a

_ek}'+ao-u{ K L;(é) 1 .
Qk(u)_"_—_{l'l'j;! G'Jé +OK((u+k)K+l)+O£[T )}

no,
Pour ¢ > 0 la quantité T™° est englobée par Ok ((u+k)™*~1). Cela achéve la
démonstration du théoréme.
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