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Introduction. Dans un article précédent [2], nous généralisions les E-suites
de Pisot en définissant les E(2)-suites E(ay, a,, a,, a;) d'entiers rationnels
a partir des entiers positifs ay, ay, a,, a; par les inégalités

—1/2 < D*a,)/D*a,) < 1/2, n>0,

ou D*(a,) désigne le déterminant de Hankel d’ordre k de la suite (a,), ayant
pour premiére ligne (a,, a,, , ..., Anik—1)-

A certaines de ces suites, dites “convergentes” “réelles”, nous faisions
Correspondre un ensemble E(2) de couples (a, p) de nombres réels de module
Supérieur a 1 et montrions que I'ensemble E(2) contient I'ensemble des couples
d’entiers algébriques réels de module supérieur 4 1 dont les autres conjugués
ont un module inférieur ou égal a 1.

En 1960, Flor [4] prouvait que le point limite ®, supérieur a 1, associé
4 une E-suite de Pisot “récurrente” [6], est un entier algébrique supérieur,
a 1 dont tous les autres conjugués ont un module inférieur ou égal a 1 (ie. o est
un nombre de Pisot ou de Salem) et que le polynome minimal de la récurrence
4 toutes ses racines simples.

Nous nous proposons ici de généraliser ce résultat de Flor en montrant
Que le couple limite (a, f), |o| > 1, IBl > 1, a # B, associé a une E(2)-suite
“convergente” et récurrente, est un couple d’entiers algébriques dont tous les
dutres conjugués ont un module inférieur ou égal a 1. Nous prouverons
€galement que le polyndme minimal de la récurrence ne posséde que des
Tacines simples.

DEFINITION 1. On appelle E(2)-suite une suite (a,).>0 d’entiers, notée
.E(ao, ay, a,, a,), définie 4 partir des entiers positifs ay, a,, a,, a; par les
Inégalités
(1) —1/2 < D*a,)/D*@) < 1/2, n>0,

o0 D*(a,) désigne le déterminant de Hankel d’ordre k de la suite (a,).
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DEFINITION 2. Une E(2)-suite est dite “convergente” si elle vérifie en outre

@ o, = lim D(a,.,)/D*(,)

et

3) oy = lim (an“n+3_au+lan-l-z)/Dz(un)
n—+o

et si I'équation x> —a, x + @, posséde deux racines « et # de module strictement
supérieur a 1.

LEMME. Soit (a,),>o une suite de nombres réels telle qu'il existe un entier
k =1 pour lequel la suite (D*(a,)/D* " '(a,)), soit bornée. Alors la série entiére
Y nz0,z" posséde au plus k—1 péles dans |z| < 1.

Démonstration. Notons [, = lim,...|D""'(a,)|'"™, p=0, I-y =1
D’aprés Hadamard [5], la suite [,-,/l,, p=>0, est croissante; en outre,
si pour p=p,, on a linégalite stricte g, =1, —1/l,, > l,,-2/l,,—1, alors
f(z) =Y a>0a,z" est méromorphe dans un cercle de rayon g, et admet,
a Pintérieur de ce cercle, p, pdles comptés avec leur multiplicité, de modules
fP—Iﬂp! .pspl_l

D’aprés I'hypothése, I, /l,—, < 1, soit 1 <L _,/li—y = 04-1. Si gy = 0,
=...= 0x—1, alors f est sans pole dans le disque unité. Sinon, soit h, le plus
grand entier vérifiant 2 < h, < k et

Ok—ho < Qk—hp+1 = Ck—ho+2 = +++ = Ck—15

alors f admet k—h,+1 (<k—1) poles dans le disque de rayon g, donc au
plus k—1 poles dans le disque unité.

THEOREME. Si la E(2)-suite (a,),> o “convergente” est récurrente de polynome
minimal P et a pour couple limite associe (a, f), |a| > 1, |f| > 1, a# p, alors on
a P(X) = (X —a)(X —B)Q(X), Q ne possédant que des racines simples de module
inférieur ou égal a 1.

Par suite, (x, ) est un couple dentiers algébriques dont les autres conjugues
ont un module inférieur ou égal a 1.

Démonstration. Par hypothése, la fonction génératrice de la suite (a,),
f(z) =).,>0a,z", est rationnelle. Par suite, f(1/z) posséde un ensemble fini de
poles «,, ..., o, ordonnés par modules décroissants [o,| = ot;| = ... = [oyl-
Comme la suite (a,) vérifie (2), on a

lim [D*(a,)'" = |o,| = |af] > 1.
n—++ o

Mais d’aprés les résultats de Hadamard [5], I, = lim,_ . |D?*(a,)] vérifie
(I=D/l, = I, = 1|a 0,5 or 1) =lo,]; dou |ayo,] > 1 et Jo|> 1.

D’aprés le lemme et I'inégalité (1), f (z) posséde au plus 2 pdles dans |z| < 1.
Par suite |o;] < 1. Nous allons montrer que (2) et (3) impliquent [x,]| > |o;|-
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Si [a,| > l_,. I'assertion est évidemment vérifiée. Supposons donc |a,| < 1 et
lty] = |ot5]. Ecrivons: :

a, = Ao+ (n)d"+ 0(o"),
O=loy| =loyl=...= o), 0<d<I1, 0<po<1,

k
Y(n) = .ZO Y;(mn’,  ; combinaison linéaire de sinus et de cosinus
= .

) La} fonction  a donc une croissance polynomiale en n. On obtient alors
grace a (2), ’

ne+o D3*(a,) =t | O2Y(n+1)— 20, 0 (n) + 02 (n—1)

cai\:fec .|ocﬁ|=|oc15|, sinon on obtiendrait pour Y une croissance ou une
cCroissance exponentielle et non une croissance polynomiale.
Comme «ff et o, sont réels, on en déduit

2= lim pz(anmﬂl(s fin [52!.0[!1+2)—-25x,(3w(n+1}+xfw[n):l

O Y (n+2)—2a, 0y (n+ 1)+ o2y (n)
et 82 (n+1)=2a, 0y (n)+aly(n—1)

d’ou
52lllk(n+2]—2al(5lllk(n+ D+, (n) _
n—+x XY, (n+ 1) =20, 04, (n) + o (n— 1) %
Posant g(n) = Yi(n)—e,(n—1), on obtient:

lim (0*9(n+2)—2a,5g(n+1)+adg(n) =0

n—++ao

€t d'aprés le lemme 2 de Flor [4],
0*g(n+2)—2x,5g(n+1)+a2g(n) =0, VneN.
Comme g, bornée, ne peut avoir une décroissance exponentielle, cela entraine

9=0, soit Y, (n)—eP,(n—1)=0, YneN, ou encor n
2 » (S = b8
L'égalilé (3) donne alOl‘S wk(”} HE

R P S W
Gy=Tan XA __arafa¥s 2t x40
n-++a D (ﬂn) : .

P " i ”
u‘gr s‘mte o, et ng sont racines du polynéme X2 —q, X +¢,; d’ou la contradic-
D avec la définition de E(2)-suite “convergente” si ) < & <L

o . p s
n a donc || = o, > los|. Si o, et a, sont réelles distinctes, on écrit

4, = A +po3+0("), O0<p<I;
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si a, = a, est racine double réelle, on écrit

a, = (A+pun)ai+0("), O0<e<l;
enfin, si o, = &,, on écrit

a,=A1+2d1+0("), 0O0<po<l.

Dans tous les cas, les relations (2) et (3) entrainent

; o D)
ap =0, = L1m RN
2 n—++wo Dz(an}
et
. Opy3ly—Up+1Gn+2
o+f = lim — = o, + 0.
ﬁ n=++m Dz(ﬂ"} 3 2

Par suite, a, et , sont les deux racines du polynéme x* —¢, x+0,, c'est-a-dire
o et f.

11 suffit, pour achever la démonstration du théoréme, de montrer que les
racines de module inférieur ou égal 4 1 de P sont simples. Ecrivons
a, = Jo"+ up"+ (n)+o(1), avec @(n) = Y 5-o ¢,(n)n), ; combinaison linéaire
de sinus et cosinus et montrons que k = 0.

Notons L l'opérateur différence de polynéme minimal (x —a)(x—f). On a

D%(a,) = I*(a,)D*(a,)+O(a,) avec a,=o(D*(a,).

Par suite, puisque (a,),>0 est une E(2)-suite, D*(a,)/D*(a,) est borné et il en est
de méme de L[?(a,); donc L*(¢,(n)) est borné et si k > 0, aprés division par n*, on
obtient lim,_, ; , I*(¢,(n)) = 0 et comme ¢, est combinaison lineaire de sinus et
de cosinus, (¢, (n)) = 0, pour tout n, soit enfin ¢, = 0; d’ou la contradiction si
k > 0. Finalement k =0 et les racines de module 1 de P sont simples.

Les racines de module inférieur 4 1 de P sont également simples car
conjuguées de a ou f sinon leur norme serait inférieure a 1, ce qui est
impossible pour un entier algébrique non nul.

Remarque. Le théoréme précédent reste valable pour « = f sauf en ce
qui concerne le polynéme Q pour lequel on peut seulement conclure que ses
racines de module strictement inférieur a 1 sont doubles.
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