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Uber eine arithmetische Aufspaltung der logarithmischen
Ableitung Selbergscher Zetafunktionen

von
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0. Einleitung. In seinen bewunderungswiirdigen Arbeiten und Vorlesungs-
ausarbeitungen hat A. Selberg eine neuartige Theorie automorpher Formen
entwickelt, wobei die sogenannte Spurformel eine zentrale Rolle spielt. Ein
wesentlicher Bestandteil dieser Spurformel ist die Selbergsche Zetafunktion.
Diese ist insofern dem Eulerschen Produkt der Riemannschen Zetafunktion
nachgebildet, als man in dem Produkt die Primzahlen durch die Konjugierten-
klassen primitiver hyperbolischer Matrizen der zugrundeliegenden diskon-
tinuierlichen Gruppe zu ersetzen hat. Ist die Gruppe nun arithmetisch definiert,
wie es etwa bei der elliptischen Modulgruppe oder deren Hauptkongruenz-
gruppen der Fall ist, so kann man die Konjugiertenklassen hyperbolischer
Matrizen auch auf arithmetische Eigenschaften untersuchen. Fiir die volle
elliptische Modulgruppe und einige Hauptkongruenzgruppen machte dieses
Sarnak [6]. Es stellt sich heraus, daB ein enger Zusammenhang zwischen den
primitiven hyperbolischen Matrizen der Gruppe und den indefiniten bindren
Quadratischen Formen besteht. Sarnaks Resultate wurden von Christian [4]
auf alle Hauptkongruenzgruppen der elliptischen Modulgruppe erweitert.

Im folgenden wollen wir nun zeigen, dal} diese Zusammenhiénge zwischen
den primitiven hyperbolischen Modulmatrizen und der Zahlentheorie die
folgende “arithmetische Aufspaltung” der logarithmischen Ableitung der Sel-
bergschen Zetafunktion nach sich zieht.

Es seien G(u) eine Funktion von u, weiter I'(¢) die Hauptkongruenzgruppe
g-ter Stufe zur elliptischen Modulgruppe SL(2, Z) und g = 0, 1. Dann ist die
logarithmische Ableitung der Selbergschen Zetafunktion durch

. log N(P)
= 9
Z(qs g, G) ”,iznw (SIgn Tr P) N(P)HZ_ N(P)— 1/2

ITrP|>=2

G(log N(P))

8egeben. Dabei durchliuft { P}, die hyperbolischen Konjugiertenklassen von
r_(q}. Weiter sei P, das zu P gehorige primitive hyperbolische Element, N ist
die Norm und Tr die Spur einer hyperbolischen Matrix. Diese Darstellung
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wird in der vorliegenden Arbeit umgeformt in

Z(q,9.G) =2 Y logleo(K, q)l Y T(K,q, )G(2llogleo(K, g)])

KeS 1) =1

+2 ) logley(K, q) Y. T(K, q, )(—1)"G(2ley(K, q))).
Kek 1q) =1

Hierbei ist &,(K, ¢g) die Grundeinheit des reell-quadratischen Zahlkdrpers
K mit der Nebenbedingung &= Imodg: K7 (q) ist die Menge der re-
ell-quadratischen Zahlkérper mit g,(K, gq) > 1 und & (g) ist die Menge der
reell-quadratischen Zahlkorper mit ¢,(K, q) < — 1. Die T(K, g, [) sind zahlen-
theoretische Funktionen, die mit den Klassenzahlen indefiniter binirer quad-
ratischer Formen in Zusammenhang stehen. Durch diese arithmetische Auf-
spaltung der logarithmischen Ableitung der Selbergschen Zetafunktion kann
man hoffen, einerseits Ergebnisse fiir diese Funktion aus der Zahlentheorie,
andererseits zahlentheoretische Ergebnisse aus den Resultaten liber die Selberg-
sche Zetafunktion abzuleiten. In der Theorie der Selbergschen Zetafunktion ist
es allerdings tiblich, statt der allgemeinen Funktion G spezielle Funktionen zu
verwenden. Wir werden daher auch fir G die gebrduchlichsten Funktionen
eisetzen.

1. Eine arithmetische Aufspaltung der logarithmischen Ableitung Selberg-
scher Zetafunktionen. In [4] wurden alle hyperbolischen elliptischen Modul-
matrizen zu einer “arithmetischen Familie” zusammengefal3t, wenn ihre Eigen-
sverte in einem vorgegebenen total-reellen algebraischen Zahlkorper K liegen.
In der vorliegenden Arbeit wollen wir auseinandersetzen, dal} diese Aufteilung
in arithmetische Familien auch zu einer Zerlegung der logarithmischen
Ableitung der Selbergschen Zetafunktion in Teilsummen fiihrt.

Es seien I'(1) = SL(2, Z) die elliptische Modulgruppe und

I'q) = {NEF(I}; N=E= (:} ?) modq}

die Hauptkongruenzgruppe g-ter Stufe, ge N. Wir setzen weiterhin
(1) q=3
voraus.
DerFNITION 1. Fiir einen reell-quadratischen Zahlkorper K sei (K, g) die

Gesamtheit der hyperbolischen Matrizen PeI'(g), deren Eigenwerte in K lie-
gen. §(K, q) heiBt arithmetische Familie hyperbolischer Matrizen aus I'(q)-

DerINITION 2. Es sei og der Ring der ganzen Zahlen eines total-reellen
algebraischen Zahlkorpers K. Es sei €(K, ¢) die Gruppe aller Einheiten ¢€ K
mit
(2) Nmeg=1,
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3) ¢=1modqg in oy.

Es sei ¢,(K, ¢q) ein Element von E(K, ¢) mit

(4) leo(K, q)| > 1,

(S) lel = leo(K, @)l (e€€(K, q), [e] > 1).

HiLrssATz 1. Die Gruppe €(K, q) ist zyklisch. Sie. wird von &,(K, q)
erzeugt. Die Eigenwerte samtlicher Matrizen aus &(K, q) liegen in €(K, q) und
zu jedem e€€(K, q), ¢ # 1, gibt es ein Pe F(K, q) mit den Eigenwerten ¢, ¢~ .
Fiir ke N sei §(K, q, k) die Gesamtheit der Matrizen aus }(K. q), welche die
Eigenwerte (K, q), &0 *(K, q) besitzen. Dann gilt

(6) SK,q. nFK,q.)=0 (I #k),
(7) (K, q) = | &K, q, k).
k=1

Beweis. [4].

DerINITION 3. Eine hyperbolische Matrix P heilt primitiv, wenn es keine
hyperbohsche Matrix P und kein ge N, g > I, gibt mit P, = P’

DEFINITION 4. Es sei l|g. Zwei Matrizen P,, P,e['(q) heilen konjugiert
beziiglich I'(l), wenn es ein Element Nel'(l) mit

(8) P,=N"'P,N
gibt. Die Klasse aller zu P beziiglich I'(l) konjugierter Matrizen werden mit
{P}}, bezeichnet.
HiLrssaTz 2. Es sei Pe§(K, q, k). Dann ist
©) {Piray = (K. g, k).

Die Elemente einer Konjugiertenklasse sind entweder alle primitiv oder keins ist
Primitiv. §(K, q, k) zerfdllt in eine endliche Anzahl V (K, q, k) von Konjugierten-
klassen bezuglich I'(q). Darin enthalten sind U(K, g, k) primitive Konjugierten-
klassen beziiglich I'(q). Es gilt

(10) VK, q, k) =0(e,(K, 9I*) (k= ),
also quch
(11 U(K, q, k) = 0(lto(K, @) (k- o).

Beweis. [4]. Insbesondere folgt (10) aus [4. (21), (22), Satz 8].

DerINITION 5. Es sei & ¥ (¢) die Menge der reell-quadratischen Zahlkdrper
K‘mit £0(K, q) > 1 und 7 (¢) die Menge der reell-quadratischen Zahlkdrper
Mit ¢ (K, q) < —1.
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Fiir /e N definiere man noch

(12) T(K,q,l)=

1
- kU(K, g, k).
o (K. a) —leo(K. qn‘uzﬁ i

Aus (11), (12) folgt dann
(13) T(K, q,1)=0(lleo(K, g)l') (I = ).

Es seien G(u) eine Funktion fir ue R, u > 0 und g = 0, 1. Entsprechend [,
Definition 7] und [2] definiere man die logarithmische Ableitung der Selberg-
schen Zetafunktion durch

_ ) log N(Pg)
(14  Z(g,9,06) = w:zn,, {Slg“TfP)gN(P)m_N(P)—1;2
[TrP|>2

G(log N(P)).

Dabei durchlduft {P}p, die hyperbolischen Konjugiertenklassen von [I'(g)-
Weiter sei P, das zu P gehorige primitive hyperbolische Element. Offenbar gilt

(15)  Z(q, g, G)

® . log N(P,)

= (signTr P, )" 5 —

l}r.ﬁ:}:ﬁm,z e T P e NPy
rfol=

G(nlog N(Py)).

Dabei ist jetzt iiber alle primitiven hyperbolischen Klassen {P,}r, 2zU
summieren.
Hat P, die Eigenwerte (K, q), & *(K, g), so gilt

(16) sign Tr P, = (signey (K, q))*,
(17) N(Py) = leo(K, g)I**.
Trigt man dieses in (15) ein, so bekommt man
(18)  Z(q, 4, G)
G(2nklog leo(K, g))
IEQ(K s ({}i"k == |“:0(K s Q)I_"k

=2 Y logleo(K, 9l Y kUK, g, k)

Kest*(q) nk=1

+2 Y logleo(K. g Y KUK, q, k)(— 1)

Kest“(q) nk=1
G(2nklog |eo(K, g)|)
leo (K, q)I™ —leo(K, q)] ™™
Hierin setze man [ = nk und beachte (12).
Es folgt

(19)  Z(q,9,6G)=2 3 logley(K, q)lZ{ (4, K, G)
KeR*(q)

+2 ) logleo(K, q)IZ7 (4, 9., K, G).
Kest ~(gq)
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Hierbei gilt

(20) Z! (g, K, G)= Z T(K, q, )G(2llogleo(K, q)l) (KeK'(g),

1=1

1) Zi(q.9,K,G)= ) T(K,q, )(—1)"G(2llogle(K, q)) (K€K (g)).
=1
In der Formel (19) hat man eine Darstellung der Selbergschen Zetafunk-
tion gefunden, die erheblich anders aussicht, als die iibliche. Es diirfte
interessant sein, die Reihen (20), (21) nidher zu untersuchen. Aus [4, §2]
entnimmt man
(22) V(K,q,1)=)Y UK, q. k).

kli

Mittels der Mdbiusschen Umkehrformeln also

(23) UK. q. ) =Y ul/kV(K,q,k),
k|
wobei u die Mobiussche Umkehrfunktion ist. Laut [4, Hilfssatz 7] kann man
die Anzahlen V (K, q. k) zur Anzahl iniquivalenter Klassen indefiniter binérer
quadratischer Formen in Verbindung setzen. Wegen (12) besteht also auch eine
Verbindung von T(K, g, ) zu dieser Anzahl.
In [1, (201)] wurde

24) G(u) = (2cosh(u/2))”*

gesetzt mit einer komplexen Variablen s. Die Reihe

(25) {(as 9. 5) = Z(q. g. (2cosh(u/2))" %)

war fiir Res > 1/2 absolut konvergent. Dieses gilt dann auch fiir die Teilreihen
126) (g, K. 9) = Zi (4. K. (2cosh(u/2)) "),

@7) {4, 9, K, 5)=Z1 (g, g, K, (2cosh(u/2))”%).

Diese Konvergenzaussage kann man fir die Reihen (26), (27) auch aus (13)
ableiten.
In [3] wurde

(28) Gu)=e ™

mit einer komplexen Variablen u genommen. Die Reihen

=

29) Mg, 4,5 =Z(q. g, e ™

—hyp

N(P)~

; log N(P,)
= sign Tr P = -
A e TP Gy
ITrP|>2
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sind fir Res > 1/2.absolul konvergent. Man setze
(30) (9, K, 5)=2Z{(g, K,e™),
(31 024,99, K,5)=2Z1(q,9,K,e™™).
Dann folgt aus (19)

—_

(32) Z™(g,9,5)=2 Y logleo(K, @ILF @, K, 5)
“hyp Kest*(q) .
+2 Y logleo(K, g)liz (9, 9, K, ).
KeSt (g)
Dabei ist
(33) (9, K. 9) = ¥ T(K,q, Dleo(K, 972 (KeR* (),
I=1

G4 {3, 9,K,9)= ) T(K,q, D(—=1)"|ex(K, g2 (KeK™(g)).
=1
Die Reihen (33), (34) konvergieren auch fiir Res > 1/2 absolut. Das folgt
einmal, weil sie Teilreihen von (29) sind, zum anderen aber auch aus (13).
Aus [3, (128)] entnimmt man noch, daB (29) die logarithmische Ableitung
von
(35) Ewp@, 9,9=( [ Y@K, 9 [] Y (49 K,9)

KeRr*(q) KeR® ~(g)

ist. Dabei wurde

(36) Y@ K,9)= 1 [1(1=leo(K, q)-*~#n-kkab (K eR* ().

k=1 m=0

o ac

37 Y7 (q.9. K, 9)="] [T (1=(—=1)%|eo(K, g)| ™%~ 2km=2ks)U(K.q.k)
k=1 m=0

(Kef™(q)
gesetzt. Wie in Fischer [5, Seite 56], erkennt man
(38) v+ @ K. s5) = 2logleg(K, q)ILz (g, K, 5)  (KeKT(g)),
(39) (4, 9, K, s) = 2log|eo(K, 93 (9,9, K, )  (KeR(q)).

Y-
Wegen (13) konvergiert die Potenzreihe

(40) Pu, K.2)= ¥ T(K,q,1)7
I=1
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fiir
) 2l < leo K. )l
Aus (33), (34), (40) folgt
(42) (3(q, K, 5) = P(q, K, [o(K, g)| %) (KeK*(q)),

(43) (209, 9, K, )= P(q, K, (—=1)|eo(K, g)™*)  (KeK™(q)).

Uber die Reihen (20), (21), (26), (27), (33), (34), (40) scheint bisher nicht viel
bekannt zu sein. Natiirlich stellt sich die Frage nach meromorpher Fortsetz-
barkeit und Funktionalgleichung. Fiir die Reihen (29) kann man aus [3, (136)
und (145)] eine Funktionalgleichung ableiten. Daher wird man auch am
chesten damit rechnen kénnen, daB die Funktionen (33), (34) bzw. (36), (37)
eine Funktionalgleichung besitzen.
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