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Pseudocomplémentation dans les espaces de Banach
por

PATRICK RAUCIH (Paris)

Abstract, This paper introduces the folowing definition: a closed subspace Z of
a Banach space E is pseudocomplemented in E if for every linear continuous operator u
from Z to Z there is a linear continuous extension 4 of u from £ to F. For instance, every
subspace complemented in B is pseudocomplemented in E., First, the pseudocomple-
mented hilbertian subspaces of L! are characterized and, in LP with p in [1, +-00, classes
of closed subspaces in which the notions of complementation and pseudocomplementation
are equivalent are pointed out. Then, for Banach spaces with the uniform approximation
property, Dvoreteky’s theorem is strengthencd by proving that they comtain uniformly
psendocomplemented £2's. Finally, the study of Banach spaces in which every closed
subspace is pseudocomplemented is started.

Introduction. Cet article, qui a pour origine des notes non publiées de
8. Massonnet, introduit la notion, plus large que celle de complémentation,
de pseudocomplémentation d’un sous-espace fermé d’un espace de Banach.
Ainsi, un sous-espace fermé Z d’un espace de Banach E est dit pseudo-
complémenté dans E si et seulement si tout opérateur de Z s’étend en un
opérateur de E.

La question résolue suivante de J. Lindenstrauss sur la complémentation
a motivé Dintroduction de cette nouvelle notion : si E est un espace de
Banach de dimension infinie, existe-t-il p dans [1,+o0] tel que E contienne
une suite de sous-espaces uniformément isomorphe & la suite (£))nen- et
uniformément complémentée dans E? Dans [PIS 1], G. Pisier répond par
la négative en construisant un espace de Banach E qui ne contient aucune
telle suite,

En revanche, le probléme précédent posé dans le cadre plus général
de la pseudocomplémentation admet une réponse plus positive. Notons
d’abord que, si un espace de Banach E contient une suite de sous-espaces
uniformément isomorphe 3 une suite (€8 )nen-, avec p dans [1, +oc], et uni-
formément pseudocomplémentée dans E, alors E contient nécessairement
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252 P. Rauch

une suite de sous-espaces uniformément isomorphe a la suite (£2)nen+ et uni-
formément pseudocomplémentée dans I'espace E. Le §4 prouve ensuite que
tout espace de Banach avec la propriété d’approximation uniforme (notée
en abrégé P.A.U.) contient une telle suite de sous-espaces hilbertiens.

D'une part, ce théordme précise, pour les espaces de Banach avec la
P.A.U.,le théoréme classique de Dvoretzky. D’autre part, il permet d’éclai-
rer le vieux probléme ouvert en théorie des espaces de Banach suivant :
existe-t-il un espace de Banach E de dimension infinie tel que tout opérateur
de E soit la somme d’une homothétie et d"une série absolument convergente
d’opérateurs de E de rang 1 (i.e. existe-t-il un espace de Banach P sur
K de dimension infinie tel que L{E, E) = Kidg+N(E,E} ot K = R ou
C)? Eu effet, tout espace de Banach E qui contient une suite de sous-
espaces uniformément isomorphe a la suite (£2)uen~ et uniformément pseu-
docomplémentée dans E ne vérifie pas cette propriété. On retrouve ainst le
cas déja connu des espaces de Banach avec Ja P.A.U.

L’étude, au §3, des sous-espaces hilbertiens pseudocomplémentés de L!
tévile une autre divergence avec le cas connu de la complémentation. Adnsi,
tandis qu’aucun sous-espace hilbertien de dimension infinie de L' n’est
complémenté dans L', le sous-espace hilbertien G engendré par une suite de
variables gaussiennes indépendantes standards est pseudocomplémenté dans
L' (voir §3.1). Dans cette direction, il a alors été possible de caractériser, an
§3.2, les sous-espaces hilbertiens de L! pseudocomplémentés dans L. Signa-
lons deux conséquences de ce résultat : le calcul de la dimension maximale
d’un sous-espace hilbertien de ¢} pseudocomplémenté dans £} avec une con-
stante de pseudocomplémentation majorée indépendamment de n (voir §3.3)
et la non-pseudocomplémentation dans L d*une part du sous-espace hilber-
tien R engendré par une suite de variables de Rademacher indépendantes
(pour lequel un équivalent de la constante de pseudocomplémentation fini-
dimensionnelle est donné au §3.4) et d’autre part du sous-espace H 1 (voir
§3.2). :

Plus généralement, le §5 étudie la pseudocomplémentation des sous-
espaces fermés de LP ou €P, avec p dans [1,+oo[. Le §5.1 révdle par
exemple que, dans les classes d'isomorphisme de sous-espaces fermés de LF
hilbertiens ou isomorphes 4 un espace L£P pour p dans ]1,-+o0o] et isomor-
phes & un espace £! complémenté dans son bidual pour p = 1, les notions
de complémentation et de pseudocomplémentation sont équivalentes, Ce
résultat permet, par exemple dans le cadre de I'analyse harmonique, de ca-
ractériser les sous-espaces hilbertiens invariants par translation de LP, pour
p dans |1, +oof, psendocomplémentés dans LP (voir §5.2).

Enfin, il est bien connu que les espaces de Banach isomorphes & un espace
de Hilbert sont les seuls espaces de Banach dont tous les sous-espaces soient
complémentés. Aussi, le §6 amorce-t-il I'étude des espaces de Banach E
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dont tous les sous-espaces fermés sont pseudocomplémentés dans E, comme
c’est le cas, par exemple, des espaces de Banach isomorphes & un espace de
Hilbert ou des espaces de Banach injectifs comme L. Le §6.2 démontre
ainsi qu'un tel espace de Banach de type non trivial est nécessairement
d’indice de type égal & 2.

Remerciements. Je voudrais ici remercier tout particulidrement
G. Pisier pour ses conseils et ses idées sans lesquels cet article m’aurait

pu voir Je jour. Je remercie également tous ceux qui I’ont relu et m’ont fait
part de leurs remarques.

1. Définitions, notations et généralités. Dans cet article, tous les
espaces de Danach considérés sont réels et toutes les mesures considérées
sont positives et finies.

Convenons qu'un opérateur (resp. une projection ou un isomorphisme)
d'un espace de Banach E {ans un autre F est une application linéaire (resp.
une projection ow un isomorphisme) borné(e). L(E,F) (resp. N(E,F))
désignera ’espace de Banach des opérateurs (resp. des opérateurs nucléaires :
voir [PIE] pour une définition) de £ dans F. Si E et F sont des espaces de
méme dimension finie, d( £, F') est la distance de Banach~Mazur entre E et
F définie par :

d(E, F) = nf(||T||T-|} : T isomorphisme de E sur F).

Rappelons également les quelques notations usuelles snivantes : cp est
I'espace de Banach, pour la norme sup, des suites réelles de limite nulle.
L*(m, B) = L?(12,.A,m; B), avec p dans [1, +oo], est 'espace de Banach des
classes d'équivalence de fonctions mesurables sur Pespace mesuré (12, A, m)
A valeurs dans l’espace de Banach B et dont la puissance piéme de la norme
est intégrable (resp. qui sont essentiellement bornées en norme si p = +00).

Si B = R, 'espace LP(m,R) sera abrégé en LP(m).

Si (£2,A,m) est Vespace mesuré [0,1], muni de la tribu des boréliens et
de la mesure de Lebesgue, LP(m, B) (vesp. LP(n, R)) sera abrégé en L?(B)
(resp. LP).

Si (2,.4,m) est V'espace discret N (resp. {1,...,n}, avec n dans N*),
muni de la mesure de décowpte, LP(m, B) et LP(m,R) seront abrégés en
€(B) et €7 (resp. en 5(B) et &),

H?, avec p dans [1,+o00[ (resp. p = +o0)}, est le sous-espace fermé de
LP(C) (resp. fermé pour la topologie préfaible o(L°°(C), L'(C)) de L=(C))
engendré par les fonctions complexes exp(2rint) avec n dans N.

Précisons ensuite que la suite (E},)nen- de sous-espaces fermés de Ves-
pace de Banach E sera dite uniformément isomorphe A la suite de sous-
espaces fermés (Fy,)nen~ de Vespace de Banach F si et seuleinent i il existe
un réel D strictement positif tel que, pour tout n de N*, E,, soit D-isomorphe
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A F, (i.e. il existe un isomorphisme T, de E, sur F,, tel que le produit des
normes de T}, et de son inverse 7! soit inférieur 3 D).

Par la suite, E désignera toujours un espace de Banach de dual E' et de
bidual E” et si u est un opérateur de E dans F, u' sera son adjoint de F'
dans E'.

Rappelons maintenant les définitions suivantes liées 3 la notion de com-
plémentation.

Si A est un réel strictement positif, un sous-espace fermé Z de E est dit
A-complémenté dans E si et seulement si il existe une projection de F sur
Z de norme inférieure 3 A. En particulier, tout sous-espace Z de E de di-
mension n, avec n dans N*, est /n-complémenté dans E (voir, par exemple,
[PIE]). La constante de complémentation de Z dans E, notée A(Z, E), est
la borne inférieure des réels A tels que Z soit A-complémenté dans E. En-
fin, la suite (Z,)nen de sous-espaces fermés de E est dite uniformément
complémentée dans E si et seulement si il existe un réel A strictement positil
tel que, pour tout n de N*, Z, soit A-complémenté dans E.

Voici enfin la définition de la notion de psendocomplémentation intro-
duite dans cet article,

DErINITION. Un sous-espace fermé Z de E est dit pseudocomplémenté
dans F si et seulement si, pour tont opérateur u de Z dans Z, il existe un
opérateur % de E dans E étendant u, i.e. tel que Toi = iou, ol ¢ est
Vinjection canonique de Z dans E.

I existe alors un réel A strictement positif tel que :

Vu ¢ L(Z,Z) Jw e L(E,E) Vil < Allu] -

La constante de pseudocompiémentation de Z dans E, notée A(Z, E), est la
borne inférieure de ces réels A. '

Enfin, la suite (Z,).en- de sous-espaces fermés de F est uniformément
pseudocomplémentée dans F si et seulement si il existe un réel A strictement
positif tel que, pour tout n de N*, A(Z,,, E) soit inférieure & A,

Toi=1i0u,

Précisons maintenant comment cette notion élargit la notion de complé-
mentation.

En fait, tout sous-espace Z complémenté dans E est pseudocomplémenié
dans E et A(Z, E) est inférieure & A(Z, E). Par ailleurs, tout sous-espace
fermé d'un espace de Banach E injectif ou séparablement injectif (voir
[L-T 3] pour une définition) est pseudocomplémenté dans E. Ainsi, par
exemple, tout sous-espace fermé de V'espace E = ¢p, £, ou L®(C) est
pseudocomplémenté dans E, de sorte que les notions de complémentation
et de pseudocomplémentation ne sont pas équivalentes (1) puisque, par
exemple, ¢g (resp. H°®) est un sous-espace pseudocomplémenté mais non
complémenté (voir [L-T 1] (resp. [HOF])) dans £ (resp. dans L*(C)).
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Nous verrons d’autres exemples de cette situation au §3.2.

Terminons ce paragraphe par quelques remarques sur la stabilité de la
notion de pseudocomplémentation,

Comme la notion de complémentation, la notion de pseudocomplémen-
tation est transitive et n’est pas, en général, stable, ni par isomorphisme, ni
par restriction & un sous-espace (i.e. si Zy est un sous-espace fermé de Z,
olt Z est un sous-espace fermé de E pseudocomplémentd dans E, Zg n'est
pas nécessairement pseudocomplémenté dans E). Toutefois, contrairement
au cas de la complémentation, signalons que, si 2y est un sous-espace fermé
de Z, ol Z est un sous-espace fermé de E, et si Zp est psendocomplémenté
dans E, alors Zo n'est pas néeessairement pseudocomplémenté dang Z, sauf,
par exemple, lorsque Z est complémenté dans E.

2. Quelques critéres de pseudocomplémentation

2.1, Passage du local au global. La proposition suivante compare la
pseudocomplémentation d’un sous-espace avec la pseudocomplémentation
uniforme d’une suite de ses sous-espaces, ce qui, pour certains sous-espaces
séparables, raméne I’étude & des évaluations fini-dimensionelles (voir §3).

PROPOSITION 1. Seit E un espuce de Banach complémenté dans son
bidual. Soit {Z,)nen+ une suite croissanie de sous-espaces fermés de E
uniformémeni complémentée dans la fermeture Z de la réunion des sous-
espaces Zy . Les propriélés suivanies sont équivalentes

(i) Z est pseudocomplémenté dans E,
(i) La suite (Z)nen- est uniformément pseudocomplémentée dans E.
Démonstration, (i) implique (ii) par transitivité de la notion de
pseudocomplémentation,
Pour la réciproque, considérons le diagramme commutatif suivant :

ey

E ks y E
E o
; Ti 1i in
" 7 % 2
Ay N Pa
Zn r Zn

Uy 22 Py U,

bl i, in, 7y sont les injections canoniques, u un opérateur de Z dans Z et
P, une projection de Z sur Z, de norme majorée indépendamment de mn.
8i ¥, est l'extension de v, = P, 0 w0 j, 3 E, pour tout e de E, la suite
bornée (Ty(e))nen- converge dans B pour la topologie préfaible o(E", E')
vers 7(e) selon tout ultrafilire sur N* plus fin que le filtre de Fréchet.
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On définit ainsi un opérateur 7 de E dans E" tel que, si () est une pro-
jection de E" sur E, T = o ¥ soit une extension de u a k.

2.2. Pseudocomplémentation d’un sous-espace hilbertien. Un sous-espace
fermé séparable H (resp. de dimension d, avec d dans N*) d’un espace de
Banach E est dit hilbertien (resp. D-hilbertien, avec D dans R%) si et seule-
ment si H est isomorphe (resp. D-isomorphe) & £* (resp. & £3). Une base
de H est dite hilbertienne (resp. D-hilbertienne) si et seulement si elle est
I'image de la base canonique de £? ou £% par un isomorphisme (resp. par un
D-isomorphisme).

Pour la suite de ce paragraphe, fixons un sous-espace D-hilbertien H
de dimension d d’un espace de Banach E et § = (e1,...,€4) une base D-
hilbertienne de H.

Un opérateur de H de matrice orthogonale dans § sera appelé une §-
rotation de H. Comme toute f-rotation de H est de norme inférieure &
D et que tout opérateur de H de norme inférieure & 1 est une combinaison
convexe d’opérateurs de type D -, oti r est une S-rotation de H, il en résulte
une condition suffisante de pseudocomplémentation de H -dans E.

PROPOSITION 2. Soit A un réel strictement positif. Sitoute -rotation de
H s’%tend en un opérateur de E de norme inférieure ¢ A/ D, alors \(H, I)
est inférieure 4 A.

2.3, Formulation duale de la pseudocomplémentation, Pour deux espaces
de Banach X et Y, nous identifierons algébriquement X ® Y ¢t Vespace
vectoriel des applications linéaires de X' dans Y de rang fini et nous noterons
X&Y le complété de X @ Y pour la norme projective définie par :

g i
lelixgy =inf (3 leilllusl v = 3 2i @y, neN*) .
i=1 i=1
Rappelons qu’alors (X®Y) est isométrique & L(X,Y") et L(Y, X').

Par ailleurs, si X est un espace de Banach, nous noterons ix U'injection
canonique de X dans son bidual X". Cependant, nous identifierons un
sous-espace de X et son image par ix dans X",

Pour tout ce paragraphe, Z est un sous-espace de dimension finie d, d
dans N*, de base {ey,...,eg) d’un espace de Banach E; 1 est I'injection
canonique de Z dans E; F est un espace de Banach; A et A sont dans RY.

La proposition 3 établit 'analogue pour la pseudocomplémentation de

la caractérisation duale de la complémentation suivante (voir, par exemple,
[T-J]) :

AZ,EY< A & Ywe L(Z,Z), N(w) < AN(iow).

PROPOSITION 3. Les deuz propriétés suivanies sont équivalentes :
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(i) MZ,E") < A
(i) Yw € L(E", 2), [lwo "] 557 < Mo wll g
Démonstration. Supposons (i) vérifiée et fixons w dans L(E", Z).
Alors
we il 55 = sup(T{w o 0ig ou): [ullrz,z) < 1)
= sup(Tr(woigoiou): |[u||nzz 1)
<sup(Tr(woToigod): |l pier mny € A)
< sup(|I% o inllpompnlli 0wl pgg * 1Bl L mny £ ).

Ce qui prouve (if).
Réciproquement, supposous (i) et fixons u dans L(Z, Z) de norme infé-
rieure & 1. Notons § le sous-espace vectoriel de E'® E défini par :

S={iow:we L(E",Z)}.
La forme linéaire f, de norme inférieure 3 X par (ii), définie sur § par :
Ywe L(B",2), f(iow)=Tr(woi"cigou),

g’étend, par le théordme de Hahn-Banach, en une forme linéaire sur E'RE
de méme norme. On vérifie alors que, si v est Vopérateur de E dans E”
associé A cotle extension par isométrie, T = (ig) o v"” est une extension de
w3 E" de norme inférieure & A, ce qui achéve de prouver (i).

Nous établissons maintenant un lemme technique de dualité qui trouvera
son utilité an §4.

LEMME. Les deux propridiés suivanles sont équivalentes :
(i) V(=i, ... o)) € F'¢, Vu € L(Z, Z),

d d
& <,\u“ a:’®ie“,\.
H%mk@wu(m|im_ Il 34 @ e0)] g

(i) Vo & L(E, ™), ||ofl < 1, Ya € L(Z, 2),
Jw e L(E, F") woi=voiou, || <Ayl

F"
e TN
B E
T Ti
Z u Z

Démonstration. Supposons (i) vérifide et fixons v dans L(Z, Z) et
v dans L(E, F!") de norme inférieure & 1. Notons S le sous-espace vectoriel
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de F'®E défini par :

d
§ = {Zx}cc&i(ek):(xi,...,xa)e F"i}.

k=1
La forme linéaire f, de norme inférieure & A||ul|, définie sur S par :

d d
(o), oy € Y (S a@ilen) = Y (woiou(en))(zh),
k=1 k=1

g’étend, par le théoréme de Hahn-Banach, en une forme lindaire sur F'QE
de méme norme. L’opérateur w de E dans F” associé par isométrie 3 cette
extension convient pour (ii).

Réciproquement, (ii) implique (i) de manidre immédiate car L{E, F")
est isométrique & (F'QE).

Remarques. 1) La condition (i) avec F = E implique, par (ii) avec
v = i, la pseudocomplémentation de Z dans E lorsque E est complémenté
dans E",

2} 51 Z est un sous-espace D-hilbertien de base D-hilbertienne (ey,...
...,€g) de E, (i) est une conséquence de la propriété suivante :

V(2i, .., 2h) € F'%, W(ug, i<k eca € O(d),

d
A
! oo s ' ;
” E Uj 0Ty ®1(6k)“ o S —“ E % ® ‘(ek)” e
1o FgE— D ol F'®E

2.4. Un critére d’eztension dans les espaces L'(m). Enongons ici un
résultat de [LEVY].

PROPOSITION 4. Soient my et my deuz mesures positives finies et C
dans R}. Soient Y un sous-espace fermé de L1 (m1) et T un opérateur de
Y dans L'(m,). Les deur propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T s’étend en un opérateur T de L'(m) dans LY(ms) de norme
inférieure a C.
(ii) Pour tout m de N* et tout (31,...,9,) de Y™, on a :

sup |T(y; <C . .
[ xg,-é’ml (Ul o2 img) < C 2 1951 23 ¢ma)

A chaque opérateur 1" ainsi défini, nous associerons done la borne infé-
rieure, finie ou non, a(7T), des réels €' qui vérifient (ii).
Ce résultat reste valable avec L'(my,C) et L!(m,, C).

3. Etude de la pseudocomplémentation de sous-espaces hilber-
tiens d’espaces L'(P), oli P est une mesure de probabilité. Aucun
sous-espace hilbertien de dimension infinie de L!(P) n’est complémenté dans
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L'(P). Plus précisément, il existe un réel Ay strictement positif tel que, pour
tout n de N et tout sous-espace D-hilbertien H, de L‘(P) de dimension r,
on ait :

En effet, avec les votations de [PIE], tout projection P de L1(P) sur H, et
tout D-isomaorphisme T* de M, sur £2 vérifient :

Vs ma(idyr,) S m(P) < |7 e (T 0 P)
S Kl T[T o P|| < KaD|P|,

olt K¢ est la constante de Grothendieck (voir, par exemple, [L-T 2]).

Comtne le montrera ce paragraphe, Uétude de Ja pseudocomplémentation
des sous-espaces hilbertiens de L'(P) présente plus de contrastes.

Au préalable, précisons que nous noterons (g:)ien~ (tesp. (;)ien+) une
suite de variables aléatoires gaussiennes réelles standards indépendantes
(resp. la suite des variables de Rademacher) définies sur [0,1]. G ou G,
{resp. R ou Ry), pour n dans N*, désignera le sous-espace fermé de L' en-
gendré par les fonctions de la suite (g;)ign» ou par gq,..., g, (resp. par les
fonctions de la suite (ri)igns ou par rp,...,m,).

3.1. Pscudocomplémentation de (¢ dans Lt
TuBorEME 1. Pour tout n de N*, \(Gy, L1) vaut 1.

Démonstration. Fixons n dans N* et notons A, la iribu engendrée
PAT §1,..-,8n. Une fonction réelle F définie sur [0,1] est A,-mesurable
quand il existe une fonction borédlienne f de R™ dans R telle que :

Ve [0,1], F(E) = f((g1(1), ... ga(t)))-

A toute fF-rotation u do G, de matrice orthogonale (u; ;)i<ij<n dans la
base 1-hilbertienne 4 = (gi,...,95), on associe 'isométrie U de L1(A,) =
LY([0,1], Ay, dt) définie, pour toute fonction borélienne f de R™ dans R,

par : . "
U(f{g1s.rqn)) = _f((zm,jgdm' "’Zu“'j‘qj)) '

Jeal =l
Comme U étend u, A((¥y, L'(A)) vaut 1. Or L'(Ay) est l-complémenté
dans L' (par lespérance condilionnelle), d’oti le résultat.

La proposition 1 du §2.1 conduit au corollaire suivant.
Corouuame 1. A(G, L') vaut 1.

Remarque. Le résultat précédent est semblable aux résultats clas-
siques sur 'espace de Fock des physiciens (voir, par exemple, [SIM]).
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3.2. Caraciérisation des sous-espaces hilbertiens de L'(P) pseudocomplé-
mentés dans L1(P), ot P est une probabilité. Ce paragraphe a pour but de
prouver la caractérisation suivante.

THEOREME 2. Soit H un sous-espace hilbertien de L'(P) de dimension
infinie. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) H est pseudocomplémenté dans L'(P).

(i) $i T est un isomorphisme de G sur H, il existe deus opérateurs T
(resp. Ty) de LMP) (resp. L') dans L* (resp. L*(P)) dont la restriction d
H (resp. Q) soit T71 (resp. T).

Précisons qu'il existe deuz réels Cy et C, sirictement positifs iels que,
st M(H, LY(P)) est inféricure d A, il existe deuz opérateurs Ty et Ty vérifiant
(ii) et tels que :

T3l € CM(EGTL | Tell < CoAd(H, G)|TY| -
Pour établir ce résultat, nous utiliserons les deux lemmes suivants,

LeMME 1 {voir [Mar-P]}. Il ezxiste un réel K striclement positif tel que,
pour tout n de N*, tout espace de Banach B, toute suile (-’ﬂi,j)lgi,js_n de
vecteurs de B et toute suite (i j)1<i j<n de variables aléatoires gaussiennes
standards indépendantes définies sur [0,1], on ait :

o>

e 94,345 S” > v
1 »

Kvnlly &en LE T ign

<k| 3 gl
15i,j<n

LY (O(n),B)

ot LY(O(n), B) est U'espace L' des fonctions & valeurs dans B définies sur
le groupe orthogonal O(n) muni de sa mesure de Haar.

LEMME 2. Soient n dans N*, D dans R} et H, un sous-espace D-
hilbertien de L'(P) de dimension n. Notons i, (resp. j,) linjection cano-
nique de H, (resp. G) dans L'(P) (resp. dans L'). Soit T un isomor-
phisme de G,, sur H, et K la constante universelle du lemme 1. Alors :

a(in 0 Th) € MHn, LMP)DE /7 /2Tl
a(fn o Tr:l) < MHa, LI(P))DI(”TEIH .
Démonstration du lemme 2. Pouri dans {1,...,n}, notons e;
le vecteur Tw(g;) et 8 = (e1,...,¢,). Pour évaluer a(i, 0T,), fixons m dans

N* et z4,...,z, dans G,. Pour k dans {1,...,m}, notons z4(1),...,zx(n)
les coordonnées de z dans la base (gq,...,¢,) de Gy. Observons alors que :

I 22, tin o Tulmil ircey =1l sup lin o Tu(z)l fircotmy e
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. - | :
< fla(in o vl ]égzml?‘u o Tu(zi)l lzxey o) »

ol ry, est une S-rotation de H, associée & une matrice orthogonale (u,5).
Ona:

| sup im0 Tn(ws)] ||L1(P)
1<kEm

n 7
< /\(IIM L (P))‘D” ( St a‘-‘k(]) £os u‘v«"e‘)lngm LYQ(n), LA (P, L52))

n n
< M, () )] (LY mser)
jm i= -

LYLAP 2 )

su & .
L,(P)H e |2 &} ] 2

. K I\
1pyy L 2
< AJny L (P))ﬁD“ (; 4)"|
Or (S0, €D/ 1(py est inférieure 3 /7 /2||Tw|| {voir, par ex., [L-T 2}).
L'estimation de a(j, o T;!) est analogue en tout point sauf la fin ot il faut
utiliser Ja 2-concavité de L(P). '

Démonstration du théordme 2. Notons i (resp. 7) Vinjection
canonique de / (resp. (') dans L(P) (resp. dans L').

Supposons (i) vérifide. Alors H est Ja fermeture de la réunjon crois-
sante d’une suite de sous-cspaces hilbertiens (H,)nen+ D-isomorphe & la
suite (Gy)neN+, o0t D = d(H,(), et uniformément pseudocomplémentée
dans L*(P). Si, pour tout n de N*, T}, est la restriction de T & G, et iyn
(resp. jn) est la restriction de ¢ (resp. §) & H, (resp. Gn), le lerme 2 prouve
que :

aioT) = sup alinoTo) € sup AT, 1P DKV/ATEITI,
nEN» HEN*
alj o T = sup a(jn o Ty') & sup A(Ha, LHP)) - DE|TY|.
nEMN« neEN"

Mais par aillours, pour tout n de N*, on a.:
M, D\(P)) € A(Ha, INACH, L'(P)) S DA(H, L'(P)) .

Alusi a(i o T) et a(j o T1) sont finis et la proposition 4 du §2.4 achéve de
prouver (ii). :

Supposons, réeiproquement, que (ii) est vérifiée pour un isomorphisme
T de G sur H. Alors, si u est un opérateur de H et T lextension de v =
T-1ouoT & L' donnée par le corollaire 1 du §3.1, on vérifie {acilement que
T=ThowoT) est une extension de u & L' ainsi que le montre le diagramme
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commutatif suivant :

L'(P) i sz » LY(P)
i\ 2 0
A — s &
Ty ! lT T T l'T T Ty
v=T"louoT
G ——
iy N 4
Ll . Ll

T
COROLLAIRE 2. Si H est un sous-espace hilbertien de L*(P) de dimen-

sion infinie pseudocomplémenté dans L (P), il existe deuz réels Ky et K,
strictement positifs tels que toute base hilbertienne (ei)ren+« de H vérifie :

Yo eN*,  Ki(1+In(m)}"2 <| sup |e ey € Ka(1 +1n(n))H/2.
1<k<n

Démonstration. Il suffit d'appliquer le (i) du théoréme 2 et la propo-
sition 4 du §2.4 & l'isomorphisme T de G dans H défini par T(gx) = €,
Vk € N*, sachant, de plus, que, par exemple par [PIS &), il existe ¢; et ¢y
dans R} tels que :

Ve eN*,  ei(L+In(a)? < || sup lgilllis < ea(1+n(n))H/2.
1<k<n

Tous les résultats de ce paragraphe restant valables pour 'espace de
Banach réel L'(P, C), voici quelques conséquences du corollaire 2.

APPLICATION 1. Tout sous-espace hilbertien de L'(P) (resp. de L' (P, C))
de dimension infinie dont une base hilbertienne n’est constituée que de fone-

tions uniformément bornées, n’est pas pseudocomplémenté dans L (P) (resp.
dans L'(P,C)).

EXEMPLE 1. R n’est pas pseudocomplémenté dans L!. Le §3.4 précisera
ce résultat.

ExempLE 2. Rappelons qu'une partie S de Z est un ensemble A(2) si
et seulement si le sous-espace fermé LY de L'(C) engendré par les fonctions
complexes exp(2xint), pour n dans 5, est hilbertien. Ainsi, dans LYqQ),
les sous-espaces hilbertiens de dimension infinie, Lk, olt § est un ensemble
A(2), ne sont pas pseudocomplémentés.

APPLICATION 2. H? n’est pas pseudocomplémenté dans LY(C).

Démounstration. Par [Lo-R], Pensemble S des valeurs d’une suite
lacunaire de Hadamard est un ensemble de Sidon, donc un ensemble A(2).
Ainsi, par exemple 2 précédent, L} n’est pas pseudocomplémenté dans
L*(C). Or la mise bout & bout des théorémes de Paley (voir [DURY]), de
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Rudin-Pisier (voir [PIS 6]) et de Khintchine (voir [L-T 2]) prouve que L%
est complémenté, donc pseudocomplémenté, dans H1, Par transitiviié de
la notion de pseudocomplémentation, {1 ne peut donc pas étre pseudo-
complémenté dans L!(C).

Remarques, Rappelons que, par [[IOF], pour tout p de |1, +oof, H?
est complémenté dans LP(C) et que H*, bien que non complémenté dans
L®(C), est pseudocomplémenté dans Iespace injectif L*(C). Par ailleurs,
signalons que § est un ensemble de Sidon si et seulement si L}, est un sous-
espace hilbertien “pseudocomplémenté de fagon invariante par translation”
dans LY(C), ¢'est-d-dire que tous les multiplicateurs de LY s'étendent a
L(C). :

3.8, Cas des sous-espaces de €L, avec n dans N*, pseudocomplémentés
dans £.,. Comme €. est isométrique & l'espace L' sur {1,...,n} muni de
la mesure de décompte normalisée, les résultats du §3.2 s’appliquent. Le
théoréme suivant donne la dimension maximale, en fonction de n, d’un sous-
espace hilbertien H de £} tel que A(H,€}) soit majorée indépendamment
de n,

TutorEME 3. Il existe une fonction f de Ri? dans R} telle que, pour tout
n de N*, tous D et X de RY., tout sous-espace D-hilbertien Ha de dimension
d de €& tel que (M4, €)) soit inférieur & A, on ait :

d g f(A D)(1+1n(n)).

De plus, cetle estimation cst inaméliorable, i.e. il existe deuz réels ¢y et
A3 sirictement positifs tels que, pour tout n de N*, il existe un sous-espace
V2-hilbertien Iy de dimension d, avec d dans N*, de €L tel que :

AMH g, L) <23, d2 es(1+1n(n)).

Démonstration, Si Hy est un sous-espace D-hilbertien de dimension
d de €%, notons iy (resp. j4) Uinjection canonique de Hy (resp. Ggq) dans €},
(resp. L') et Ty un D-isomorphisine de Gy sur Hy. Alors, le lemme 2 du
§3.2 donne :
alig o Ta) € MHa, DK FIATAl, (e T7Y) < MHa, Q)DENTT] -
Alnsl, 8§ M ITq, £1) est inférisure & A, Videntité de Gy s'étend %2 un o )érat,etfr
de L' de rang inférieur & n et de norme inférieure a MDUK /72, Dou,
par [F-J-8], le régultat annoncé. _

D'sutre part, par [FIG] ot [DOR], il existe deux réels c3 et A stnctemenlt
positifs tela que, pour tout a de N*, il existe un sous-espace Zy de L
contenant Gy ot un isomorphisme Ty de Zy sur €, tels que

d< eal-tln(m), A(Zo LY < /2 (TGllT < V2
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Grice au théoréme 1 du §3.1, Hy = Tu(Ga,) est alors un sous-espace V2
hilbertien de £} tel que M Hg, £}) soit inférieure & As.

Le théoréme suivant, par I'utilisation des techniques du §3.2, précise une
fonction f du théoréme 3 précédent.

THEOREME 3 bis. JI existe un réel Ky strictement positif tel que, pour
tout n de N*, tout D de RY, et tout sous-espace D-hilbertien Hy de dimen-

sion d de £, on ait :

d < Ka\(Hq, £} D4(1 + In(n)) .

Démonstration. Fixons n dans N*, D dans RL et Hy un sous-
espace D-hilbertien de £} de base D-hilbertienne (e1, .,€q), o, pour
tout 1 de {1,...,d}, e; est I'image de g; par un 1somorphlsme Ty de G’d
sur Hy de norme v/D. Counsidérons les éléments fi,...,fa de (£ry d
normes inférieures & v.D qui étendent les formes biorthogonales associées
aux vecteurs ep,...,eg et notons iy 'injection canomque de Hy dans £ et

(€1, --,¢n) la base canonique de 1. Pour la projection p = E 1 fi®e;
de E}l sur Hg, ona:

d= N(idn,) = N(pois) = N(izop)
= léaopllaqee) = I sup liaopler)lle -
1<k<n
Ainsi, d’aprés le lemme 2 du §3.2, on obtient :
d=|| sup |(FaoTal(T3" o plex)llley < aliaoTu) Il sup |Td
1<k<n

< (1, EYDRFTITNN swp [T7" op(es) -
LAEAN

Or, par exemple par [PIS 5], il existe un réel M strictement positif tel
que, pour tout n de N* et toute famille de variables gaussiennes centrées
X1,..., X, définies sur [0,1], on ait :

I sup {Xklfler £ My/1+1n(n) sup [ Xel|za.
1<kLn 1<k<n

1l en résulte que :

ple) |2

d
sup |T7Y op(e :” su | (e ‘
I st 15 ontenlll = | s |3 sl

< M\/1+ln(n

(5»\)9:
Jj=1

SMm sup (Z|f,(£k )
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i 2 \1/?
< MyYTFRE (P Uikl )
i=1

< M1+ n(n)VdD .

Finalement, on a obtenu :

VA € M Hy, LODEEM /x]2y/T+ In(n)

3.4. Etude de la pseudocomplémentation de R dans L'. Dans tout ce
paragraphe, (gk)ken~ €8t une suite de variables gaussiennes réelles indépen-
dantes définies sur [0, 1] standards qui soit indépendante dela suite (ri)kenn
des variables de Rademacher. Les notations Gy et G sont conservées.

LeMME 3. Pour tout n de N*, lout espace de Banach B et tous xq,..., 2y
de B, on a:

n n
1 TRk < “ mcivkl\
gl \,,5.;1 3 L] DT

<l o lgkl i H g”‘““u(s) '

Démonstration. Pourllinégalité de gauche, voir par exemple [PIS 2}.
Pour prouver l'inégalité de droite, fixons n dans N* et @y,..., 2 dans B.
Observons alors que, par symétrie de la suite (re}sens, on a:

d n
H ;Tkwkllm(g) = sup (“ ’;“’krkwk“m(a) 2 {@1y.41y0p) € {-1, 1}”)

T
= gup (H Zak”‘m"’nLn(B) :(a1y.. ., 00) € [-1, 1]“) .
k=l

Par homogénéité, il en résulte que :

vt € [0,1], H (5) < sup |gw(t

I“ Tkmk"
2: L1(B)
ksl 1sksn ()

Par intégration sur [0,1] en sachant que, par symétrie de lo suite {(gk)keNm
la suite (rpgr)icign a méme loi sur [0, 1)* que la suite (gk)15k<,,, sur [0, 1],
on trouve I'inégalité soubaitée.

Tnf‘oRﬁ‘Mh 4. Il episte deuz réels My et N, strictement positifs tels que :
Vi g N¥,  Ag(1+In(a))'/? < M, 1) < M(1 +In(n))*/?.

Démonstration. Par souci de clarté, nous travaillerons par étapes
successives,
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1) Netations. Pour n dans N*, notons 4, (resp. jn) I'injection canonique
de R, (resp. G,) dans L! et Ty, I'isomorphisme de G, sur R, qui, pour tout
i de {1,...,n}, associe A g; la fonction r;. Rappelons que, par les inégalités
de Khintchine (voir, par exemple, [L-T 2]), il existe un réel A; strictement

positif tel que :
Y eN*, |ITul € V7/2, T < A7 W/2/r.

2) Majoration de A(Ry,L"). Si u, est un opérateur de I, I'opérateur
v = Tl ou, 0T, de Gy, s'étend, par le théoréme 1 du §3.1, en un opérateur
T, de L' de méme norme. On vérifie alors facilement (voir le diagramme
de la démonstration du théoréme 2 du §3.2) que, i Ty, (vesp. T3 ) est une
extension de j, o T;! (resp. de i 0Ty) & LY, alors T = T 5 0 Ty, 0 T 5 8t
une extension de u, 3 L. 1l en résulte que :

Yo € N*, MR, LY} < A7 a(in 0 Ty)a(jn o ).

3) Calculs de a(in0T,) et a(j,oT;71). Par définition (voir la proposition
4 du §2.4), pour tout n de N*, on a:

a(in 0 Ty) = inf(C > 0:¥Ym € N*,
Y(aij)1<ign € B™, (In,m) soit vérifiée),
1252m

ot (I, ) est I’inégalité suivante :

n kN
I “ max ’ a; 7 < [ {1l
(@) 1<55m E—; b7 | < Ol 23K, | 2 @i
i= - i=1

Mais, si (e1,...,€m) est la base canonique de £, on observe que :

o) |50 gy SO S

L’inégalité inverse étant claire, nous obtenons par ce qui précéde el par le

lemme 3 :
a{in 0 Tp) = ”91“511 = y/m/2.

o’

Lieggy’

¥n € N¥,
De méme, on trouve que :

Yo eN*,  a(fno Ty )=} sup |gal|l-
1<kgn

4) Minoration de MRy, L'). Pour tout n de N*, le lemme 2 du §3.2
appliqué & R, avec D = A7! donne :
AR, LY 2 ALK T a(Gn o T7) > A2V /7 /2] sup |gwl |1 -
1<k<n

5) Conclusion. Le résultat annoncé découle de 2), 3) et 4) sachant que,
par exemple par [PIS 5], il existe deux réels ¢; et ¢; strictement positifs tels
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que

Ve e N, o1+ In(n))? < | Sup lgxl llza < ea(l +Im(n))1/2.
KE&N

La proposition L du §2.1 conduit au corollaire suivant :

CoroOLLAIRE 3. & n'est pas pseudocomplémentd dans L1.

4. Amdlioration du théoréme de Dvoretzky pour les espaces de
Banach avec la P.AU. Le théordme de Dvoretzky (voir [DVO]) assure
l'existence, dans tout espace de Banach de dimension infinie, d’une suite
de sous-espaces uniforinéument isomorphe A la suite (£2),en+. Par ailleurs,
dans [P15 1], (i, Pisier constrult un espace de Banach de dimension infinie
qui ne contient aucune suile de sous-espaces qui soit A la fois uniformément
isomorphe 3 la suite (£2).ene (ot méme 3 la suite (€F),en» pour p dans
[1,+o00]) et uniformément complémentde dans cet espace.

Le but de ce paragraphe ost de prouver que tout espace de Banach E de
dimension infinie, avec la propridté d’approximation uniforme, contient une
suite de sous-espaces uniformément isomorphe & (£4),en+ et uniformément
pseudocomplémentde dans E.

Avant de préciser ce résultat, rappelons qu'un espace de Banach E de
dimension infinie ala propridté d'approzimation uniforme (en abrégé P.A.U.)
g et seulement si 1 exiate un réel M strictement positif et une fonction f de
N* dans N* croissante tels que, pour tout d de N* et tout sous-espace Zy
de E de dimension d, il existe un opérateur Ty de E étendant I'identité de
Z4 avec une norne inférieure 3 M et un rang inférieur & f{d).

Voici maintenant le résultat annoncé.

THEOREME. Soient £ un espace de Banach avee la P.A.U. de constante
M el gy un réel strictement positif. Pour tout d de N*, il eziste un sous-
espace My de B, {1 + gq)-hilbertien el tel que MHy, ) soit inférieure a
M(1 4+ &9).

Démonstration. Il suffit clairement de prouver l'existence d’une
fonction i de RY x N* dans RY croissante sur N* et telle que, pour tout n
de N*, toub sous-eapace Fy de £ de dimension n, tout £ strictement positif
et tout d de N* inférienr & iz, n), Il existe un sous-espace Hy de B, de di-
mension d, (14 £)-hilbertlen ot tal que A(/fy, E) soit inférieure a M(1+e) .
Pour ce faire, nous suivrons les idées de la démonstration probabiliste du
théordme clagsique de Dvoretzky (voir [PIS 2]). Par souci de clarté, nous

travaillerons par étapes.

1) Notations. Par [P1§ 2], il existe C' dans R} tel que, pour tout espace
de Banach E de dimension finle, il existe une variable gaussienne X 4 valeurs
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dans E de dimension d(X) supérieure & C In(dim(E)), ot on définit :

d(X) = (E|XIDHs(X)?,  o(X)* = sup(En(X)" : [[nller < 1).
Fixons n dans N* et E, un sous-espace de E de dimension n. Notons ¢
'injection canonique de E, dans E.

Fixons une variable gaussienne X  valeurs dans E, de dimension d(X)
supérieure 3 C In{n). Soit (Xi)zen- une suite de copies de X définies sur
I’espace de probabilité (£2, A, P).

Fixons d dans N* et ¢ dans R}. L'ensemble des espaces de Banach de
dimension f(d) quotienté par la relation disométrie étant compact, con-
sidérons un (1 +¢)-résean Fi,..., Fyq) pour la distance de Banach-Mazur.
Considérons enfin les deux parties suivantes de {2 :

21(d, ) = {weR : YaeR?, (Iy) soit vérifide},
23(dy€) = {wER VGE{L,. .., g(d)}, V(e .., CEFLY, (1) soit vérifide],

ol (I1) et (I2) sont les doubles inégalités suivantes :

d d w d /
i o Rl

k=1 k=1

d
(1) mﬁlT_;E||§mL®icxk)l

d
RS hIE LT EATH)] I
maE S ;%l@‘( s(w)) igE

< VTFeh| 2 & (X
ka1

gE’

2} Schéma de la démonstration. Ce paragraphe termine la démonstration
du théoréme en supposant, ce qui sera prouvé au cours des étapes uliérieures,
que £21(d,c) N $2(d, ) est non vide. I existe donc wy dans 12 tel que (I4)
et (Ty) solent satisfaites.

Par (1), le sous-espace Hy engendré par Xy(wp), ..., Xq(wp) est un sous-
espace (1+4€)-hilbertien de Ey, de base (14¢)-hilbertienne (X7 (z0)/ E|| X]||, ...
v Xa(we)/ ER X)) Or E ala P.AU, donce il existe un opérateur Ty de
FE associé & Hy. Par ailleurs, si F est un sous-espace de £ de dimension
f(d) contenant V'image de Ty, il existe jo dans {1,...,¢(d)} tel que Fj, soit
(1 + &)-isomorphe & F. :

Par (I;) et par invariance de la densité gaussienne par transformation
orthogonale, il vient :

V(uk, el <k e<a € O(d), ¥(zi,...,z ) € F'?,

" i<§gd e ® t'(}’{k(wo))HF*@E < (_1 + 5)2“ kﬁ; T ® "(Xk(wu))”F@E .
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Alors, par le lemme du §2.3 et la remarque 2) qui le suit, il existe, par
réflexivité de F, un opérateur w de £ dans F tel que :
[lwll < M(1+¢)°.

Donc A(Hy, B} est inférieure & M (1 + ¢)® comme le prouve le diagramme
guivant : ‘

wot=Tyoiou,

II;I
w Te '\ Nir
E iy B
ed pow
Hy ————t Hy

3) Diserétisation des parties £2,(d,¢) et 2:(d,€) de 2. Pour i = 1,2 et
d; dans ]0, 1[, considérons un dj-réseau A; de la sphére euclidienne unité de
RY de cardinal inférieur & (1 4 2/d1)¢ et, pour tout § de {1,...,¢(d)}, un
dy-résean Ay ; de la sphdre unité de Fi¢ de cardinal inférieur & (1+ 2/dy)
pour la norme Ny définie par :

d
V(gly.. o zh) € FI,  Ny((alye..,al)) = E”Zm‘}, ®i(Xk)“F@F.
ke i

Alors, comume dans la preuve que nous citions précédemment, il existe, pour
i= 1,2, di(e) (abrégé en d;) dans )0, 1] tel que la partie £2{(d, ¢) suivante de
{2 soit contenue dans 2;(d,¢) :
2 (d,e) = {w € 2:Ya € Ay, (1)) soit vérifiée},
4(d,e) = {w & 2:V5 € {1,...,0(d)},
V(. .., zh) € Ag j, (I5) soit vraie},

olt (1}) et (14) sont les doubles inégalités suivantes :

(x) -y < | St B < 1+
ksl

(1) I ey € || imﬂ, ® i(X;,.(w))”Fj@E < 14dy.
kel

4) Majoration de P(°£2(d,£)) pour i = 1,2. Rappelons I'inégalité de
déviation pour une variable gaussienne ; il existe un réel K strictement
positif tel que, pour tout réel ¢ strictement positif, tout espace de Ban:?ch
B et toute variable Z gaussicnne définie sur §2 et & valeurs dans B, on ait :

P({w € @ :1]|Z(w)] - EIZ]| > tE|ZI[}) < 2exp(~Kd(2)).
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Cette- inégalité appliquée successivement aux variables Z, = E:=1 ar Xy

pour a dans A; et Zy = 41 7 ® i(Xy), pour § dams {1,...,9(d)} et
z' = (&},...,2") dans Az ;, conduit aux deux majorations suivantes :

P(°52)(d,¢€)) < 2exp(2(d/dr) — Kdid(X)),
P(°824(d,€)) < 2max(exp(In(g(d)) + 2d f(d)/d2 — Kdid(Z)):a' € Asj).

5) Comparaison de d(X) et d(Z). Soient E et I' deux espaces de
Banach et 2! = (z},...,2}) dans F'%. Soient Xi,..., Xq des copies d’une

variable gaussienne X & valeurs dans E et Z, = ELl 2} ® Xi. Montrons
que d(Z.:) est supérieure 4 d(X}/d. D'une part,

E||Zg ||l puge S Esup (I] Ed:a:'},(m)Xk” Hlzllr £ 1)
k=1

< sup (E” ixfk(z)Xk“ Hlelle € 1)
k=1

d
= sup ((Sk@?)"” s el < 1) BYXY.
k=1
D’autre part,
4
$(Z) = sup (E(Z 7z} ® Xk))z Hlallgpgmy < 1) .
k=1

F)r les variables aléatoires gaussiennes réelles (n(z} ® Xi))keq1,...d} sont
indépendantes, de sorte que : o

d
o(Zar = sup (3 Enshe ® Xu)? : |1l gy < 1)
, k=1
< > sup(En(z} ® Xp) : |lnll pgmy < 1)
k:—l
= 2l svp( E(u(e DX <l < 1)
d d
< L o) < dowp (3 ai(e))o(X)*  lellr < 1)
= k=1

d’ou le résultat annoncé.

6) Valeur mazimale de d pour que £2,(d,e)N2(d, ) soit non vide. Pour
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que i (d, e} N 24(d, £) soit non vide, il suffit de prendre, dune part,
2d/dy € K& In(n)/2 € Kdid(X)/2,
pour que, par 3) et 4), on ait :
PE2(d,€)) S P2 (d,€)) S 2exp(~KdiCla(n)/2),
done
P(e(dye)) £ 2exp(~2d/dy) £ 2exp(—2d) < 2/e* < 1/2;
d’autra part,
Io{g(d)) + 2d f(d)/ds & KdC In(n)/(2d) < Kdid(X)/(2d),
pour que, par 3), 4) et b), on ait :
P(*(d,e)) £ P(°M4(d,e)) £ 2 exp(—KdiCn(n)/(2d)),

donc

P(°80(d, €)) < 2exp(~In(g(d)) ~ 2d f(d)/ dz) < 2exp(—2d) < 1/2.
Ainsi, on réalise P(¢0i(d,£)) £ 1/2, pour i = 1,2, donca fortiori £21(d, )N
12 (dy€) non vide, avec, par exemple,

dIn(g(d)) + 24% f(d) < K(C/2) min{dy, dy)? In(n).

Remarque, La démonstration précédente prouve en fait le résultat
plus général sulvant. Pour toute fonction f croissante de N* dans N*, il
existe une fonction A de R x N* dans R}, croissante sur R} et N* telle que,
pour tout n de N*, tout espace de Banach E, de dimension n, tout ¢ stricte-
ment posilif et tout d de N* inférieur & h(e,n), il existe un sous-espace Hy de

E, de dimension d, (1-¢)-hilbertien de base (1 +¢)-hilbertienne (e, .-, €a)
et tel que, pour tout espace de Banach F de dimension f(d), on ait :

V(tg,e)1ckieca € O(d), V(ah, ..., 2q) € F'e,

d
{ + T
“ E Uk.Mg@%” ~ S(l-i«a)“g zk®ek“ -
18y I ra

1€k tgd rek =1 "o

On note Iy(E, E) Uespace de Banach des opérateurs 2-sommants de
l'espace de Banach E (pour une définition précise, voir [PIE]).

IXEMEPLE D'APPLICATION, On retrouve que tout espace de Banach F
avec la LA U, est tel que :

L(E, B) 2 Ridg + 1T ( 5, E)n Ridg +N(E, E).

Démonstration. Raisonnons par 'absurde et supposons que L(E,E)
= Ridg +T2(E, E). Alots il existe un véel C strictement positif tel que

vie L(E,E), 3a €R, TTE (B E)

e aidp 47, o +m(?) < ClHl.
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Ainsi, d’aprés le théoréme précédent, on sait que, pour tout d de N* et tout
ug de [(Hy4, Hy), il existe ay réel et vg dans Hy(Hq, Hy) tels que :

ug = agidy, +v4, |ag| + ma(ve) < CA(Hy, E)|[ud] ,
oll vg est la restriction & H, de Popératenr %y associé & Pextension @y de uy

a E. Alors, en prenant pour uy I'opérateur qui correspond & la projection
orthogonale de ¢2 sur Efd /2> OB trouve une contradiction.

5. Equivalence des notions de pseudocomplémentation et de
complémentation pour certains sous-espaces de LP et €7, avec p
dans [1,+o0o[. Applications. Par[L-R], tout sous-espace fermé de L7, avec
p dans ]1,400[ (resp. de L') complémenté dans L? (resp. dans L') est ou
bien hilbertien, ou bien un espace LP (resp. un espace £ complémenté dans
son bidual). Par ailleurs, par [L-T 1], tout sous-espace fermé de dimension
infinie de £7, avec p dans [1, +oof, complémenté dans €7, est isomorphe & £P,
Le §5.1 a pour but d’établir que, réciproquement, assez souvent, lorsque le
sous-espace est pseudocomplémentd, il est complémenté.

5.1. Ezemples de classes d’isomorphisme d’espaces pseudocomplémentés
qui sont complémentés. Rappelons au préalable les deux définitions sui-
vantes.

Un espace de Banach E est dit localement n-euclidien si et seulement
si il existe A4 dans R} tel que, pour tout n de N*, il existe N dans N*,
tel que tout sous-espace ¥ de E de dimension N contienne un sous-espace
2-hilbertien de dimension n de E, A-complémenté dans E. Fn particulier,
LP(C) et €7, avec p dans |1, +oof, sont localement w-euclidiens. Pour plus
de précisions, voir [PIS 3].

Un espace de Banach E est un espace L7, avec p dans [1, +oc], si et seule-
ment si il existe D dans |1, 400 tel que, pour tout sous-espace de dimension
finie E1 de E, il existe un sous-espace E; de dimension finie de E contenant
Ey et D-isomorphe 3 Egim( Ea)- En particulier, LP(m) est un espace £LP. Voir
aussi [L-R]. ‘

Le théoréme suivant précise les équivalences annoncées.

THEOREME. Si le sous-espace fermé Z de | ‘espace de Banach E est pseu-

docomplémenté dans E, il est complémenté dans E dans chacun des cas
suivants : .

() Z est un sous-espace hilbertien d’un espace E localement 1 -cuclidien.

(b) Z est un espace L7 (complémenté dans son bidual si p = 1) dans
E = L7, avec p dans [1,+oo| distinct de 2.

(c) Z est un sous-espace isomorphe ¢ €7 de E = €2, avee p dans [1, +oo].

Démonstration. On peut supposer Z de dimension infinie. L'idée
consiste a ecrire Z comme fermeture d*une réunion d’une sujte croigsante
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(Zn)nen» de sous-espaces fermés uniformément complémentée dans Z et
uniformément isomorphe & une suite (¥;,)nene de sous-espaces fermés de Z
uniformément complémentde dans E.

En effet, le diagramme commutatif suivant prouve que, par pseudo-
complémentation de Z dans E, la suite (Zy)nen~ est en fait uniforroément
complémentée dans E, Puis, Z, complémenté daps son bidual, le sera

dans E.

E —— F
Ti
Uptfy 0Ty 0Py
R” Z N ——r—— Ql‘
[N Tl, P, T Jm

- T
Zn =t Ya

™!

Dans le diagramme précédent, iy, j, et i sont les injections calunoniques,
P, et 1y des projections et T, un isomorphisme d'inverse T, tels que
Py, Quy Tw, Ti7) solent de normes majorées indépendammenlt de n. Tn est
Textension de l'opérateur u, = jp 0Ty o Py & E et Ry =T710Q, 0, est
une projection de E sur Z, de norme majorée indépendamment de .

Dans los cas cilés, il existe une telle suite (Z, )agne uniformément isomor-
phe & la suite (€2),en~ dans Je cas (a) (car Z est un s0US-espace hilbertien
de E) et & la suite (£2)nen- dans les cas (b) et (¢) (voir [L-R]). ;

Par ailleurs, i1 oxiste une suite (Vyi)nen de 50Us-espaces de
uniformément complémentée dans E et uniformément isomorphe dams le
cas

(a) & la suite (£2),enw car B est Jocalement r-euclidien, -

(b) & la suite (f5)nen+ car Z contienl un sous-espace isomorphe & £° et
complémenté dans E (voir [PIS 2] et [PIS 4] pour p dans 11,2[ et [L-T 3]
pour p dans ]2, +oo), ' i

(¢) 41a ﬁuit,.a (€2 )nene car Z contient un sous-espace isomorphe 2 £° et
compléientd dans E (voir [L-T 1]).

Donc, dang les trols cas citds, la suite (Yo )nene est bien uniformément
isomorpha 3 la suite (Zy)nene exhibée précédemment.

Remarqgue. Lexemple du sous-espace (7 de L' vu ia,u §3.1 prouve que
le (a) du théordme précddent ne s’étend pas au cas de L'.
5.2. Cas des sous-eapaces hilbertiens de LP(C) pour p dans 11, +o0[

5.2.1. Cas général. Par lo théoréme du §5.1, les propriétég de t?cnmpl(;la-
mentation et de pseudocomplémentation .cles sous-espace; .hﬂber ]enfi an:
L?(C), avec p dans ]1, 4-00[, deviennent équivalentes. Touta’a. ois, pox;glﬂentés
12, +00[, tous les sous-espaces hilbertiens de L#(C) sont déja compleér
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dans LP(C) (vair, par exemple, [L-T 3]). En revanche, pour p dans ]1,2[, il
existe un sous-espace hilbertien Z, de L?(C) non complémenté dans L?(C)
(voir [B-D-G-J-N]). Par le théoréme du §5.1, Z, n’est pas non plus pseu-
docomplémenté dans L?(C). Au paragraphe suivant, nous verrons d’autres
exemples de cette situation, Signalons pour terminer que, pour tout p de
11, +00[, le sous-espace hilbertien Gy, (resp. R,) de L?(C) engendré par une
snite de variables indépendantes réelles gaussiennes standards (resp. par la
suite des variables de Rademacher) est complémenté dans L?(C).

5.2.2. Etude de la pseudocomplémentation des sous-espaces hilberliens
invariants par translation de LP(C), pour p duns ]1,-+oo[. Rappelons aun
préalable quelques notations et résultats usuels d’analyse harmonigue (voir,
par exemple, [L-T 3]).

Si § est une partie de Z, L% est le sous-espace fermé de LP(C) engendré
par les fonctions complexes exp(2rint), avec n dans S, Rappelons que les
sous-espaces invariants par translation de LP(C) sont les sous-espaces L%,
ol § est une partie de Z. Une partie § de Z est un ensemble A(p), pour p
dans |1, +o0[, lorsque, sur L%, la norme induite par LP(C) et notée || ||, est
équivalente & la norme induite par L7(C) et notée || ||, pour un = de [1,p[.
En fait, si § est un ensemble A(p}, les normes || ||, et || ||+ sont équivalentes
pour tout r de [1,p] sur L%,

Ainsi, pour tout p de ]1, +oo distinct de 2, les sous-espaces hilbertiens
de L?(C) invariants par translation sont les sous-espaces L%, ol § est un
ensemble A(max(2,p)}. De plus, on démontre facilement que, pour p dans
J1,2[, L% est un sous-espace hilbertien complémentd dans L?(C) si et seule-
ment si 5 est un ensemble A(p'), o 1/p+ 1/p' = 1, Avec le théoréme du
85.1, il en résulte la caractérisation suivante.

COROLLAIRE 1. Pour tout p de |1, +oof distinet de 2, les BOUS-E8PaCEs
hilbertiens de LP(C) invariants par translation et pseudocomplémentds dans
LP(C} sont les sous-espaces L%, o § est un ensemble A(max{p, p')), avec
la relation 1/p+ 1/p' = 1.

Dans [I?:OU 2], J. Bourgain prouve, pour tout pj de ]2, +oo[, I'existence
d’une partie S, de Z qui soit un emsemble A(ph) mais qui ne soit pas
un ensemble A(p') pour tout p’ de ]p), +-00[. Ainsi, pour p dans JL, pol,
avec 1/po + 1/ph = 1, Lg;, est un sous-espace hilbertien de LP(C) non
compiémenté dans LP(C). D’aprés le théordme du §5.1, L%, n’est pas non
plus pseudocomplémenté dans LP(C). 11 en 1ésulte le comlla?ire suivant,

COROLLAIRE 2. Pour tout p de ]1,2|, il existe un sous-espace hilbertien

de (L’;(C) invariant per translation qui n’est pas pseudocomplémenté dans
LP(C).
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Tous cos résultats s'élendent au cas général des espaces LP(C) de fonc-
tions complexes définies sur un groupe abédlien compact (voir [ROS 1] et
[BOU 2]).

5.3. Cas des sous-espaces de LP et € isomorphes & £° pour p dans
[1,+oc[ ={2}. D'une part, par [D-S], pour tout p de [1,+o00[, tout sous-
espace de L? isomorphe & £ et engendré par une suite de variables aléatoires
indépendantes est complémenté dans LP. En revanche, il existe, pour p
dans [1, +eof disiinct de 2, un sous-espace Z, de L? isomorphe & £° et non
complémentd dans L? (pour p = 1, voir [BOU 1], pour p dans ]1,2[, voir
[B-D-G-J-N], pour p dans |2, +oo[, voir [ROS 2]). Par le théoréme du §5.1,
Zy v'esl pas non plus pseudocomplémenté dans LP.

D’auire part, par [PEL], pour tout p de [1, 40o[, tout sous-espace de £7
isométrique 3 €7 eat complémentd dans €7, En revanche, il existe, pour p
dans [1, +oo[ distinct de 2, un sous-espace Z, de £7 isomorphe A ¢° et mon
complémentéd dans € (pour p = 1, voir [BOU 1], pour p dans ]1,2[, voir
[B-D-G-J-N], pour p dans ]2, +o00[ voir [ROS 2]). Par le théoréme du §5.1,
Zy n'est pas non plus pseudocomplémenté dans €7, :

Termninons cetle partie en gignalant sur ce sujet le probléme ouvert sui-
vant i existe-{-il un sous-espace fermé Z, de LP (resp. de {*), pour p dans
1, +o0[ (resp. dans [1,-o0]) et distinet de 2, pseadocomplémenté dans LP
(vesp. dans £°) et non complémenté dans L? (resp. £°)?

6. Etude des espaces de Banach E dont tous les sous-espaces
sont pseudocomplémentés dans E. Si E est un espace de Banach, on
peul considérer les deux propriétés de complémentation suivantes :

(P]) Tous les sous-espaces de £ sont complémentés dans E.
(P4) T existe un réel A strictoment positif tel que tout sous-espace de
dimension finie Z de I soit A-complémenté dans E.

Rappelons, dang lo thdordme suivant, les résultats connus sur ce sujet
(voir [D-D-8] et [1-T 1]}

TuborkMe. Toul espace de Banach E qui vérifie (P}) vérifie (P3), et
toul espace de Honach B qui vévific (Ph) est isomorphe d un espace de
Hilbert, Les propridids (D) et (P}) sont done équivalentes et caractdrisent
les espaces de Banach isomorphes & un espace de Hilbert,

Lo but de ve paragraphe est 'étude des deux propriétés suivantes de
peeudocomplémentation dans I’espace de Banach E.

(Py)  Tous les sous-espaces de E sont pseudocomplémentés dans E.

(P3) 1l existe un réel A strictement positif tel que tout sous-espace de di-
mension finie Z de E ait une constante de pseudocomplémentation

dans 7 inférieure & A,
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Remarquons que les espaces de Banach isomorphes & un espace de Hilbert
ou & un espace de type Px, avec A dans [1,+oc[ (voir [L-T 3] pour une
définition), vérifient (Py) et (P2).

6.1. Comparaison des propriétés (P1) et (P;). Nous commengons par
établir deux résultats techniques pour un espace de Banach E.

LEMME 1 (voir [DAY]). A tout sous-espace Z de dimension infinie de E
et & tout t de R}, on peut associer un sous-espace Y de E de codimension
Jinie tel que :

(i)Y n Z =(0).
(i) 'application P de Z @Y dans Z ® Y définie par P(z + y) = z,
V(z,y) € Z x Y, soit une projection de norme inférieure a 1 +t.

LEMME 2. 5i Y est un sous-espace de E de codimension finie tel qu’il
existe un réel Ay strictement positif tel que lout sous-espace F de dimnension
finie de Y ait une constante de pseudocomplémentation dans Y inféricure
4 Ay, alors E a la propriété (Py).

Démonstration. Nous pouvons clairement supposer Y de codimen-
sion finie ¥, avec N dans N*. Alors, si Y7 est un supplémentaire topologique
de Y dans E et si (J; est une projection de E sur Y7 de norme inférieure
3 VN, Q =idg —Qy est une projection de F sur Y de norme inférieure i
1++/N.

Fixons un scus-espace Z de E de dimension finie. Comme Z est contenu
dans Q(Z) ® Q1(E),on a:

dim((Q(2) ® Q1(E))/2) = dim(Q(Z)) + dim(Q1(E)) — dim(Z)
< dim(Q(E)) = N .

Ainsi Z est (1 ++/N)-complémenté dans Q(Z) @ Q1(E).
Etudions maintenant Ja psendocomplémentation de Q(Z) @ Qy(E) dans

E. Cousidérons pour cela un opérateur u de Q(Z) @ Q4(E). D'une part, si
u|g(z) est la restriction de u 3 Q(Z), on a:

ulg(z) = Q o ulg(z) + Q1 o ulg(z) -

Or @ o u|g(z) est un opérateur de Q(Z) qui s'étend en un opérateur v
de Y de norme inférieure & Ay[|Q o u|q(z)l|. Puis, Q1 o ulg(z) est un
opérateur de (}(Z) dans Q(E) qui se prolonge en un opérateur w de Y
dans @Q((E} de norme inférieure 3 d(Q1(E), €2)||@1 0 ulg(z)| d’aprés la
propriété d’extension métrique de €32, Ainsi, w; = (v + w) o @ étend v + w
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a F, comme I'indique le diagramme commutatif suivant :

E ui=(vrtw)oQ &
ifle . 14

}; —— Y & Q(E)
i K

ulgez)

Q2) ——— A2y (E)
ot toutes les applications notées i sont des injections canoniques. D’autre
part, uy = ulg,(g) 0 Q1 étend A F la restriction u|g,(g) de u 3 Q4(E).
Finalement, on vérifie facilement que @ = uy + u; étend w & £, Or on a :
I < ol + el
< (YN +1)0vl1Q o ulqizll + NiQ1 0 ulgll) + V]l
S (VR + DAV + 1)+ NVE) +VE)|u]l,

de sorte que E vérifie bien la propriété (Py) avec pour constante A le réel

A= (1+ VN)(VN + DAy (VN + 1) + NVN) + VF).
Tutorkme 1. §i E a lo propricié (Py) alors E a la propriéié (Py).
Démonstration. Le cas oi F est de dimension finie éiant évident,

nous supposerons F de dimension infinie. Raisonnons alors par I’absurde et
sUpposons que :

(HY VYA>03Z C E, Z sous-espace vectoriel de dimension finie,
MZ,EYy> A

Fixons M dans |1,+oo[ et (fx)ren+ une suite de réels de R} telle que le
produit infini Hz‘f_ﬂ(l + 1x) converge et soit de valeur inférieure 3 M.

Prouvons par récurrence 'existence d’une suite (Z,),en- de sous-espaces
de dimension finie de E tels que :

(%) VneN", AZn, E)>n,
{(#¥)  Vn 22 V(zy,...,2,) € Zy X ... X Zp, VK € {2,...,n},
s ot @] € (1 t)lles + -+ 24
Par ’hypothése (H), il existe un sous-espace Z; de E de dimension finie tel
que A(Zy, E) soit strictement supérienr & 1.
Supposons 'existence, pour un entier n supérieur & 2, de sous-espaces

notés Zy,..., Z, convenables et construisons Z,41.
Si Z est Vespace vectoriel engendré par Zy,..., 2y, (¥*) donne :

" k-1
Vk € {2...,n}, Zin—}Zi=(0),
) i=1
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desorteque Z =210 ...® Zn. .

Par le lemme 1, il existe alors un sous-espace ¥ de codimension finie N
tel que ¥ N Z = (0) et I'application P de Z@ Y dans Z @ Y définie par
P(z +y) = =z, pour tout (z,y) de Z X Y, soit une projection de norme
inférieure 3 1+t 41 de ZDY sur Z.

Avec (H), le lemme 2 prouve alors I'existence d'un sous-espace Zyn4q
de ¥ de dimension finie tel que A{Zp41,Y) soit strictement supérieure 3
(14 VN)(n+1). Comme Y est (1+ \/11:\1’— }-complémenté dans E, on obtient

A(Zn_}.l, E) >n+1.

Considérons maintenant I'espace vectoriel Z engendré par tous les sous-
espaces Z,, avec n dans N*, ainsi construits. Par (*#)}, on a alors :

¥(n,N)e N2, n>2,N >n, Yzy,...,2n) € Z1 X ... X ZN,
N
Iz} < JIC + tller + ..+ onll S 2Mjz1 + ...+ 2w,
=1

loall < llo1 + - e[|+ 121 + -+ 2l

N N
<J[a+ )z +. ..+ anl+ ] O+ tdller+- ..+ anl
i=1 i=ntl

<2M|jzy 4+ ...+ 2]
Donc :
¥(n, N} € N"3, N > n, Y(2n)nen € Q) Ziy  lznll < 2M]J21 + ...+ an] -
i=1

Par ailleurs, toujours par (#), on a : l
n—1
Va2, Z.0-}-Zi=(0).
i=1

Ainsi, les éléroonts de Z s*écrivent de maniére unigque comime sommes d’élé-
ments de chaque Z,, dont seul un nombre fini sont non nuls. Alors, pour
tout n de N*, l'application P, de Z dans Z telle que :

V(n,N) € N*2, N >n, Y(z1,...,2N8) € Zy X ... X ZN,
Pfl($1+---+$N)=-”3n1 .

définit une projection de Z sur Z,, de norme inférieure & 2M. Par transitivité
et la propriété (P1), on obtient : '

Vo €N*, 1< A2, B) < 2MXNZ,E) < o0,

ce qui est manifestement absurde.
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Avant de tenter une réciproque du théoréme 1, rappelons qu'un espace
de Banach E de dimension infinie a la propriété d’approxzimation bornée (en
abrégé P.A.B.) si et seulement si il existe un réel M strictement positif tel
que, pour tout sous-espace Z de dimension finie de E, il existe un opérateur
de E étendant lidentité de Z, de rang fini et de norme inférieure & M.

THEOREME 2. Si E est un espace de Banach complémenté dans son bid-
ual qui a la propriété (Py) elors tous les sous-espaces de E avec la P.A.B.
sont pseudocomplémentés dans E.

Démonstration. Pour simplifier, nous supposerons que Z est un
sous-espace séparable de E avec la P.A.B. Alors Z est la fermeture de la
réunion d’une swite croissante (Z,)nen~ de sous-espaces de dimension finie.
Comme Z ala P.A.B., il existe un réel M strictement positif tel que, pour
tout n de N*, il existe un opérateur T, de Z de rang fini et de norme
inférieure & M dont la restriction & Z, soit Videntité. Pour tout n de N*,
notons Y, le sous-espace image de T, contenant Zy,. Par hypothése sur F, la
suite (Y5 )nen» est uniformément pseudocomplémentée dans E. Considérons
alors le diagramme commutatif suivant, dans lequel iy, Jn, ¢ sont les injec-
tions canoniques, u un opérateur de Z et 7, une extension de v, = T,oucj,
a k.

E - - E
E E
; Tl Ti i
" z % Z oo
/" in N Ts
Y, — Y,

up =Ty 0o,

Pour tout z de E, la suite bornée (T ())nene converge dans E" pour la
topologie préfaible o(E", E'), selon tout ultrafiltre plus fin que le filtre de
Fréchet sur N*, vers un vecteur 7(x) de E”. On définit ainsi un opérateur T
de E dans E" et, si Q est une projection de £ sur ¥, on vérifie facilement
que T = ( o T est un opérateur de £ qui étend u.

APPLICATION. Les théorémes 1 et 2 prouvent que, pour tout espace de
Banach (séparable) E complémenté dans son bidual et avec la P.A.B., les
propriétés (Pq) et (P2) sont équivalentes. Ceci s’applique en particulier aux
espaces LP et £7, avec p dans [1, +0o[-{2}, pour lesquels les §3 et 5 ont
prouvé Vexistence de sous-espaces non pseudocomplémentés. Ces espaces
ne vérifient donc ni (P} ni (Pg). '

6.2, Type d'un espace de Banach localement r-euclidien qui vérifie (Pz).

Rappelons pour commencer qu'un espace de Banach E est de type p, avec
p dans [1,2], si et seulement si il existe un réel Ty de [1,+o00] tel que, pour
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tout n de N* et tous vecteurs zy,...,z, de F, on ait :

| gfm 1o S Tp(gnmnr)” 7

Convenons de noter pg la borne supérieure, non nécessairement atteinte, des
p tels que E soit de type p. Rappelons enfin que les espaces localement -
euclidiens sont les espaces E pour lesquels pg est distinct de 1 (voir [PIS 3]).

THEOREME 3. §i E est un espace de Banach qui a la propriété (Py) et
tel que pg soit distinct de 1, alors pg vaut 2.

Pour parvenir a ce résultat, nous utiliserons le lemme suivant ;

_ LEMME 3. Dans tout espace de Banach E tel que pp soil distinct de 1,
il existe une suite (Z,)nen- de sous-espaces tels que :
Yt €]0,pg — 1[, 3C(t) > 0, Vn € N*,
d(Zn, 88574 < C)(1 +1n(n)),  A(Zn, B) < C(1)(1+In(n)).

Démonstration. D’aprés [Mau-P), avec p = pg, il existe une suite
{Zn)nen+ de sous-espaces tels que :

AC >0, Vt€]0,p— 1], ¥n e N*,
d(Zn, 574y < OnMe=0-10 0 A7 E) < Cnl/a-1/a
ol 1/p+1/g=1et 1/(p—1t)+1/g = 1, de sorte que le résultat annoncé
résulte des éqn}va.]ences suivantes, valables pour tout entier n supérieur 3 2 :
al/e=0=11p ~In(n)- (¢/p%),  wl/A1% o ln(n)- (1/p?),
lorsque ¢ — 0.

Démonstration du théoréme 3. Considérons la suite (Zn)nen-
de sous-espaces de E donnée par le lemme 3 et fixons (n,t) dans
N* -x Ri. Posons pp = p et notons i, lidentité de £} dans &57% et T}, ,
un isomorphisme de €5* sur Z, tel que ||T, .|l et |75 1l| soient inférieures
AC(HV*(1 4+ In(n)}'/2.

D’aprés le théoréme de Dvoretzky pour les espaces de cotype 2 (voir, par
exemple, _[F-L—M]), il existe un réel a strictement positif tel que, pour tout
n de N*, il existe un sous-espace H, 2-hilbertien de ¢! de dimension [an].

D’aprés la propriété (Py), il existe un réel ) strictement positif tel que,
pour tout n de N* et tout ¢ de ]0,p— 1, le sous-espace Z,; =T, ;0i, (Hy)
de Z,, vérifie : | ' o

MZny, B)< A,
Or Z, est C(t)(1 + In(n))-complémenté dans E, de sorte que :

MZnyp, Z5) < AC()(1 + In(n)),

icm
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d’ot, par isomorphisme,
Mim e Ha), 8578 < AC()(1 + In(m))d(Zo, 2.

Comme H,, est un sous-espace 2-hilbertien de €%, H, est +/2-isomorphe i
in,t(Hn), de sorte que :

M Hoi £1) < V2(60, 87 A (int(Hn), 8574)

Par le théoréme 3 bis du §3.3, il existe un réel ¢ strictement positif tel que,
pour tout n de N* et tout ¢ de RY, on ait :

[an] < CAC(1)8(1 + In(n))Tn2 -/ (-9,

Cette dernidre inégalité, vraie pour tout n de N*, impose que le réel 2 —
2/{p — t) soit supérieur & 1 pour tout ¢ strictement positif et strictement
inférieur & p — 1, de sorte que, finalement, p vaut 2.
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