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STUDIA MATHEMATICA 101 (1) (1991)

Sur un principe géométrique en analyse convexe
par

ANDRZEJ GRANAS (Montréal) et MARC LASSONDE (Aubitre)
Dédié & Ky Fan

Abstract. In this note we present we present a new elementary approach i'n the_ th.eory
of minimax inequalities. The proof of the main result (called. hhe.geot_net-nc prmn?q;llff)
uses only some simple properties of convex functions. The geometric principle (]?hlf' is
equivalent to the well-known lemma of Klee [13]) is shown to have numerous applications
in different areas of mathematics.

1 est bien connu que le Principe KKM, formulé par Ky Fan [8] a partir qu
résultat classique de Knaster~Kuratowski-Mazurkiewicz [14], joue un réle
fondamental en analyse non linéaire (voir par exemple [10, 5., 17]).- o

Dans cette Note, nous nous intéressons 4 un cas partic.t{her du l.’rmmpe
KKM, appelé ici principe géométrique. Dans une pl:emlere pz‘u'tne,lnous
montrons que ce principe géométrique admet une de.monstratlo[E d.lrecte
élémentaire, sans référence aux méthodes combinatoires on a,l'gebnques.
Dans une deuxiéme partie, nous montrons que, comme le Principe K'KM,
le principe géométrique posséde un chan:xp d’apphca,‘_tlons rerflaaiqu abhe .bpar
exemple, il permet d’obtenir, de fagon simple fat. claire, 1es‘ résu t?rts e base
sur les systémes d’inégalités, les égalités cle.mmlma,x, les mequa.uo-ns varia—
tionnelles, les opérateurs multivoques maximaux mon_otones, ainsi que ;s
théorémes classiques de Markov-Kakutani, Mazu’r—Orhcz eb Hahn—Bz’mac .

Notre approche se distingue nettemel}t’des melthodefs usue]]e(a]s ba,ﬁefalsn s:;r
des arguments de point fixe, de connexite, de fepar&tlm‘l ou de mini 1;;,
Aucun de ces arguments n'est utilisé ici : le réle essentiel est joué par
structure méme de convexité.

I. Le principe géométrique et sa forme analytique. Dans la suite,
tous les espaces vectoriels (e.v.) sont supposés réels et tous les espaces
i i ds séparés.
vectoriels topologiques (e.v.t.) sont supposés séparés. N
Etant donné un e.v. E et A C E, on utilise I'abréviation [A] pour des1gmtar
. s A y . on  note
Penveloppe convexe de A; lorsque A CREF I Tnty O
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[Z1y...,2n] = [A] et [Z] = [A\ {z;}]. Pour tout entier », on pose [n] =
{ieN]|1< 1< n} et on dénote par A* ! le simplexe standard de R™:

n
A1 = {(,\1,...,)\") €R™| X > 0 pour tout i € [n] et Y A = 1} :
i=1
5i F : D — F est une application multivoque, on appelle valeurs de F
les ensembles F(x), + € D, et cofibres de F les ensembles D \ F~(y) =
{zeDlygF(z)},yek.

1.1. Un lemme géométrique

LEMME. Soient E un espace euclidien et D = {z1,...,2,} C E. Soit
F: D ~+ E une application multivoque i valeurs convezes fermées telle que :

(i) [Z:] C F(z;) pour tout i € [n],
(if) (D] € U{F(=:} | € [n]}.
Alors, N{F(2:) | i€ [n]} #0.

Démonstration. Pour z € E et A C E, notons d(z,A) =

inf{||z - af| | « € A} la distance de z & A. La fonction continue

[z max{d(z, F(z;)} | i € [n]}
atteint son minimum sur [D] en un point Z. 1l est clair que pour établir
le lemme il suffit de montrer que f(#) = 0. Supposons au contraire que
f(&) = & > 0 et montrons que ceci conduit & une contradiction.

D’aprés (i), on peut supposer que ¥ € F(z,), et donc que d(Z, F(x,))
= 0. Comme z + d(z, F(z,)} est continue, il existe 0 <t < 1 et z; =
tZ + (1~ t)zy, € [D] tels que d(z¢, F{2,)) < €. D’un autre cété, il résulte de
(i) que z, € N{F(z:) | i € [n — 1]}, C’est-d-dire que d(z,, F(z;)) = 0 pour
tout i € [» — 1]; en utilisant la convexité des fonctions z +— d(z, F(x;)), on
voit donc que d(zy, F(2)) < td(Z, F(2;)) < t¢ < £ pour tout i € [n — 1].
Ainsi, le point z; € [D] vérifierait f(z;) < ¢ = min{f(z) | = € [D]}, ce qui
est absurde. m

1.2. Applications KKM et principe géométrigue. Soient E un e.v. et
D C E un sous-ensemble non vide quelconque. Une application multivoque
G : D — E est dite de Knaster~Kuratowski~Mazurkiewicz, ou simplement
application KKM, si elle vérifie la condition

@150y 2] € | JH{G(=i) | i € [n]}

pour tout sous-ensemble fini {z,...,z,,} C D.

Remarque 1. Lorsque D est convexe, une condition suffisante pour
que G : D — E soit KKM est que : '

(a) z € G(z) pour tout z € D, et
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(1) G([z1,22]) C G(21)}U G(=3) pour tout z1,z5 € D.
La propriété (b) expriine simplement que G est A cofibres convexes.

THEOREME 1 (Principe (Géométrique). Soient D un seus-ensemble non
vide quelconque d’un e.v.t. E et G : D — E une application KKM & valeurs
convezes fermées. Alors, la famille {G(z) | = € D} a lo propricié de
lintersection finie.

Démonstration. Soit A une partie finie de D. Montrons, par récur-
rence sur le nombre n d'éléments de A, que l'intersection des ensembles
G(xz)N[A], z € A, est non vide. Cest vrai si n = 1, car ¢ € ((z) pour tout
2 € D. Si A= {z,...,3,}, 'hypothése de récurrence entraine que, pour
chaque i € [n], Vensemble

({Gzs)n[@il |5 € [n], 7 # i}

contient un point y; € [A]. Considérons Papplication multivoque F : y; —
G(z:YN [A] de B = {y1,..., 4} dans V'espace euclidien engendré par A.
Pour tout i € [n], F(y:) est convexe fermé et contient les points y; tels
que j # 4, done F(y;) contient {#]. Par ailleurs, comme & est KKM, on
a[B] C [A] c U{F(w) | i € [n]}. T résulte du lemme géométrique que
M{F(yi) | i € [n]} est non vide, Par suite, N{G(z)} N [A] | = € A} est non
vide quel que soit le nombre d’éléments de A. =

COROLLAIRE 1.1. Soient C un ensemble conveze compact non vide dans
un el et F,G : C — C deuz applications multivoques vérifiant :

(i) F(z) C G(z) pour tout z € C,
(ii) G est & valeurs convexes fermées,
(iii) F est @ cofibres convezes.

Si z € F(z) pour tout z € C, alors (W{G(z) |z € C} # 0.

Démonstration. 5i z € F(z) pour tout z € C, d’aprés la remarque
ci-dessus, F' est KKM, donc G lest aussi & cause de {i). La conclusion
découle aussitot du théoréme. = ' '

1.3. Forme analylique du principe géométriqgue. Soit Y un espace
topologique. Rappelons qu'une fonction f:¥ — R est dite semi-continue
inféricurement (s.c.i.) si les ensembles Fy = {y € V' | f(y) £ A}, A € R,
sont fermés dans Y lorsque Y est convexe, f est dite quasi-conveze si les
ensembles F sont convexes, et quasi-concave si ~f est quasi-convexe.

Le corollaire précédent peut s’exprimer sous forme analytique :

TuiorEME 2 (Forme analytique). Soient C un ensemble conveze comn-
pact non vide dans un e.v.t. et f,g:CxC —R deuz fonctions numériques

vérifiant:
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(i) g((C, y) < f(zv :U) pour tout z,y € C!
(i) g est quasi-conveze s.c.i. par rapport d y,
(iii) f est quasi-concave par rapport ¢ x.

Alors, U'une des deux propriétés suivantes est vérifice

(a) il existe yp € C' tel que g{z, 1) < 0 pour fout = € C;
(b) il existe zq € C tel que f(wg,z0) > 0.

Démonstration. Considérons les applications F : z w {y € C |
flz,9) S0} et G:zw {y e C| glz,y) <0} de C dans C. Vu les
hypothéses, toutes les conditions du Corollaire 1.1 sont satisfaites. Donc,
si z € F(z) pour tout z € C, il existe yo € C tel que yo € G(z) pour
tout z € C, c'est-a-dire que (a) est vérifiée; sinon, il existe 2y € C tel que
zo & F(zq), auquel cas (b) est vérifiée. m

1.4. Commentaires. (1) Le principe géométrique apparait dans Valen-
tine [22, p. 76], oil cependant aucune application n’est présentée, et dans
Asakawa [1, Lemma 3.1}, ot il est utilisé pour démontrer une extension du
théoréme de minimax de von Neumann.

(2) Le lemme géométrique est une reformulation du lemme de Klee
(13] (voir aussi Valentine, loc. cit., et ‘Berge [2, p. 172]; la démonstration
donnée ici reprend les principaux arguments de la démonstration du principe
géométrique dans Asakawa, loc. cif.

(3) Tous les résultats énoncés dans cette partie sont “équivalents”, dans
le sens que ’on peut passer de 'un & l’autre de fagon directe :

Théoréme 2 = Coroilaire 1.1 : on prend pour f et g les fonctions indi-
catrices des graphes de F et G respectivement;

Corollaire 1.1 = Théoréme 1 :si G: D — E est KKM et si A est une
partie finie de D), en posant G(z) = E si z € [A]\ D, on peut construire
F : [A] — [A] & cofibres convexes vérifiant z € F(z) ¢ G(z)} pour tout
z € [A]; - .

Théoréme 1 = Lemme : si F vérifie les conditions du lemme, alors
G i 2 > G(zi) = F(zit1) (avec la convention n+ 1 = 1) est KKM de D
dans E. .

(4) Lemme et principe géométriques se généralisent (de fagon non élé-
mentaire) aux applications i valeurs noun nécessairement convexes (Théora-
me de Sperner [21] et Principe KKM (8], respectivement); la forme analy-
tique correspondant 3 ces généralisations est I'inégalité de minimax de Ky
Fan [10].

I1. Applications. Tous les résultats présentés ci-dessous, pour la plu-
part bien connus, sont démontrés 3 ’aide du principe géométrique. Cer-
tains de ces résultats admettent des généralisations significatives dans le
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cadre non-linéaire : celles-ci peuvent s'obtenir, souvent de la méme fagon,
en utilisant le Principe KKM.

2.1. Systémes d’inégalités. Dans toute cette section, Y désigne un
ensemble non vide (éventuellement sans structure lindaire) et @ ¢ RY une
famille non vide de fonctions définies sur ¥. Nous étudions la consisiance
sur Y des systémes d’inégalités strictes et larges assocides & @, & savoir :

(1) . JyEeYVped e(y) <0,
et
®) EYVoed o(y)<0.

Il est clair que si une propriété comme (1) ou (2) est vérifie, alors la
propriété obtenue en remplagant ¢ par son enveleppe convexe [¢] dans RY
est anssi vérifie. Il s’ensuit que les conditions

(19 Vee[f]ayeY (y)<0,
et
(2') Vee[PlIyeY (y) <0,

sont ndeessaires a la consistance de (1) et (2), respectivement.
Nous allons montrer que ces conditions sont aussi suffisantes lorsque Y et
& sont liés par une propriété trés simple que nous introduisons maintenant.

DErINrrion 1. L'ensemble Y est dit @-convere si, quels que soient
9,y €Y, il existe yp €Y tel que
p(30) < Fp()+ @(y2)) pour tout p € &.

EXEMPLE. 51 Y est un sous-ensemble convexe d'un e.v. et si & est une
famille de fonctions convexes, alors ¥ est @-convexe. :

Remarque 2. 5i Y est $-convexe, alors quels que soient le rationnel
dyadique d € [0, 1] et 11,92 € Y il existe yo € Y tel que
w(yo) £ dp(mn) + (1~ d)p(yz)  pour tout p € .
ProrosiTION 1. 5% Y est $-conveze et si $ est finde, alors, quels que
sofent & > 0, {Y1y. .o, Um} CY €l (A, 0y An) €A™ il emiste yo € Y tel
que :

m
w(mw) < Z)tjip(yj) +e  pour tout ped.
J=1

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat pour m =2, le
cas général s'obtenant alors facilement par técurrence. Soient donce >0,
%i,% € Y et A € [0, 1] fixés. Comme les fonctions t = to(y1 )+ (1 —t)e(ya),
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€ &, sont continues de [0, 1] dans R, il existe un rationnel dyadique d €
[0, 1] tel que

de(y1)+ (1= d)p(s2) < dp(w) + (1~ A)p(y2) + & pour tout g € &.

Compte tenu de la remarque précédente, on en déduit qu'il existe yp € ¥V
tel que

e(yo) £ dp(m) +(1—Nep(y2) + ¢ pourtout o€ 6. w

Le premier théoréme, purement algébrique, concerne les systémes d’iné-
galités strictes :

TaEOREME 3 (Neumann [18]). Supposons que & est une famille finie ef
que Y est $-conveze. Alors, (1) est consistant si et seulement si (1) est
vérifice.

Démonstration. Dans RY muni de la topologie produit, considérons
l'ensemble convexe compact: K = [#]. Si (1') est vérifide, les ensembles
compacts {¢ € K | ¢(y) > 0}, pour y € Y, ont une intersection vide, donc
un nombre fini d’entre eux ont déj3 une intersection vide. Par suite, on peut
trouver une partie finie A = {y1,...,4,n} C Y vérifiant

pour tout @ € K il existe y; € A tel que ¢(y;) < 0.

Pour y; € A, notons ¥; la fonction évaluation @~ @(y;) de K dans R,
et considérons, dans R¥ muni de la topologie produit, ’ensemble convexe
compact L = [#,...,¥m]. En appliquant le principe géométrique & & :
K x L — K x L définie par

(,6) > {(¥,7) € K X L | v() < 6(»)},

on trouve qu’il existe (39,70) € K x L tel que 15(p) < 8(1fo) pour tout
{,6) € K x L. Le couple (v, vo) de K x L vérifie donc en particulier

Yo() < ¥5(vo) = to(y;) pour tout (p,y;) € P x A.
Or, d’aprés le paragraphe précédent, il existe yj € A vérifiant v (y;) < 0,
donc il existe € > 0 tel que yo(¢p) + & < 0 pour tout ¢ € &. D'autre
part, comme yo € L = [§,...,%n], il existe (Ay,...,An) € A7 1 tel que
o) = E;’;l A5(y;) pour tout @ € &, done, d’aprés la Proposition 1, il
existe yp € ¥ tel que ¢(y) < Yo()+¢ < 0 pour toat w € #. Ceci démontre
que (1) est consistant. m

CoroLLAIRE 3.1 (Fan—Glicksberg-Hoffman [11]). Supposons que Y est
un ensernble conveze dans un e.v. et que & est une famille finie de fonctions
convezes définies sur Y. Alors, ou bien (1) est consistant, ou bien il existe
i € [#] vérifiant @(y) > 0 pour tout y € Y.

.Démonstration. Résulte aussitot du Théoréme 3 et de I’exemple
ci-dessus. m : ‘ '
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Le théoréme sur les systémes d’inégalités larges, analogue du précédent,
nécessite des hypothéses topologiques, méme lorsque la famille & est finie
(voir [7, p. 209]). Ce théoréme contient le résultat de Fan [foc. cit., p. 210]
comme cas particulier.

THEOREME 4. Supposons que Y est un espace compact, que P est une
Jamille de fonctions s.c.i. définies sur Y, et que Y est ®-conveze. Alors,
(2) est consistant si et seulement si (2') est vérifice.

Démonstration. Pour ¢ € ¢ et £ > 0, posons S(ip,e) = {y € Y |
p(y) < €}. T est clair que (2) est consistant si et seulement si 'intersection
de la famille {S(w,€) | ¢ € #,£ > 0} est non vide, ou encore, puisque ces
ensembles sont fermés dans le compact Y, si et seulement si, pour tout € > 0,
la famille {S(y, ) | ¢ € #} ala propriété de Iintersection finie.

Fixons donc £ > 0, et considérons une sous-famille finie & C &. Si (2')
est vérifiée, alors, pour tout ¢ € [#'], I'inégalité w(y) — & < 0 admet une
solution dans Y. En vertu du Théoréme 3 appliqué i la famille finie de
fonctions {y — @(y) — £ | ¢ € @'}, le systéme d’inégalités

ply)<e, ped,
admet une solution dans Y, ce qu’il fallait démontrer. w

Le corollaire ci-dessous est une conséquence immédiate du Théoréme 4.
Nous en donnons cependant une autre démonstration, directement & partir
du principe géométrique.

CoROLLAIRE 4.1 (Bohnenblust—Karlin—Shapley [3], Fan [7]). Supposons
que Y est un ensemble convere compact dans un ev.t. et que P est une
Jamille de fonctions convezes s.c.i. définies sur'Y. Alors, (2) esi consisiant
st et seulement si (2') est vérifiée.

Démonstration directe. Par le méme argumenft de compacité
que ci-dessus, on se raméne au cas ol # = {¢oy, ..., ¥y} est une famille finie.
Considérons I'application G : A1 X ¥ — A" 1 x Y définie par

1 " n
oy () e 4 XY | o dni(y) <3 i)}

i=1 t=l
I résulte aussitdét des hypothéses que @ est & valeurs convexes fermées et
a cofibres convexes. Comme de plus (A, z) € G(A,2) pour tout (A, z) €
A" x Y, G est KKM et les conditions du principe géométrique sont donc
satisfaites. On en déduit qu'il existe 1y = 3.7 pipi € [@] et yp € Y tels
que ¢(yo) < tol(z) pour tout {p,z) € [$] x Y. Or, d’aprés {2'}, il existe
Z €Y vérifiant (%) <0, d'olt ¢(yo) < 0 pour tout ¢ € &. w’

Commentaire. L'étude des systémes d’inégalités et des égalités de
minimax dans un cadre non vectoriel a été commericée par Fan [6, 7]; les
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notions d'ensemble P-convexe de famille Y-concave (voir la section suivante)
sont utilisées en particulier dans Kénig {16] et Neumnann [18].

2.2. Egalités de minimaz. La notion suivante, duale de celle d’ensemble
$-convexe, nous permettra de formuler des théorémes de minimax avec des
conditions algébriques symétriques :

DEFINITION 2, Soit ¥ un ensenible. On dit qu'une famille & C RY de
fonctions définies sur Y est Y -concave si quels que soient ¢, ¢y € @il existe
po € D tel que '

$(e1(y) + 02(v)) < oly) pour tout y €Y.

Remarque 3. Si & ¢ RY est Y-concave, alors quels que sofent le
rationnel dyadique d € [0,1] et 1,2 € @ il existe pp € & tel que

dp1(y) + (1 — d)pa(y) < poly) pour tout yeY.

PrOPOSITION 2. 51 Y est un espace compact ¢t si $ est une famille
¥ -concave consiitude de fonctions s.c.i., alors

sup min = sup min .
weg]yeyw(y) weﬂyev(’o@)

Démonstration. I suffit de montrer que pour tout © € [#] et tout
e>0ona

mi < sup mi £= .
mine(v) < supmipply) +e = A +e

Considérons le cas oll ¢ € [#] est de la forme Ay +{1—X)ipe, avec A € [0, 1]
et 1,3 € P, le cas général se déduisant facilement de ce cas particulier.

Pour t € [0, 1], posons f(t) = min{tei(y) + (1 — thpa(y) | y € Y}, et
montrons que f{A) £ A+ ¢ pour tout ¢ > 0. B résulte des hypothéses que
la fonction conecave f : ¢ — f{f) est & valeurs finies : elle est donc continue
de [0,1] dans R. Par suite, il existe un rationnel dyadique d € [0, 1] tel que

FA)Y S Hd)+e. _
D'un autre coté, d’aprés la remarque précédente, il existe g € ¢ tel que
de1(y) + (1 — dea(y) < wo(y) pour tout y€ Y,
d’ot 'on déduit que f(d) € 8, et finalement f(A)< f+¢. m

THEOREME b (Konig [16]). Soient Y un espace compact et ¢ une famille
de fonctions s.c.i. définies sur Y ftels que Y est @-conveze et ¢ est Y-
concave. Alors, '

* mip su ) = sup min .
mip sup ¢(y) = sup min ¢(y)

icm
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Démonstration. D'aprésla Proposition ci-dessus, il suffit de montrer
que

& = min su < sup min = 8.
mip sup ¢(v) < sup mipely) =4

Par définition de 8 (que l'on peut supposer fini), pour tout » € [#] il existe
y €Y tel que (y) — f < 0. On déduit alors du Théoréme 4 appliqué a
la famille de fonctions {y — ¢(y) — f | ¢ € #} qu’il existe y € ¥ tel que
@(y) — B < 0 pour tout ¢ € @, c’est-d-dire a < §. m

Le théoréme suivant est une reformulation du Théoréme 5; il améliore
guelque peu le théordme de minimax de Fan [6].
THEOREME 6. Soient X un ensemble quelconque, Y un espace compact
et f: X XY — R une fonclion vérifiant
(i) y— f(z,y) est s.c.i. sur Y pourtout z € X,
(ii) quels que soient y1,y2 € Y il existe yo €Y tel que

flz,w0) < Hflz, 1) + f(z,32)) pour tout z € X,

(ili) quels que soient w1,z € X il existe xp € X tel que

Lz, v) + fm2,9)) < fzo,y) pourtouty €Y.
Alors,

nin su T = sup min f(z,y).
Léy:ce?(f( v :GEE yEYf( ¥)

Démonstration. Posons @ = {y — f(z,y) |z € X}. Les hypothéses
se traduisent par : (i) ® est une famille de fonctions s.c.i. définies sur Y,
(ii) Y est $-convexe, (iii) & est Y-concave. Le résultat découle donc du
théoréme précédent. m

Le corollaire ci-dessous est un cas particulier évident du Théoréme 6,
mais on peut aussi Yobtenir directement & partir du Corollaire 4.1 :

CoROLLAIRE 6.1 (Kneser [15], Fan [6]). Soient X un ensemble convere
dans un e.v., Y un ensemble conveze compact dans un €.v.1., el f: X XY —
R une fonclion conveze s.c.i. par rapport 4y et concave par rapport & .
Alers,

o = min sup f(z,y) = sup min f(x,y) = 8.
veY mEE fl=:w) zeX VEY ’
Démonstration directe. Montrons e < 3, I'inégalité inverse étant
évidente. On peut naturellement supposer S fini. Considérons la famille de

fonctions convexes s.ci. ¢ = {y — f(z,y)— |z € X}. Dire que a < §,
cest dire que le systéme d’inégalités

p(y) <0, wpeP,
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est consistant sur ¥. D’aprés le Corollaire 4.1, il suffit donc de vérifier
que pour tout ¢ € [P] il existe g € Y tel que (yo) < 0. Or, si ¢ €
[®], 11 existe {z1,...,2n} C X et (A1,...,An} € A" tels que (y) =
St Mif(zi,y) — B pour tout y € Y. Comme f est concave par rapport &
z, on a donc ¢(y) < f(zo,y) — f pour tout y € Y, ot zg = 30, Aiz; € X,
On conclut en remarquant que, par définition de 3, il existe yo € ¥ tel que
#(w) < flzo,90) - F<0.m

Commentaire. Les théorémes de minimax pour fonctions quasi-con-
vexes/quasi-concaves (Nikaidd [19], Sion [20]) peuvent également s’cbtenir
4 partir du principe géomsétrique : le lecteur attentif remarquera en effet
que Sion, dans sa démonstration, n’utilise qu'un cas particulier du Principe
KKM, 4 savoir le lemme de Klee, équivalent au lemme géométrique ci-dessus
(voir aussi Berge 2, p. 220]).

2.3. Théoréme de Markov-Kakutani. Lorsque F est un e.v.t., on note
E' son dual topologique et {-,-) le produit de dualité sur E' x E,

Dans toute cefte section, E désigne un e.v.t. ayant suffisamment de fonc-
tionnelles linéaires continues (c'est-a-dire tel que pour tout z # 0 dans E,

il existe z' dans E' vérifiant {z',z) # 0), et Y désigne un sous-ensemble
convexe compact non vide de E.

THEOREME 7. Soit u : Y — E une application affine continue, Sup-
posons que pour tout y € Y il exziste un nombre réel t > 0 tel que tu(y) +
{1 -ty eY. Alors u a un point fire,

Démonstration. Il est clair que u a un point fixe si et seulement si

le systéme d’inégalitds :
(xl,u(y)_y)so7 IIEE"

admet une solution dans Y. D’aprés le Corollaire 4.1, appliqué & la famille
conveze de fonctions aflines continues & = {y — {(z’',u(y) - y) | 2’ € E'},
il suffit donc de montrer que chacune des inégalités ci-dessus admet une
solution dans Y.

Soit ' € E' fixé. En raison de la compacité de ¥, la fonction continue
y + {z,y) atteint son maximum sur Y en un point 4. Par hypotheése, il
ex1st.e t > 0 tel que le point y; = tu(ye) + (1 —¢)yo appartient & Y. Donc, en
particulier, {2/, ¥:} < (2, %), ce qui implique aussitst (z', (o)~} < 0. w

Du Théoréme 7, on déduit facilement un résultat de base de I'analyse
fonctionnelle linéaire :

THFSOR.EME 8 (Markov-Kakutani). Soit U une famille d’applications af-
fines continues de Y dans lui-méme, deux o deuzr permutables. Alors, il
existe un point yo € Y tel que u(ys} = yy pour tout w € U.

icm
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Démonstration. Pour v € ¥, notons Fix{u) l'ensemble des points
fixes de u. Nous devons montrer que les ensembles Fix(u), © € U, ont
une intersection non vide. Comme ces ensembles sont compacts, i1 suffit
de vérifier que, quelle que soit la famille finie F C I, Vintersection des
ensembles Fix(u), u € F, est non vide. Procédons par récurrence sur le
nombre m d’éléments de F. D’aprds le Théoréme 7, Passertion est vraie
lorsque m = 1. Supposons-la vraie pour tout m < n, et considérons une
famille quelconque F C U & n + 1 éléments uy,...,Uny1. L'hypothése
de récurrence entrafne que l'emsemble convexe compact K = [{Fix(u;) |
i € [n]} est non vide. En outre, comme %41 commute avec chacune des
applications u;, © € [}, on & tyq (K) C K. T résulte du Théoréme 7 que
tin41 posséde un point fixe dans K, ce qui signifie que ({Fix(u) | i € {n+1]}
est non vide. m

Commentaires. {1) La démonstration du Théoréme 7 s’adapte sans
difficulté au cas ot u est une application multivogue & graphe convexe com-
pact dans ¥V x E.

(2) Le Théoréme 7 est vrai méme si Iapplication u n’est pas supposée
affine (Halpern-Bergman [12], Fan [9]).

2.4, Théorémes de Mazur-~Orlicz et de Hahn~Banach. Avant de pour-
suivre notre série de conséquences directes du principe géométrique, nous
présentons deux applications originales (essentiellement dues & F. C. Liu)
des résultats des sections précédentes.

La premiére est le théoréme de Banach (version de base du théoréme
de Hahn-Banach) qui est démontré simplement & l'aide du Théoréme 8
(Markov-Kakutani), suivant en cela une idée qui remonte a Kakutani. La
seconde est le théoreme de Mazur~Orlicz qui est obtenu rapidement par uti-
lisation conjointe du théoréme de Banach et du Corollaire 4.1 (Bohnenblust~
Karlin-Shapley-Fan}.

Dans toute cette section, E désigne un e.v. et E* son dual algébrique.
Rappelons qu'une fonctionnelle p: E — Rest dite sous-linéoire si elle vérifie

(a) p(z + ) < p(z) + p(y) pour tout z,y € £, et

(b) p(Az) = Ap(x) pour tout = € Eet A 2 0.
Notons gue, puisque 0 = p(0) = p(z + (—z)) < p(z) + p(—2), nous avons
aussi

(¢) —p(—=) < p(z) pour tout = € E.

LEMME 1 (Banach). Sip: E — R est sous-linéaire, alors 1l existe fer*
ielle que f(z) < p(z) pour tout z € E. '

Démonstration. Munissons RE de la topologie produit, ce qui en
fait un e.v.t. avec suffisamment de fonctionnelles linéaires continues (les
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projections f w f(z), z € F, sont en effet lindaires continues de R® dans
R). Dans RF, le sous-ensemble

Go = [[[-p(-=), p(z)]
. *€R
est bien défini (d'aprés (c)), non vide (p € Gyp), convexe, et compact en
vertu du théoréme de Tikhonov. On vérifie aisément qu’il en est de méme
de ’ensemble

G1 = {g € Go | —p(—2) < g(z + ) - g(v) < p(x) pour tout ¢,y € F}.

Définissons une famille {u, | y € E} d’applications de G; dans lui-méme
en posant

uy(9)(z) =g{z+y) ~g(y) pourg€Giet a,yc k.
II est clair que ces applications sont affines, continues, et deux & deux per-
mutables. D’aprés le théoréme de Markov—Kakutani (Théoréme 8), il existe
donc f € Gy tel que u,(f) = f pour tout y € E, c'est-a-dire, il existe f € Gy
vérifians
fla+y)=Ffz)+ fly) pourtoutz,ye E.

Montrons que f est homogéne. Remarquons d’abord que Padditivité de

f entraine que f(6z) = §f(z) pour tout z € E et tout rationnel §. Soient

z € E, A € R, et {8,} une suite de rationnels §, < A convergeant vers ).
Comme f appartient 4 (34, on a

~(A = 8a)p(—2) < f(Ae) ~ f(€nz) < (A = 8a)p(=),
d’olt Pon déduit que limy .o f(8,2) = f(Az). Mais comme on a aussi
limy oo f(br) = iMoo 0 f(z) = Af(2), il S'ensuit que f(Az) = Af(z).

Ainsi, f € E* et vérifie f(z) < p(z) pour tout z € E : le lemme est
démontré. m

LEMME 2. 5% p: E — R est sous-linéaire, alors, quel que seit zq € E, il
existe f € B~ telle que f(z) < p(z) pour tout x € E et f(z0) = p(z0).

Démonstration. On vérifie facilement que la fonctionnelle 5 : £ —
R, définie par

P} = inf{p(z + Azo) — Ap(zo) | A> 0} pourz € E,

est sous-linéaire. En appliquant le lemme précédent 4 7, on trouve qu'il
existe f € E telle que f(2) < p(z) < p(z) powr tout = € E. En particulier,
on a —f(zo) = f(~z0) < P(—z0) < p(~z0 + Azg) — Ap(zo) pour tout A > 0,
ce qui entraine — f(zo) < —p(zg), d’olt en fait fzo} = p(z0). w

THEOREME 9 (Mazur-Ortlicz). Soient p : E — R une Jonetionnelle sous-
lindaire, T un ensemble abstrait, etz : T — FE et 3 : T — R deuz applica-
tions. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
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(A) il eziste f € E* telle que f(z) < p(z) pour tout z € F, et B(t) <
f(z(t)) pour tout t € T,
(B) quels que soient {t1,...,tn} CT et {A1,...,A) € A" 1, ona

S < p(ij/\;z(t.-)) :

i=1

Démonstration. Posons Y = {f € E*| f(z) < p(z) pour tout z €
EY}. D’aprés le Lemme 2, quels que soient {#;,...,%,} C T et {A4,.. \yAR) €
APV il existe f € Y telle que F(X0, diz(ti)) = p(3oicy Miz()). La
propriété (B) est donc équivalente a

(B') quels que soient {t1,...,2.} C T et (Ar,...,An} € A7 il existe

fev tel que
Sons) < 13 datts)
i=1

i=1
Posons & = {¢ : f — B(t) — f(z(t)) | t € T} C RY. Les propriétés (A)
et (B') se traduisent respectivement par

(2) feYVped o(f)<0,
et
(2 Voe[®)3feY ¢(f)<0.

En vue d'une application du Corollaire 4.1, on vérifie que Y est convexe
et Termé dans RE muni de la topologie produit; comme il est contenu dzluns
Myesl—p(—=), p(z)], il est compact. D™un autre coté, @ e:st une famille
de fonctions affines continues sur ¥. 1 résulte du Corollaire 4.1 que les
propriétés (2) et (2') sont équivalentes, donc aussi (A) et (B). =

COROLLAIRE 9.1. Soient p : E — R une fonctionnelle sous-linéaire,
C C F un enscmble conveze et g : C — R une fonction concave tels que
g(y) < p(y) pour tout y € C. Alors il eziste [ € £~ telle que f(z) < p(z)
pour tout = € E et f(y) 2 g(y) pour tout y € C.

Démonstration. Appliquer le Théoréme 9 avec T'=C, f: 1 +— ')
et zit— 1. m

La version suivante du théoréme de Hahn-Banach est un cas particulier
évident du Corollaire 9.1:

TuforiME 10 (Hahn-Banach). Soient p : E — R une fonctionnelle
sous-linéaire, F C E un sous-espace vectoriel et g : F — R une fonctionnelle

linéaire tels que g(y) < p(y) pour tout y € F. Alers il existe f € E* lelle

que f(z) < p(z) pour tout = € E et f(y) = g{y) pour tout y € F.
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2.5. Probléemes variationnels. Nous présentons ici des résultats clas-
siques dont la démonstration A partir du principe géométrique, ou de sa
forme analytique, est particulitrement simple.

TuEoREME 11 (Mazur-Schauder). Soient Y un ensemble conveze fermé
non vide dans un espace de Banach réflexif E et ¢ :Y = R une fonction

quasi-conveze s.c.i. telle que @(y) — +oo lorsque ||y|| — 400, y € Y. Alors
{ atteint son minimum sur Y.

Démonstration. Soit G:Y - Y I’application multivoque qui & tout
x € Y associe Pensemble G{(z) = {y € Y | ¢(y) < ¢(z)}. 1 résulte aussitdt
des hypothéses que les ensembles G(z) sont convexes, fermés et bornés, denc
compacts dans E muni de la topologie faible. On vérifie aussi aisément que
G est KKM. D’aprés le principe géométrique, lintersection des Gz}, z €Y,
est non vide, d’ol le théoréme. m

THEOREME 12 (Stampacchia). Soient Y un ensemble convere fermé non
vide dans un espace de Hilberi H et a : H x H — R une Jorme bilinduaire
conlinue et coercitive (i.e. a(y,y)/||y|| — +oo lorsque ll]l = +o0). Alors,
quel que soit &' € H', il existe un unique point yg € Y tel que

a(yo, ¥o — =) < (z',30 — )
Démonstration. La coercitivité de a entrafne que a(y,y) > 0 pour
tout y % 0 dans H : lunicité est donc évidente. Pour établir Iexistence,
nous devons montrer que l'intersection des ensembles G(z) = {y € Y ]
a(y,y — ) < {2,y — x)}, £ € Y, n'est pas vide. On vérifie facilement
que 'application z ++ G(z) de Y dans ¥ est KKM. Par ailleurs, comme
la fonction y + a(y,y) est convexe (car a(y,y) > 0 pour tout ) et s.c.i.,
les ensembles G'(z) sont convexes et fermés; comme a est coercitive, ils sont
bornés. Les ensembles G(z) sont donc convexes compacts dans H muni de
la topologie faible. La conclusion découle du principe géométrique. =

pourfoutz € Y.

Soit Y un sous-ensemble d’un espace de Banach E. Rappelons qu'un
opérateur A : Y — E' est dit monotone si pour tout z,4¥ € Y on a
(Ay) - A(z),y~ ) 2 0.

Le théoréme de Stampacchia se généralise comme suit :

THEOREME 13 (Hartman-Stampacchia). Soient E un espace de Banach
réflexif et Y un sous-ensemble conveze fermé de E avec 0 EY. Soit A:
Y — E' un opérateur monotone, hémicontinu (i.e. la restriction de A & tout
segment de Y est continue) et coercitif (i.e, (Aw), 9)/|lyll = +oo lorsque
lgjl = +oo, y € Y). Alors, il existe yp € Y tel que

(A(wo)s o — 2} <0 pour tout z € Y.

Démonstration. Comme A est coercitif, il existe rq > 0 tel que
(A(y), y) > 0 dés que ||y)| > r¢. Pourr > 4, posons ¥, = {veY ||yl <)

icm

Principe géométrique en analyse conveze 15

Alors, Y, est convexe compact dans E muni de la topologie faible, et les
fonctions f,g: Y, X Y, — R, définies par

flz,9) = (A@W)y— =), g(z,y)={A(z),y - z)
pour (z,y) € Y, x Y,, satisfont les conditions du Théoréme 2 (forme s_maly—
tique du principe géométrique). On en déduit qu’il existe yo € Y, vérifiant

() (A(z),0—2) <0 pour tout z € ¥;..

Soient z quelconque dans ¥; et 0 <t < 1. En faisant =1 +- t(z - %)
dans (+), on trouve {A(yo + t(z — %)), % — z). < 0. Cet_te indgalité reste
vraie lorsque t tend vers 0, car A est hémicontinu. Par suite,

(+#) {A(y), %0 — 2} £ 0 pour tout z € ¥,

En particulier, puisque z = 0 € Y., on a {A(yo),70) < 0, donc, néces-
sairement, ||yo|| £ 7o. o

Soit enfin x quelconque dans Y. Comme ||yo] £ rp < 7, il existe 0 <
t < 1tel que z = o +t(z ~ yo) € ¥;. En portant cette valeur dans (*+),
on voit que (A(%0), yo — x) < 0, d’olt le résultat. =

CoROLLAIRE 13.1 (Browder-Minty). Soit E un espace de Ban’ach réflezif.
Tout opérateur monotone, hémicontinu et coercitif de E dans E' est surjec-
tif.

COROLLAIRE 13.2 (Browder-Goehde-Kirk). Soient Y un ensemble con-
veze fermé borné non vide dans un espace de Hilbert H et f:Y > H une
application continue non-ezpansive (i.e. ||f(:c) - HOIESIEE y[] pour[;totm;
z,y € Y). Supposons que pour tout y €Y .zl eriste un nombre réelt > 0 te
que tf(y) + (1 —t)y € Y. Alors f a un point fize.

Démonstration, Quitte & effectuer une translati(-m, on ?eut toujours
supposer 0 € Y. Identifions # & son dual H', eF Je prhc)flult scalmre’sur’H xH
au produit de dualité sur H' x H. On vérifie alsemeflt que 1 opérateur
A:yvw y— f(y) de Y dans H = H' est monotone hémicontinu. Done,
d’aprés le Théoréme 13, il existe yo € Y tel que {30~ f(¥0), Yo—=z) < 0 pour
tout z € Y. Or, par hypothése, il existe ¢ > .O 'tel que .tf(yo) + (1 — o
appartient & ¥. En portant cette valeur dans Vinégalité c;»dessushon trouve
{yo — f{0), f(wo) — %0} < 0, ce qui montre que Yo est point fixe de f. =

Commentaire. Le Théordme 13 n’est en fait qu’xfn cas particulier du
théoréme de Hartman—Stampacchia : dans celui-ci, l’oper’ateur A est somme
de deux opérateurs, 'un monotone hémicontinu, Pautre (éventuellement non
linéaire) continu de E faible dans E' fort.

2.6. Opérateurs multivogues mazimauz monotones. Soient F un espace

de Banach et A : E — E' un opérateur multivoque. Rappelo?s que A
est dit monotone si (y' —a',y—z) = 0 dés que r' € A(z) et ¥ € Ay),
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et mazimal monotone si, en plus, il est maximal (pour Vinclusion) dans
I’ensemble des opérateurs multivoques monotones de F dans E’. On note

D(A)={y e E| A(y) # 0}.

THEOREME 14. Soit Y un ensemble conveze fermé non vide dans un
espace de Banach réflexif E. Soient A : E — E' etu : E — E' deuz
opérateurs tels que :

(i) A est multivoque monoione et D(A) est contenu dans ¥,
(ii) w est lindaire monotone continu,
(iii) 4l existe wo € D(A) tel que {y € Y
< 0} est borné.
Alors, il exisie yo € Y tel que

SUP i g Afwg) (8 (Y) + ', 7 — wo)

sup {u{w)+2',50 —z) £0 pour tout z € D(A4).
2 EA(x)

Démonstration. Considérons Papplication multivoque & : D(A) —
Y définie par

Gz)={yeY| 512() )(u(y)-{- z',y —z) <0} pour z € D(A).
' EA(z

Les ensembles G(z) sont convexes fermés car, d’aprés (ii), Ta fonction ¥
{(u(y), y) est convexe continue sur Y. D’autre part, (?(z) est borné : c’est
I'hypothése (iii). Montrons que G est KKM. Soit 4o = )7, Az, ot

"
{71, 2.} € D(4) et (Ar,...,2,) € A" L. Pour {(z,y) E1D(A) xY,
posons :

9(z,y) = sup {u{yo) + 2,y —z).
= € A(z)
Comme A est monotone, on a
g(zi,25) + g(x;,2:) <0 pour tout i,5 € [n],
d’ot

k1% n
Z/\z'g(mi,wj) + Z Aig(zj,2:) <0 pour tout § € [n],

=1 i=1

et, puisque y — g{z,y) est convexe,

n
Z Aig(zi, z5) +9{z,%0) S0 pour tout j € [n].

=1

En appliquant les mémes opérations sur ces iﬁéga]jtés {multiplication par
Aj» sommation sur 7, utilisation de la convexité de y — g(x,y)), on arrive &

n . n
Yo Mg@ou) + Y Asa(zi, ) S 0.
i=1 S

g
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Donc, nécessairement g{x;,4) < 0 pour aw moins un point z;. Ceci exprime
que ¥ € | J{G{z;) | ¢ € [n]} et prouve que G est KKM.

Alnsi, les conditions du principe géométrique sont vérifides par GG lorsque
Pon munit E de la topologie faible. D'oit {G(z) | z € D} # @: le théoréme
est démontré, m

Parmi les conséquences du Théoréme 14, citons deux résultats de base
en théorie des opérateurs maximaux monotones :

COROLLAIRE 14.1 (Minty). Sotent E un espace de Banach réflexif et
A E — E' un opérateur multivogue maxzimal monotone tel que D(A) est
borné. Alors A est surjectif.

Démonstration. I suffit clairement de montrer que 0 € A(E). No-
tons ¥ l'enveloppe convexe fermée de D(A). Remarquons que, puisque A
est maximal, D(A) est non vide, donc Y est convexe fermé borné non vide.
(On peut en fait vérifier facilement que si A est maximal monotone, alors
D(A) est convexe fermé non vide, donc Y = D(A).) On déduit du Théoréme
14 (avec u : ¢ — 0) qu'il existe yg € ¥ tel que

(z',z—yw)>0 pour tout z € D(A) et =’ € A(x).
Comme A est maximal monotone, ceci entraine que 0 € A(zn). =
COROLLAIRE 14.2 (Minty). Soient H un espace de Hilbert identifi€ a son

dual H' et A: H — H un opérateur multivoque mazimal monotone. Alors
I+ A est surjectif (I dénote Papplication identique sur H).

Démonstration. Il suffit de montrer que 0 € (J+A)(H). Appliquons
le Théoréme 14 avec Y = E = H et u = I (tout zo dans D(A) vérifie (iii)).
On trouve qu'il existe yo € H vérifiant
(' = (~yo),z — o) = 0 pour tout (z,z') € H x H tel que =’ € A(z).
Comme A est maximal monotone, on en déduit que —yy € A(yo), ¢’est-a-dire
que 0 € Yo + A(0). »
Commentaire. Le Théoréme 14 est un cas particulier du théoréme

de Debrunner—Flor [4], ot u est seulement supposé continu de E faible dans
E' fort (mais pas nécessairement linéaire, ni monotone).
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Ergodic properties of group extensions
of dynamical systems with discrete spectra

by

MIECZYSLAW K. MENTZEN* (Torud)

Abstract. Ergodic gronp extensions of 2 dynamical system: with discrete spectrum
are considered. The elements of the centralizer of such a system are described. The main
result says that each invariant sub-o-algebra is determined by a compact subgroup in the
centralizer of a normal natural factor.

Introduction. In this paper, we shall be concerned with extending the
results of [4] to ergodic isometric extensions of systems with discrete spectra.
We will prove that each such system is a natural factor of an ergodic group
extension and that other theorems of [4] are true in this more general case.

In [4], the structure of invariant sub-o-algebras for ergodic abelian group
extensions of transformations with discrete spectra has been described. The-
orem 3 in [4] says that for any such sub-c-algebra C there exists a compact
subgroup H(C) in the centralizer of a natural factor of the original systemn
such that C consists of exactly those subsets of this natural factor which are
invariant with respect to all elements of H(C). The present paper includes
a generalization of the above result to ergodic nonabelian group extensions
of transformations with discrete spectra.

D. Newton in [5] has proved that each factor map of an ergodic abelian
group extension of a transformation with discrete spectrum which preserves
the base is of the form 5(z,9) = (S, 0.(g)), where § : X X G — G splits into
the product of a map from the base into the group and a continuous group
epimorphism, We will prove that this result is also true in the nonabelian
case. In particular, we will describe all elements in the centralizer of such a
system.,

All results in this paper follow from the specific structure of ergodic
self-joinings of ergodic group extensions of transformations with discrete
spectra. The joinings turn out to be patural, namely, each of them is the
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