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The following lemma is proved in [1].

LEMMA. Let § be a semigroup of words over the- alphabet A. Then if
x, yel'(SN{0}, x(@)=p(@)=0 and x+y=ysx, then lett(suppx)=
lett(suppy), where suppx denotes the support of x and lett{E) denotes the set of
letrers appearing in words from E.

By the Lemma for any commutative subalgebra ¥ of X there is a finite
B < A such that if xe ¥ then suppx < S(B), so |lx| < |x||, < 2°%|x||. This
demonstrates that on commutative subalgebras both topologies coincide, i..
- |l is equivalent to | - ||, . On the other hand, the unit ball of (X, [ - | ) does not
contain any ball of (X, |-1). To see this let {a, a,,...} & 4 and consider
X, ="', 4 . where &, denotes the function equal to 1 at s and O elsewhere.
We have |x,|| =nr"", while |x,[, =2"n"".

2. Ths example (X, |- ) given above provides also a negative solution to
another problem (Problem 16) from [2]:

Suppose that X is a topological algebra and all its commutative subalgeb-
ras are Banach ones. Does it follow that X is a Banach algebra?

In fact, for any commutative subalgebra ¥ of X there is a finite subset B of
A such that if xe Y then suppx = S(B). So {xsX: suppxeS(B)} is a Banach
algebra in |- |-norm. So any commutative closed subalgebra is a Banach

algebra but obviously (X, |- [|) is not a Banach algebra (recall that the set 4 is

infinite).
Moreover, our example (X, { - |) is locally convex, which solves negatively
Problem 15 of [2]. :
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Equivalence et orthogonalité des mesures aléatoires
engendrées par martingales positives homogénes

par

AT HUA FAN (Orsay)

Abstract, A positive homogencous indexed martingale yields an operator which transforms
a measure inio a random measure. We compare the images of a measure by two such operators
and demonstrate that either they arc mutually singular or one is absolutely continuous with respect
1o the other. We also obtain a sufficient condition for one to be LP-integrable with respect to the
other. We give applications of such results to: Riesz products, random coverings, Mandelbrot’s
martingales, exponentiation of Gaussian processes ete.

Introduction, La source du présent travail est le fameux théoréme dichoto-
mique de Kakutani [10]: Soient g, et v, deux probabilités définies sur un
espace mesurable (Q,, #,) (n = 1). Supposons que v, soit absolument continue
par rapport 4 u,. Alors la mesure produit ®v, est soit absolument continue par

rapport & ®p,, soit singuliére par rapport & ®u,, et le premier cas a lieu si et
seulement si

IT §(@v,/dp,)'* du, > 0

ol dv,/du, désigne la dérivée de Radon—Nikodym.

Autour de ce théoréme beaucoup de travaux ont été réalisés dont une
préoccupation majeure est de se dégager de la forte indépendance intervenant
dans les hypothéses du théoréme. Cette indépendance est que les fonctions
dv,/du,, considérées comme des variables définies sur @£, sont indépendantes
par rapport 4 @v, ainsi qu'd ®u,.

Cela est possible comme l'indiquent les produits de Riesz qu’ont étudiés
Brown-Moran 2], Peyriére [13, 14], Kilmer-Saeki [12], et les autres produits
infinis qui ont été &tudiés par Brown-Moran [1], Kanter [11], Ritter [15].

Les mesures dont nous nous préoccupons sont des mesures aléatoires qui se
fabriquent de la fagon que Kahane a décrite dans [7], ce que l'on appelle
multiplication aléatoire, Ce cadre est vaste. On peut y encadrer tous les
problémes suivants: produits de Riesz aléaioires, recouvrements aléatoires,
martingales de Mandelbrot, exponentiations de processus gaussiens etc,
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On se demande quand deux telles measures sont p.s. absolument continues
I'une par rapport a l'autre, quand efles sont p.s. mutuellement singuliéres. On
v répond que la situation est dichotomique si les martingales produisant ces
mesures sont homogénes. L'idée pour démontrer ceci est, fondamentalement,
celle de Kakutani, Un autre ingrédient important pour ce faire esi une
probabilité auxiliaire qui, introduite par Peyriére [9] pour la premiére fois afin
d’étudier les martingales de Mandelbrot, a fait marcher beaucoup de choses

((3], 4], [5], (8D

Voici lPorganisation des matiéres. Au §1 on rappelle briévement la théorie
de multiplication de Kahane, ceci suivic des faits nécessaires pour la
démonstration du théoréme principal que I'on fait au §2. On décrit au §3 une
classe bien générale de martingales homogénes dont la homogénéité n’est autre
que invariance par translation sur un groupe. Le reste traite des applications.
Par exemple, les §§ 4-5 sont consacrés 4 'étude d’opérateurs de Riesz, §6,§7 et
§ 8 sont consacrés respectivement 4 celle de martingales de recouvrement, de
martingales de Mandelbrot et d’exponentiation de processus gaussiens.

§ 1. Préliminaires. Le présent travail a pour cadre la théorie de martingales
positives indexées par un espace localement compact, Rappelons donc tout
d’abord cette théorie de Kahane [7], Précisement dit, on va étudier une classe
de martingales assez générales avant en partage une certaine homogénéité et
comprenant presque toutes celles que l'on a pu rencontrées antérieurement.
A la suite de ce rappel, nous allons faire un bilan des faits bien connus ou
simples & établir qui serviront soit & ’établissement de la continuité absolue ou
de la singularitt mutuelie entre deux mesures, soit a lassurance de la
convergence en moyenne de certaines suites de variables,

On se donne un espace localement compact T et un espace de probabilité
(22, §, P) avec une suite croissante de sous-tribus de §, (§F,)wn- Désignons par
M™*(T) Tensemble de toutes les mesures o-finies positives portées par T.

Considérons une suite de poids
P,=P, () =P,(t,0) (neN, teT, weQ)

ou les fonctions P,(, w) sont boréliennes et positives pour tout o, et sont
indépendantes sur Q. Supposons que

EP,()=1 (¥neN, VieT)
{ce que I'on appelle la condition de normalisation). Posons alors
&) = P,@)P,@) ... P,(1).

Etant donné une mesure oe M*(T), Q,0 désigne la mesure aléatoire dont la
densité par rapport 4 ¢ est Q,,(t). Grice 4 'indépendance et la normalisation, les
Q, forment une martingale (positive). Nous nous intéressons & la limite de la
suite Q,0. Voici des faits fondamentaux dus 4 J-P. Kahane [7].

icm
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PROPOSITION 1 {[7]). Presque stirement la suite Q.0 converge faiblement vers
une mesure aléatoire S.

On notera S = Qo. Alors Q est un opérateur qui transforme des mesures en
mesures aléatoires. Il y a deux cas extrémes: Qo = 0 ps. et EQo = o, Dans le
premier cas on dit que Q est dégénéré sur ¢; dans le deuxiéme on dit que Q agit

pleinement sur o.

ProposiTioN 2 ([7]). L'opérateur EQ est une projection. Ainsi toute mesure
est décomposée d'une fagon unique en somme de deux mesures sur U'une desquelles
Q agit pleinement et sur l'outre Q est dégénéré.

Si pour tout neN la distribution de P,(t, ) ne dépend pas de ¢ (e T), on dit
que (P,)wen st une suite de poids homogénes et la martingale correspondante
(Quhen €St une martingale homogéne. Pour une telle martingale, un outil
puissant est la probabilité de Peyriére que Pon définit maintenant. Soit ¢ une
probabilité vérifiant EQe = . La probabilité de Peyriére associée i Qo est la
probabilité q définie sur Tx Q par

§ fit, 0)da(t, 0) =E [ f(t, ©)dQo(t)
TXQ T
ot f est une fonction positive mesurable, Nous écrirons ainsi E,f pour le
premier membre de I'expression précédente.

PropostTioN 3 ([7]). Si EQo = o et que (Q,)yen st une martingale homogéne,
les P, sont g-indépendantes.

Tout ce que I"on va faire est de comparer deux opérateurs provenant de
deux martingales homogénes. Il est bon ici de préciser le cadre ou on iravaille,
Soient P, et P} deux suites de poids homogénes. Supposons de plus que la suite
de vecteurs P, = (P,, P,) soit indépendante et que la distribution de P, ne
dépende pas de t(eT). On dira tout simplement que P, est une suite de poids
homogéne (& valeurs dans R?). Maintenant on peut indiquer une formule trés
utile dans la suite.

PROPOSITION 4. Soit P, = (P, P} une suite de poids homogéne. Soit ¢ € I} ()
ot ¢ est une probabilité telle que EQ'c = 0. On a

N N
(Fy) Eyo [ fu(Ph Py =[@do- ] EP, f,(P;, P})

n=al n=l .
pour toutes fonctions f,, ..., fy positives, o étant la probabilité de Peyridre
associée 4 Q'

Preuve. Soit Qy, Popérateur provenant des poids P, (m = N +1). D'aprés
la définition de q' et 'homogénéité de P,, on sait que le membre & gauche de
lexpression précédente est égal a

N
[T EP,£,(P,, Py} Ef 0 dQinya.

ne=1
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Or il est clair que si EQ'¢ = ¢ on a aussi EQ'¢o = @g pour toute ¢ el (o),
E Qo = o pour tout NeN; on a donc
E[¢dQmo = [pdo. =

Sous les hypothéses de la proposition précédente on sait en particulier que

les P, = (P,, P}) sont q-indépendants et que pour toute fonction positive f on a

(F,) E, f (P, Pi) = EP,[{Py. P}).

Voici quelques faits connus ou simples qui soit nous serviront comme base
d'idées, soit interviendront dans les raisonnements. Les deux premiers dus
a Kakutani [10] donnent des critéres pour la continuité absolue et la
singularité mutuelle de deux mesures. Le quatriéme offre une identification de
deux mesures aléatoires. Et les deux derniers concernent le calcul de la limite de
certaines martingales. -

PROPOSITION 5. Soit X, une suite de variables LP-intégrables (p =

@ X,=0,EXE<1,
(6) Yozt [1-E(X, X, )PF] < 0,

alors X, converge dans IP, et de plus ¥ .51 | X, — Xy 1llpr < 0.

ProPOSITION 6. Soient ¢ et T deux probabilités. Pour avolr o Lt il faut et il
suffit que pour tout £ > 0, il existe une fonction h non négative mesurable telle que

(j hdo)(Th~" do) < e.

Les preuves sont simples et d'aillevrs explicitées ([10], [12]) sauf pour
p > 1. La méme démarche que pour p = 1 qui est le cas le plus utile s’adapte
bien au cas p > 1. Il faut néanmoins remarquer l'inégalité suivante:

h>0 1-ps.,

(/2P < 14x7—2x"2  B<x<1,p21).
En fait, pour assurer l’appartenanée al’{p>1), on a

PRrOPOSITION 7. Soient p et v deux mesures dans M*(T). Soit 1 < p < . S'il
existe un filtre borné (p,) dans IF(p) tel o, u tend faiblement vers v, on a v e LF(u).

1. Silona
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Prorosition 8. Soient p,, et v, deux mesures aléatoires sur T. Si pour toute -

fonction f continue et bornée | fdu, = [ fdv, ps, on a p, =1, ps.

Prenons une famille dénombrable @ dense dans lespace des fonctions
continues C(T) Selon 'hypothése, p.s. pour toute fe® ona {fdu, = [ f de,
donc u, =v,

PrOPOSITION 9. Soit (F,) une suite croissante de sous-tribus. Si une variable
intégrable X est F, -mesurable, F, étant la tribu engendrée par l'union des #,
(n = 1), alors lim,. E(X|#) = X, au sens de ps. et de L.
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ProrosiTioN 10, Soit F une sous-tribu. Supposons que X, tend vers X dans
1! et que B(X,| ) converge p.s. Alors on alim, ., ., E (X,|#)=E(X|F)dans L.

Nous laissons les vérifications au lecteur.

§2. Critéres d’équivalence et d’orthogonalité. Nous nous intéressons
désormais exclusivement aux martingales homogénes. Supposons que lon ait
deux suites de poids homogénes P, et P qui prodmsent respectivement deux
opérateurs Q" et Q”. Supposons de plus que P, = (P, P)) le soit aussi au sens
de la proposition 4. Sous ces hypothéses on a le théoréme suivant. C'est notre

résultat principal.
Takorime 2.1, Soient p et v deux mesures (probabilités) dans M (1),
(a) Supposons que v <€y et BQu=p. On a

[]E P,P!>0 = Q'v<Qups. et EQ'v=v,

n=1

(b) Les mesures p et v étant quelcongues, on a toujours
o) _
[1E/PyP) =0 = Q"v.Qu ps.
n=1

L'hypothése que les mesures u et v soient des probabilités n'est pas
essentielle. On peut s’en passer grice 4 la o-finitude de p et v

Dans I'énoncé du théoréme on utilise le symbole “u < v pour signifier que
la mesure u est absolument continue par rapport 4 la mesure v, ¢t le symbole
“ply” pour signifier quelles sont mutuellement singuliéres. A propos, si-
gnalons que I'on utilisera le symbole “ve I#(w)” (p = 1) pour dire que la dérivée
de’ Radon-Nikodym de v par rapport 4 u est dans LP(y).

On va diviser la démonstration du théoréme en six lemmes. Les cing
premiers servent plutét a la partie (a), et le sixiéme 4 la partie (b).

Supposons v <€ 4. Soit ¢ la dérivée de v par rapport 4 . Introduisons alors

he=0"0y/Q, (=1).
LemMeE 1, ST EQ u=pu, pour 1 g

E, \/E:;En ==

J=mm+
o étant la probabilité de Peyridre associée 4 Q' .
Preuve. Remarquons que

=0 n(P_';/PJ [ Fi7P,

Jemt 1

€Em<non d

En utilisant la formule (F,) et la condition de normalisation, on obtiendra
'égalité désirée. m '
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Pour les lemmes 2-5 supposons que l'on ait les conditions de (a).
LemME 2. La o'-martingale h, converge dans L'(q).

Preuve. Il est clair que h, est une martingale par rapport a q'. Prenons une
suite sommable de positifs 3, (k = 1). Comme le produit converge, il existe une
suite d’entiers n, < n, <... telle que

[T EJ/PP]>1-8

J=m

pour n>m > n,. Posons alors X, =k, . D’apres le lemme 1 et la derniére
inégalité, on obtient donc

¥ [1-E (X X)) 212 < Y 6,

k1 k21

Ceci, accompagné de la proposition 5 (avec p = 1), monire que la sous-suite X,
converge dans L*(q"). Puisque h, est une martingale positive, cette convergence
de sous-suite impligue celle de la suite entiére. m

Soit alors h, la limite de h, (r = 1).

LemMme 3. I existe une suite n, <n, < ... telle que p.s. h,, converge dans
LNQ' y) vers h,. ' :

Preuve. Selon la demiére preuve et la proposition 5
E Z ”hﬂk_h"kH”L‘(Q‘M) = Z Eq'lhnkwh‘nm 1| < 0,
k21

k=l
d’ot la convergence. Quant 4 la limite, observons que
Eliminf {|h,, —h,|dQ u < liminf Eth,, ~h,|.
k- oo k—+ o0

Donc le lemme 2 nous dit que la limite est h,. =

Soit #, la sous-tribu engendrée par les variables P, P4 (1 < m < n).

LemMME 4. Pour toute fonction bornée [ définie sur T,

lim E({fh,dQ u|#,) = [ fh, dQ's

au sens de Il.

Preuve. L'intégrale, ie. le membre . droite de 'égalité, est une variable
dont l'espérance est majorée par ||f| 4. Ses espérances conditionnelles par
rapport & #, forment alors une martingale convergente dans L. Remarquons
que cette intégrale est mesurable par rapport 4 #,, la tribu engendrée par
lunion des #,. On peut alors utiliser la proposition 8 pour avoir la
conclusion, m

LEMME 5. Pour toute fonction mesurable bornée [ définie sur T,

icm
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E([/h,dQ'u|Z) = | fQilo dp.

Preuve. Appliquant consécutivement les lemmes 3 et 2, on peut changer
l'ordre des espérances et des limites:

E([ fhodQ b #,) = E(lim [ fh,,dQ'

#,) = lim B(f fh,, dQ'u| 7,).

Pour obtenir la deuxiéme égalité, on a utilisé la proposition 10. Or, comme
EQu=1y on a, si n, =n,

E({ fhudQ u|F,) = lim B({fQn [] Pjodu|#) =10 0du. u
m-+ J=mer1
LemME 6. Si le produit dans le théoréme s'annule, on a lim,_, E,/h, =0
(h définie comme avant avec ¢ = 1),
Preuve. Remarquons que \/h, = [1i=1+/P}/P;. D'aprés la proposition
4 on a alors By /b, = [[i<,E/P;P/. u

Faisons maintenant la synthése. Supposons que le produit soit positif,
Daprés les lemmes 4 et 5, pour toute f mesurable bornée on a

lim {fQodu=[fh,dQ p.
Selon la définition de @, cela veut dire

[fdQ o= fh,dQ u.

En vertu de la proposition 8 on s’apergoit que Q" pu = h, Q' u p.s. Encore le
lemme 5, avec le fait que EHfhw dQ' 4| < | |, entraine EQ” po = po. Ainsi
on termine la preuve de (a).

Supposons que le produit sannule. Pour le moment supposons encore
EQ'u =y, EQ"v=1v. Le lemme 6 nous permet alors de dire que

lim E, \/h, = lim Ey\/h; * =0,

h kol

q" et ¢” étant associées respectivement 4 Q'p et O"v. Posons

I, = j\/it;le’y, Jy= [ /bt dQ"v.

En utilisant le lemme de Fatou et I'inégalité de Schwarz on obtient

Eliminf./7,7, < lim inf (B, /F)2 (£ /1) = 0,
@x

n-t oo : H
d’ol le fait que p.s.
liminf1,J, = 0.
i)

Le deuxiéme fait 4 établir est que p.s.

6 ~ Siudin Malhemutica 98.3
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¥Ynzl h, >0 Q'vpp

En effet,
Vvnzl Egh'=

Selon ces deux faits et la proposition 6, on conclut que ps. Q'ul@’v
Considérons maintenant le cas ou u et v sont quelconques. Décomposons-
les: = p, +u,, v=v,+v,, de fagon que

EQuy=py, EQ'v=yv,
Q'u, =0, Q"v, = 0.

Comme Q' p.= p, et 0"v = v,, on peut conclure en utilisant ce que l'on vient
de prouver. g

En ce qui concerne appartenance 4 IF (1 < p < o0} le théoréme suivant est
alors immédiat. Supposons que EQ'y = u et que

(A) [1E/P.P; >0.

n=1

D’aprés le théoréme 2.1(a), opérateur §,: L' (@)~ IL'(q") défini par S,@ = h,
est borné. Bt méme on a la formule suivante:

E(8,0d0u={pdu.

THEOREME 2.2. Supposons que EQ’ u = u et que lon ait (A). Pour que S, soit
un opérateur borné de IP(y) dans IF(q') (1 <p < c0) il faut et il suffit que

(B,) [[ EPZPA " < co.
n=1

En particulier, sous I'hypothése (B)) on a, si ve IP(u), Q"velP(Q' 1) ps.

Preuve. En effet,
Ehf = B[k dQ u=[¢"du [T EPJ*P}7",
i=1

h, &tant définie tout au debui de cette section, Par ld on voit que la condition
(B,) équivaut au fait que la g-martingale h, converge dans IP(q’). w
Remarque. Sous (A), (B,) et velIF(u), a-t-on
E(Q (T < o = E(QT) < w?
. D’aprés I'inégalité de Jensen, on a
E(Qw(T)P < E(1Q/ull?~* [k dQ' 1),

|| désignant la masse totale de la mesure. Selon Tinégalité de Halder, 1é
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membre 4 droite est majoré par
(E 10 1| p)uz- W"[E(j hg, dQ’,u.)”]”".

La question n’est résolue que lorsqu’on a une condition supplémentaire 4 sa
disposition.

§3. Homogénéité provenant de translation. Dans cette section nous
présentons une classe de martingales positives homogénes, dont les homo-
généités se produisent par translation. Parmi cette classe figurent les produits
de Riesz aléatoires généralisés et les martingales de recouvrement, stc.

Soit G un groupe abélien compact avec la mesure de Haar normalisée
dt (= 4). On se donne une suite de fonctions positives intégrables de L'-norme 1;

p,)20 App, [p(tydt=1.
Considérons un espace de probabilité (€2, P), I'espace produit infini de (G, A):
@, P)= (G, ),
Construisons maintenant les poids
P, @) =p,t+w,) @=1)

ou o= (w,)eR. Cela veut dire que I'on translate la n-iéme fonction par le
n-idme élément de @ pour obtenir le n-itme poids. I¥aprés Iinvariance de la
mesure de Haar, on a la normalisation

EP(f)=1 VieG,

et de plus, la répartition ne depend pas de ¢ (EG)
Voici deux exemples.

ExempLE 1 (poids de recouvrement). Soit y, la fonction indicatrice dun
ouvert 0, du groupe . On définit -

1 “Xn(t)

n

p,(t) =

ol ¢, = 0,0, | | signifiant la mesure de Haar.

ExempLE 2 (poids de Riesz). Soit y = (y,)xz1 une suite de caractéres autres
que l'unité du groupe G. Soit & = (a,) une suite de complexes de modules
inférieurs 4 1. Pogons :

pu(t) = 1+ Rea,y,(z).

L’opérateur engendré par ces poids sera appelé opérateur de Riesz, et I'image
d'une mesure par cet. opérateur sera appelé produit de Riesz.. :

.Si (y,) est une suite dissociée ([6]), faisant agir & la mesure de ‘Haar lcs
prodults partiels de ces poids déterministes p,, on obtient le produit de Riesz..
classique. Mais de la fagon aléatoire et transtatoire, decrite comme ci~-dessus,
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on généralise aisément ces produits de Riesz classiques dans deux sens. Le
premier est que pour définir les produits de Riesz aléatoires, on peut relicher
les hypothéses classiques sur les caractéres (“lacunarité des spectres”). Le
deuxiéme est que le produit pourra agir non seulement sur la mesure de Haar
mais aussi sur toutes les autres mesures de dimension assez grande (voir §5).

Un probléme fatal et difficile est de savoir si on peut acquérir de vrais
mesures, i.e. des mesures non nulles. Ceci équivaut 4 la convergence dans L' de
la martingale, On se demande aussi quelles sont les relations entre ces
différentes mesures non nulles. On retournera i ces questions.

Revenons aun cas général. Abandonnant momentanément le probléme de
I'-convergence, nous nous engageons 4 présent dans 1’étude de I"-conver-
gence, m &tant un entier supérieur & 1. Posons

Kifm)(tl’ s m) = ]_—_[ H?ﬂ J'(tl’ e tm) avec

Hm,j(tla sy tm) = j n pj(tk+ t)dt‘
k=1
Introduisens particuliérement
n
Kn(t) = H P;*lﬁj(t)
i=1

ou p,(t) = p,(—1t). Alors pour m =2, on a K¥(t, 5) =
que K, est une fonction positive et paire,

K, (t—s5). Remarquons

TakoreME 3.1. Soit m = 2 un entier. Pour toute ce M™{(G), on a
E([Q,do)" = 0(1) < [...K™(,, ..., t.)de(z,) ... do(t,) = O(1).
En particulier, |
E(anda)z =0{l) & | IK,I(

Quant 4 la If-convergence avec y (3 1) quelconque, on va faire une
conjecture aventurée. Pour ce faire, on introduit 4 partir des poids p, Une autre
suite de poids de renormalisation:

p“”(t) = pwz t}/ypwz
On notera Q‘” la martingale correspondante. On introduit aussi
]
— jl:I p},") * ﬁﬁ”(t).

CONIECTURE. Soit o € M (T). Pour que la martingale {Q,do converge dans
17 il faut et il suffit que la martmgale {QPda converge dans Lz Une condition
necessalre et suﬁ“lsante pour ceci est alors

t—sydo(t)do(s) = O(1).

o)
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[ § ot ~s)dalr)dols) = O(1).

Celte conjecture est confirmée par les poids de recouvrement correspondant
a des intervalles aléaloires sur les groupes T et D = {—1, 1N pour 1 <y < 2.
En effet, d’abord, on s’apergoit que toute suite de poids associée au recouv-
rement s'identific avec toutes ses renormalisations. Ensuite dans ces deux cas, la
I3 -convergence et la L2-convergence se produisent en méme temps, ainsi que la
IF-convergence (tout p 2 1) ([5], chapitre 7).
Traduisons les théorémes 2.1 et 2.2. On se donne deux suites de fonctions
normalisées (p) et (py) définies sur un groupe G, On désigne par O’ et Q" les
deux opéraieurs correspondanis pour lesquels on a

TriorimE 3.2, Solent u et v dans MY(G).
(a) Supposons KOy = pety €u Ona

(1 /g

n=d

dt >0 = Q'va&Qups et EQ"v=wv,
(b) Les mesures u et v élant quelcongues, on a toujours

"['[l j'\/p,,(.! i (Od = 0 = Qv.1Q'u pas.
{c) Supposons gque velF{(u) (1 <p<co) et EQu=pu Si

[l §Jrimmd>o, T i)

nﬂl =
on o Q'velP(Q'1) ps
§ 4. Produits de Riesz. Les produils de Riesz aléatoires ont &té introduits
dans la section précédente par l'exemple 2. Comme le théoréme 3.2 l'indique,

pour savoir la continuité et la singularité de deux produits de Riesz aléatoires
on est ramené 4 calculer l'iniégrale suivante:

JV Rea,y,(6){1+ Reb,y, (1) ds

pr)Trdl < o,

Ia, b, y)=

Le cakeul de cette intégrale dépend fort de la structure du groupe G, On le
verra bien en comparant différents groupes. Néanmoins en ce qui concerne la
singularité on a un critére simple, efficace et uniforme pour tous les groupes.

Tufiorime 4.1, Solent (' et Q" deux opérateurs de Riesz associés d (a, y) el
(b, p) i sy la,=b|* = ot alors pour tout couple de mesures ji et v on a p.s.
Qulgiy .

Preuve. Suivant le théoréme 1.2, on éerit g = py - fiz, ¥ = vy + V3, de sorte
qu@ T L L LT
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EQu =y, Qu,=0 Dps.,
EQ'v, =v,, Q"v;=0 ps.

Il est clair qu’il suffit de montrer que Q'y, 1 Q" v,. Supposons sans perdre la
généralité que u, et v, soient deux probabilités. Soient q' et q” les deux
probabilités associées 4 @'y, et Q”v;. On calcule facilement

Eq'?n(t_{- CU”) = %&n: Eq'(?n(t+wn)_%én)2 =1 m%;anlz,
Eq"?n(t'l_wn) = %En’ Eq”(yn(t_{“wn)-%g;)z = 1 —‘k]bnlz‘

Comme les 7,(t+o,) sont & la fois g-indépendantes et q”-indépendantes, des
que 3 |a,|* est finic on sait que p.s.

Yo, (ra{t+w,)~1%a,) converge Q'u-p.p.
Y o, (y,(t+©,)—%b,) converge Q”v-p.p.

Si Q'u L Q"v est fausse, on en déduit que pour toute suite («,) carré-sommable,
la série Y o,(a,—b,) converge, ce qui entraine une contradiction par le
théoréme de Banach-Steinhaus. m

Lénoncé et la démonstration du théoréme 4.1 ressemblent a ceux de
Peyriére [14], mais dans un contexte différent.

Sur le tore T lintégrale se calcule effectivement ([127). Prenons ye Z\{0}.
Soient Q' et Q" deux opérateurs de Riesz définis par (a,y) et (b, ).

THEOREME 4.2, Soient p et v deux mesures dans M™(T).
{a) Supposons EQ'u=p et v<€p Si la série
2 t—
{1 )
. 2~ ]an - bnl
converge (t, = arg(a,+b,) et s, = arg(a,—b,)), on a EQ"v=v, 0"v<€Q'u ps.
(b) Sila série diverge, pour toute mesure u et toute mesure von a Q"v.L Q' up.s.

Remarque. Au lieu de lexemple 2, on peut envisager sa variante
ci-dessous en considérant les poids p,(t) = 1+ Re{a, ey, (t) (3,&G).

Envisageons maintenant le groupe D = {wl, 1}V, Soit @ =(g,),50 l&
systéme de Walsh. Soient Q' et Q" deux opérateurs de Riesz définis par (a, ®) et
(b, #). Dans ce cas, le théoréme 2.1 se traduit comme suit:

THEOREME 4.3. Soient u et v deux mesures dans M™ (D).
(@) Supposons EQ' =y et v <€ pu. Si lag série
T3/ +a) (1 +b)+/(1~a)(1=b,)

converge, on a EQ"v =y, 0"v < Q'p ps.
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i, (b) Si la série diverge, pour toute mesure ket toute mesure vona Qv .Q'u

La traduction du théoréme 2.2 est laissée au lecteur.

’ §S: Produits de Riesz (suite). Donnons ici quelques critéres de la
dégenérescence et de 'action: pleine de Popérateur de Riesz défini sur T.
Pour un réel a (g < 1), définissons

in

a={ (1 +lalcosx)log{l +|a|cosx)d—x.
0 2n

Envisageons 'opéraieur de Riesz

o0

Qo = [T (1 +Re(a,et+om) go

n=]1
ou ja,| <1 et les A, sont des entiers positifs. Posons
D = liminf— 2 2 T
g log(il"*’ P +/1"+1)

Les 4, satisfont éventuellement

: n
[ogGt o Fh)

THEOREME 5.1. Supposons que supla,| < 1 et que I'on ait (A4,). Si la dimension
de lamesure o(& M (T)) est strictement inférieure & D, l'opérateur Q est dégénéré
sur o.

(4,) o(1).

}’re uve. Supposons que dime < D' < D. D'aprés le théoréme 3 dans [7], il
suffit de montrer qu'il existe deux constantes 0 < h < 1 et C > 0 telles que l'on
ait

Esup(Q,t) < Cjpjt 0>
£33
pour tout intervalle J et un certain n = n(l) dépendant de I.

Il est clair que Ton a [log(1+x)—log(l+y)} = O(lx—3]) si y > —146 ou

x> ~1+448 pour un certain 6 >0, On en déduit que

logQ, (1) ~log @, (s)| = Ot —s| Tody).
=1
Pour I'intervalle I fixé prenons alors lentier n = n(I) tel que Yt (4, < |1|71
<3t dot on a

o

an L
Esup(Q,@)f =0T [ (1+|ad cos:c)"fl--Ji
tef _ [=10 2n .
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quel que soit 0 <k < 1. En remarquant que
(1+a) = (1 +a)(t +(h— Dlog(1+a)+0{(1 — )

on voit que le dernier produit est majoré par
exp[(h—1) ¥, &;+0(r(1—h)].
i=1

Celle-ci est majorée, grice 4 {4,), par O(1)(4, + ... A g ) TP g (] est
assez petite. m

Donnons maintenant un critére dans l'autre sens.
Soit (4,) une suite d’entiers positifs. Pour k > 1 posons

B, = Card{(e)jz1: £,= —1.0, ;) 54, =0; 3le) = k}.
THEOREME 5.2. S'il existe un réel ¢ < 2/r* (r=supla) tel que

(A5) limsup og BY/k < e,

lopérateur Q agit pleinement sur la mesure de Lebesgue, donc sur toutes les
Sfonctions dans L'(de).

Preuve. On sait que pour toute mesure ¢ on a I'égalité suivante:
E(Q,0(M))? = [ [ K,(t—s)do(t)da(s) avec

n

K, (@ = ] (1+3la;l*cos;t).

i=1

Prenons la mesure de Lebesgue. On a

[ K, (t—s)dtds = ﬁ (la e,

j=1
la somme &tant prise sur toutes les (g} << telles que Zsj/lj = (. Le membre
a droite de I'égalité précédente est donc majoré par Y i By(kr?)f. Dlaprés
I'nypothése (A,), ce dernier est contrdlé par une constante ne dépendant pas
de n ®

Regardons un exemple avec 4, = [¢" (g > I réel) et a, =r {0 <r<1),{ ]
désignant la partie entiére du nombre dans les crochets. Comme D > | signifie
que g < ¢f, d'aprés le théoréme 5.1, dans ce cas-14, Uopérateur Q est dégénéré
sur toute mesure.

En revanche, comme B, =0 pour tout £ =1 lors de g =2, d’aprés le
théoréme 5.2 opérateur de Riesz agit pleinement sur la mesure de Lebesgue.

§6. Martingales de recouvrement. Prenons l'exemple 2 introduit av §2.
Considérons le cas ol G =T, 0, =10, [,[. Notons Q I'opérateur correspon-
dant, De méme notons Q' 'autre correspondant 4 une autre suite O/, = J0, I'[,
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TuiorEME 6.1. Soient u, ve M T (T),
(a) Supposons v< et EQu=yu. On a

Slh—hl<o < Qv<Qups et EQy=v.

(b) & et v étant quelcongues,

Yy~ =cc < QviQu p.s.
(c) Supposons que veLP(u) et E{Qu(T)F <o (1 <p<w) On a

Dlhy=bi < o0 = Qvell(Qu) ps.
Prewve. Pour (a) et (b), d’aprés le théordme 2.1 il suffit de calculer

(1= 2, (O} ~ 1) ]2
-f[ T } .

Cette intégrale est égale 4
exp [ —4I~fi|+ 0+ 0]

Tenant compte de 'hypothése sous-jacente que (1) et (I,) sont carré-sommables,
on termine la preuve de (a) et (b).
Pour (c), il suffit de caleuler

e AN MOl
sl

Or elle est égale 4

exp[(p— D, —1)+0UD+00H]  sil, <,
exp [pl,—~L)+ 0B +00D] sil,>1L. =

Au lieu de Q', on va comparer I'opérateur Q avec I'opérateur Q,,, qui est
associé 4 la suite douverts O,, = ]¢,, @,+I[ ou ¢ =(p,) est une suite
d’élements de T.

THEOREME 6.2. Soient w, veM™ (T).
(8) Supposons v€ p el EQues . On a
Ymin(l,, (o)) < oo > Qv <€ Qups. et BQv=v,
(b) u et v dtant quelcongues,
Yomin{l,, lo,)) =0 = Q,v.LQu ps.
(¢) Supposons que velP(u) et EQu=pu (1 <p<o0) Ona
Y min(l, o)) < oo = Q,veIP(Qu) ps.
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§7. Martingales de Mandelbrot. Adoptons les notations de [9]. Soit
O Topérateur défini par une variable W positive d’espérance 1, a laquelle est
associée la fonction convexe suivante: .

o(h) = log, EW*—{(h—1).

Si W admet le moment d’ordre g, on notera QF lopérateur défini sur
M *(T) par la variable renormalisée W, = W4EW?, dont la fonction associse
est @,(h) = ¢(gh)—he{g)

TuEorEME 7.1. Soient p et v deux mesures dans M™(T).

(a) Supposons que v < p et EQu=p On a

olig+ 1) =30(q = Qv < Qu ps et EQv=v.

(b) Les u et v étant quelcongues, on a tOUjours

p(ig+ 1) <iol@ = Q'vL1Qu ps.

{(c) On a QIvel*(Qu) ps. (a=1) dés que

o(3lg+1) =30, o(lg-Datl)<oo.

La démonstration est du simple calcul. Remarquons cependant que grace
a la convexité de ¢ et au fait que @(1) =0, on a toujours

olig+1)) < holg).

Cela implique que si @ est strictement convexe on tombe dans la situation (b);
si @ est linéaire on tombe dans la situation (a), comme c’est fe cas quand

PW=C)=C"", PW=0)=1-C""

On va voir que sauf ce cas extréme la fonction ¢ est toujours strictement
convexe dans son domaine de définition. Autrement dit, on a toujours
singularité sauf ce cas exceptionnel pour lequel on a W, = W pour tout 4.
~ Supposons EW? < co. Posons ©=max(l, g). Envisageons la fonction
W (h) = EW" définie dans la bande 0 < Reh <t du plan complexe. On vérific
qu'elie y est holomorphe. Par conséquent, les seules variables dont les fonctions
associées sont linéaires dans un intervalle sont celles qui ne prennent que deux
yaleurs, dont l'une est zéro.

§8. Exponentiation de processus gaussiens. Considérons la série de Fourier
aléatoire gaussienne

Y a, (& Rey, (6)+ & Tmy, (1)

ol les @, sont des positifs, les &, et &, sont indépendantes de loi N(0, 1) et les 3,
sont des caractéres d’'un groupe compact abélien G.

Si les coefficients satisfont Y, a2 < <o on sait que p.s. la série converge p.p.
(relativement & la mesure de Haar) vers une fonction de L*(de). En fait, on peut
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dire plus. Mais au contraire, si la condition n'est pas satisfaite la série ne
représente ni une fonction ni une mesure de Radon.
Si la condition est violée, au lieu d’étudier la série on va-considérer le poids
exponentiel suivant:
Prolt) = exp[S,e,Rey, (0 +8a,Imy, (1) ~al
et puis un opérateur associé Q,. De méme Q, se définit en fonction d'une autre
suite (h,). En remarquant que :
E/ Pyl = exp[—a,—b,1]
on a
TrtoriMe 8.1, Soient p et v deux mesures dans M1 (G).
(a) Supposons que v<€ et EQu=p On a
Yla, b)Y <0 = Qv <Qu ps. et EQv=1v.

(b) Les p et v dtant guelconques, on a

- 2
L(an-"hn) =00 = Q,JV‘J‘QH# p-s.
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