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Extremale asymptotische Reichweitenbasen
von

CuRrisTOPH KIRFEL (Bergen)

1. Einleitung. Eine Menge von k natiirlichen Zahlen Ay = {1 = a; <
as < ... < ar} C N nennen wir eine Reichweitenbasis oder einfach eine
Basis. Sei n € N, so hat n eine h-Darstellung mit Ay, falls nicht-negative
ganzzahlige Koeffizienten z1, 2o, ..., 2 € Ny existieren, so dafl

k k
n = Zziai und Zzl <h.
i=1 i=1
Ist N die kleinste natiirliche Zahl ohne h-Darstellung, so nennen wir
N — 1 die h-Reichweite, n,(Ax) von Ayg:
np(Ar) = min{n € N | n hat keine h-Darstellung mit A} —1.

Eine Darstellung

k
(1) n= Zeiai
i=1

heilt reguldr, falls aj sooft als moglich vorkommt, a;_1 sooft als moglich in
der Darstellung des Restes n — erag, u.s.w. Die regulare Darstellung von n
ist eindeutig bestimmt und dient uns im folgenden als Ausgangspunkt zur
Erlangung einer beliebigen Darstellung.

Fiir die Basiselemente a; € A, ¢ = 2,3, ..., k, schreiben wir
i-2
(2) a; = Yi—10;—1 — Z ﬂj('l)aj .
j=1

Dabei ist 7,1 = [a;/a;—1], und Z;;zl ﬂj(.i)aj = ~y;_1a;_1 — a; ist die regulére
Darstellung des Restes 7;_1a,-1 — a;. Hierbei bezeichnet [z] die kleinste
ganze Zahl > x € R. Die Darstellung (2) heifit Normalform von Ay.

Sei nun n € N wie in (1) reguldr mit Ay dargestellt, und seien s; € Z,
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i =2,3,...,k, soist

i
M-

k i—2
€ia; + Z S (%’—1%‘—1 —a; — Z 5§Z)aj)
j=1

i=1 i=2
k k
= €i— 8+ 5 - S,B(i) s
= J J J+17;5 i J -
=1 i=j+2

(Hierbei haben wir der Kiirze halber s; = sp41 = 7 = 0 eingefiihrt.)

Mit zj = €; — 85 + 8417 — Dizjio siﬁ](-l), gilt n =37, zja;, und dies
heift die (s2,$3,. .., sk)-Darstellung von n. Wir bezeichnen mit

k
— — (®)
0j =€ —Zj =85 = Sj+17; T Z 8if3;
i=j+2

die Reduktion des j-ten Koeffizienten der Darstellung von n. Auch negative
Reduktionen konnen auftreten. Die Summe der Reduktionen gibt uns den

Gewinn G(s2, 83, ..., s) einer Ersetzung:
k k
G(827837' .. 75k) = ZQ] = Z(e.? - Z]) .
j=1 j=1

2. Extremale asymptotische Reichweitenbasen. Fiir festes k und
h konnen wir nach derjenigen Basis Aj(h) fragen, die unter allen Basen
Ay, die grofite h-Reichweite erzielt. Die Basis Aj(h) braucht allerdings
nicht eindeutig bestimmt zu sein. Wir nennen diese Basen eztremal und
die zugehorigen h-Reichweiten extremale h-Reichweiten:

np(k) = np(A5(h)) = max{n,(Ag) | Ax C N, a3 =1}.

In diesem Artikel beschéftigen wir uns ausschlieBlich mit der Frage der
extremalen Reichweiten, wenn die Elementezahl k£ der Basis eine feste natiir-
liche Zahl ist, und h, also die maximale erlaubte Summandenzahl, gegen
unendlich wéchst. Wir fragen dann nach den Extremalbasen Aj(h) in
Abhéangigkeit von h.

Fir £ = 2 und k£ = 3 ist das Problem der extremalen Reichweiten
vollstéandig gelost, siehe dazu Stohr [13] und Hofmeister [2], [3] und [4]. Fiir
k = 4 kennen wir nur den asymptotischen Wert der extremalen Reichweite
[6], [8] und [9], wahrend wir fiir £ > 5 lediglich untere und obere Schranken
fiir den Reichweitenkoeffizienten kennen (siche [5] fiir k£ = 5).

Die beiden folgenden Schranken fiir die extremale Reichweite stammen
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von Rohrbach [12] und Rédseth [11]
k=11 rn\" _ h+k
o m =S (5) ot < (M)

wobei die schérfere auf Rédseth zuriickgeht. Stohr [13] zeigt sogar, dafl die
angegebene Schranke bereits die richtige GroBenordnung fiir die extremale
Reichweite hat, dal es namlich reelle positive Konstanten ¢, C' € R gibt, so

daf
ni (A5 (h))
4 < SRk
“ =Ty
Man sieht leicht, dafl bei einer Basisfolge Ay (h) — nicht unbedingt eine
Folge von Extremalbasen — mit (4) die einzelnen Basiselemente a; = a;(h)

von der GroBenordnung h/~! sein miissen. D.h. es gibt positive reelle Kon-
stanten a, A € R, so dafl

(5) ah?™' < aj(h) < AW,

<(C mite>1.

Nur solche Basisfolgen kommen bei uns in Betracht. Fir die Groflen v; =
7v;(h) aus der Normalform (2) bedeutet dies, daff es positive Konstanten
v, 1" € R gibt, so dafl

(6) 7h < ;(h) < Th.

Nun ist yja; > a;4+1, und die Koeffizienten e; in einer reguldren Darstellung
(1) miissen daher immer < v, sein. Also

(7) 0<e; <~ <T'h und 0<pY <~ <TIh.
Hofmeister [4] zeigt nun den folgenden

SATz 1 (Hofmeister). Es sei Ag(h) eine Basisfolge mit (4). Dann gilt
fiir die verwendeten (s2,Ss,...,sk)-Ersetzungen von allen h-darstellbaren
Zahlen n € N, daf8 0 < s; < K, fir j = 2,3,...,k, wobei K eine von h
unabhdangige Konstante ist.

Hauptresultat in diesem Artikel ist der folgende
SaTz 2 (Kirfel). Fir feste Elementezahl k existiert der Grenzwert

. np(k)
lim ———=-.
hoo (I k)F
Beweis. Wir betrachten nun eine Folge Aj(h) von Extremalbasen.
Laut Hofmeisters Satz 1 wissen wir bereits, dafl die Anzahl der von dieser
Folge verwendeten (so,ss,...,sk)-Ersetzungen von h unabhingig besch-

rankt sein muf (0 < s; < K). Wir bezeichnen diese Ersetzungen mit
() = (sg), s:(;), e ,s,(j)), i=1,2,...,F.Wir betrachten nun alle moglichen
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Anordnungen der Gewinne G(7(?)) und der Komponentenreduktionen Q§i)
8) Gr') > G(r=))y > ... >0>...> G+,

0;(r) > 0. (r By > > 0> > (7)) Fir j=1,2,... k.

Eine jede solche Anordnung nennen wir wie Braunschédel [1] eine Struktur.

Natiirlich erhalten wir nur endlich viele solche Strukturen Sy, 53, ...,SN.
Wir wéhlen nun eine Teilfolge h,, aus, so dafl
1y, (AR (hm)) nn(Ag(h))
lim ——~f——" =limsup ———~—=1T.
m—o0  (hn, /k)* h—oo  (/K)*
Letzterer existiert wegen (4). Fiir jedes h,, gehort die entsprechende Ex-
tremalbasis A} (hy,) zu einer der genannten Strukturen Si,Ss,...,Sny. Zu

einer dieser Strukturen miissen also unendlich viele Basen Aj (h,,) gehoren.
Diese nennen wir Sy und wahlen eine weitere Teilfolge (A, )ien von
(hm)men aus, so dafl alle A} (h,,,) zu S; gehoren. Der Einfachheit hal-
ber schreiben wir auch fiir diese Teilfolge h,,. Fiir die reguldre Darstellung
der extremalen h,,-Reichweite von Aj (h,,) schreiben wir

np, (AL(hm)) = €k(hm)ag(hm) + k-1 (hm)aj_1(hm) + ... + €1(hm) .
Dann ist
exar,(himy) < nn,, (A (b)) < (ex + 1ag (him,)

< (ex + Dvr—1(hm ) ve—2(hmy) - - - 1 (himy )
und wir haben mit exyg_17k_2...71 einen Ausdruck fiir die extremale
asymptotische Reichweite gefunden.

Nur fithren wir die folgenden zusatzlichen Grofien ggo), j=12...k,
ein, die keiner konkreten Ersetzung entsprechen:

o) =,
o =q; -1, fiir j=23,... k-1,
Q](CO) =&k — 1.

Mit Hilfe dieser Gréflen und der bereits bekannten Komponentenreduk-
tionen bilden wir nun “Schliisselzahlen”, indem wir alle positiven Reduktio-
nen gy) durchlaufen und sie zu reguléren Darstellungen mit A (h,,) auf die
folgende Art und Weise kombinieren:

k
lj * *
Z(gi ) Da; < eray, .

Jj=1

(Eine solche Zahl 1a8t eine Darstellung mit 7(@) nicht zu und ist in gewisser
Weise maximal mit dieser Eigenschaft.) Da nun alle diese Zahlen h,,-
darstellbar sind, konnen wir fiir jede eine Ersetzung 7 finden, die uns die
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Minimaldarstellung gibt, wo die Koeffizientensumme < h,,, sein mufl. Also
Z g(l 2 ) <hp,+9.

Hier sind gglj ) und G(7) lineare Funktionen in unseren Variablen, und die
Grofle §, die den konstanten Termen in der Ungleichung entspricht, ist un-
abhéangig von h beschrénkt, weil hochstens k£ Einheiten von den Schliisselzah-
len herriihren und moglicherweise einige s() auftreten konnen. Fiir jede
Schliisselzahl erhalten wir somit eine Unglelchung

k-1 ko k
Dopivi+ o+ Do 00 S hw+d.

j=1 j=1b=j+2
Das System dieser Ungleichungen zusammen mit (8) bildet dann das zu Sy,

assoziierte Ungleichungssystem. Auch (8) kann als Ungleichungssystem der
Form

qu + Z Z a3 <

j=1b=j+2
aufgefafit werden, wobel (5 wieder eine Konstante darstellt, die unabhéingig
von h,, beschrankt ist.
Wir fithren nun neue Variablen ein:

zj=7/hm, furj=12,...k—1,
(9) T = /b,
w1 =B /h,  fir passende | > k.
R bezeichne ab jetzt die Gesamtzahl der Variablen. Wir konstruieren nun

das sogenannte mit Sy assoziierte reduzierte Ungleichungssystem, indem

wir die fritheren Ungleichungen durch h,, dividieren und die Konstanten

weglassen.  Wir nummerieren die Koeffizienten p;, pg) (b)

passender Weise neu und erhalten

; ¢; und ¢;° in

R R
(10) Zpiivi <1 und Z qix; < 0.
i=1 i=1

Dabei ist zu bemerken, dal es sich bei den Groéflen p; und ¢; durchge-
hend um ganze Zahlen handelt. Da wir bei der Weglassung der Konstanten
moglicherweise die Bedingungen im Ungleichungssystem verscharft haben,
ist gar nicht mehr sicher, ob das reduzierte Ungleichungssystem tiberhaupt
noch Losungen besitzt. Nun ist aber fir alle j = 1,2,...,k — 1 die Zahl
(vj — 1aj(hm) hm-darstellbar, aber keine Ersetzung lidfit sich anwenden.
Deshalb mufl v; — 1 < Ay, gelten, also 7; < 2h,,. Mit demselben Argument
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kann man e, < h,, zeigen. Wegen (7) ist auch 0 < ﬁj(b) <75; =1 < hyy,, und
somit 0 < z; < 2 bei allen unseren Variablen x;, ¢ = 1,2,..., R. Deshalb
finden wir eine Teilfolge (A, )ien von (R, )men, bei der fir alle 1 <i < R
der Grenzwert

existiert. Die beiden Ungleichungen 252:1 pi%i(hm,) < 1+ 6/hy, und
Zfil qi%;(hum,) < 8/hy,, implizieren dann aber

R R
Zpﬁi <1 und Z ¢;T; <0.
i=1 i=1

Also gibt es Punkte in dem Simplex, der sich dem reduzierten Unglei-
chungssystem zuordnen 148t (nicht notwendigerweise im Inneren). Es gilt
sogar

— — . k
T1Ty...Tp = lhm MY2 - Ve—1Ek/ Py, -
— 00

Wir betrachten nun folgende Objektfunktion

k
f(.l‘l,.TQ,...,ZCR) = H.I‘j,
j=1

die der asymptotischen Reichweite entspricht und auf dem Simplex, der zu
dem reduzierten Ungleichungssystem gehort, definiert ist. Da nun dieser
Simplex im Wiirfel 0 < z; < 2, 1 < ¢ < R enthalten ist, und die Nebenbe-
dingungen allesamt nur das “<” Zeichen benutzen, ist die Definitionsmenge
fir f kompakt. Da f stetig ist, konnen wir einen Maximalwert M von f in
einem Punkt z* = (27,23%,...,2%) in unserem Simplex finden. Der Punkt
Z* braucht dabei nicht eindeutig bestimmt zu sein.

Wegen der Existenz der Grenzwerte lim;_.o 2j(hpm,) = limy_o0 vj/hm,
fir alle j = 1,2,...,k — 1, und weil lim;_, o0 g (hyn,) = limy_ o0 €k /hm,,
haben wir
(1) M= f(z1,23,...,2%) 2 T1Ts... T = Hm my,. - A6/ (i, )*

= lim i, (A7 () (o )F =T/

Wir versuchen nun einen rationalen Punkt in unserem Simplex “in der
Niihe” von z* aufzuspiiren. Es ist nicht sofort offensichtlich, wie dies zu
bewerkstelligen ist, da die intuitive Methode, alle Variablen z} zu einer
rationalen Zahl “abzurunden” moglicherweise gegen die Nebenbedingungen
verstoft, weil dort auch negative Koeffizienten auftreten kénnen.

Sei € > 0. Wir werden zeigen, dafl wir fiir festes 6 und K € N zu jedem
h = Kt+§ eine Basis Ay (t) angeben konnen, so dafl bei dieser Basisfolge der
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Vorfaktor vor (h/k)* in der Reichweitenformel > T — 2¢ ist. Wihle §; > 0,
7=12,...,k, so dafl

r; -0, €Q firj=12,...,k,

k

[ -6)>M-e.

j=1
Wir fiihren nun zusétzliche lineare rationale Nebenbedingungen fiir unsere
Variablen ein:

ﬂchx;—dj fﬁrj:1,2,...,k,

und erhalten einen neuen nichtleeren Simplex S, der im ersteren enthalten
ist. Besteht S nur aus einem einzigen Punkt, so hat dieser rationale Koordi-
naten, da er Schnittpunkt von linearen Gleichungen mit ganzzahligen oder
rationalen Koeffizienten ist. Falls zwei Punkte in S enthalten sind, so auch
wegen der Konvexitdt von S deren Verbindungslinie, und wir konnen eine
Variable z; finden, so dal die Projektion des Simplexes auf die x;-Achse
ein Intervall [u;, v;] enthélt, worin wir eine rationale Zahl b; wiahlen konnen.

Siehe dazu Abbildung 1.

X
A

S

Xi

v

u; b; v

Abbildung 1

Wir betrachten nun den Schnitt der Hyperebene x; = b; mit dem Simplex
und fahren induktiv mit dieser Methode fort. So finden wir einen rationalen
Punkt in S, wo x; = b; € Q, fiir alle Indizes j = 1,2,..., R, und

k k
Hl‘j:Hbj>M—€.
j=1 j=1

Mit Hilfe dieses rationalen Punktes werden wir nun die versprochene
Basisfolge konstruieren. Es sei K der kleinste gemeinsame Nenner von by, bs,
...,bgr. Die Basisfolge Ag(t) ist nun folgendermafien definiert:

v =bjKt+1, ﬂ](-b) = b Kt entsprechend der Definition (9).
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Um die zugehorige Reichweite abzuschatzen, miissen wir von dem reduzier-
ten Ungleichungssystem zu einem unreduzierten iibergehen und aus diesem
die Darstellungen der Zahlen unterhalb der Reichweite ableiten. In den For-
meln fiir den Gewinn einer Darstellung fallen nun die konstanten Terme weg
und wir erhalten fiir die tatséchlichen Gewinne G(7) dieselbe Anordnung wie
fiir die reduzierten G(7), da

k k
G(r)=>) (Sj — st Y Sbﬂﬁb))

=1 b=j+2
k k
= (Sj — s (b Kt + 1)+ Y Sbﬁj(b)>
J=1 b=j+2
k k
= Z (— Sj410; Kt + Z Sbﬁj(b)) .
=1 b=j+2

Wir nehmen zunéchst an, dal niemals das Gleichheitszeichen in den
reduzierten Ungleichungen fiir die g;, die wir uns mit Hilfe der b; aus-
gedriickt denken miissen, gilt. Fiir hinreichend grofies ¢ haben wir dann
dieselbe Anordnung der tatséchlichen Reduktionen wie beim reduzierten
System (10).

Betrachte nun eine positive ganze Zahl n < by Ktay(t) mit der reguléren
Darstellung

n=ega(t) + ex_rai_1(t) + ... +e1.
Wir finden dann Indizes [; und [;1, so daf3
Q§lj) >e; > Q§lj+1).

Zwischen der oberen und der unteren p-Schranke liegen natiirlich keine
weiteren o; mehr, was soviel heiflt, dafl die Ersetzung, die bei
Z?zl(gyj )—1)aj (t) die Minimaldarstellung erzeugt, auch bei unserem n ver-
wendet werden kann. Die entsprechende Ungleichung aus dem reduzierten
System besagt

k
Y 5 -G(r) <1,
j=1
was fiir Ag(t) dann bedeutet, daf
k
D 0 —G(r) < Kt+34,
j=1

da die v; Werte ja um eine Einheit erhoht worden sind. Hier ist wieder
0 unabhéngig von t beschrankt. Damit konnen wir also alle ganze Zahlen
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< by Ktay mit hochstens Kt + § Summanden darstellen, weil ja ng) - 1=
v — 1, und Q;O) =7, —1,7=2.3,...,k — 1, die maximalen Koeffizienten
in den reguldren Darstellungen sind.
. .. - . (149 ~(1)41) ..
Sind nun einige der ¢; gleich, gelte z.B. 0; = 0; , dann koénnen
die tatséchlichen Reduktionen g; in umgekehrter Reihenfolge verglichen mit

. (149 (1) +1) .
den reduzierten aus (9) auftreten, also ;" < o™ , da die konstanten

Terme unterschiedlich ausfallen kénnen. Diese Differenz ist aber auf jeden

Fall unabhéngig von ¢ beschrankt. Wurde nun e; zwischen solchen Werten

gewahlt, so benutzen wir fir n die Darstellung des kleineren und erhéhen

die Konstante 4 in Kt 4+ § um den moglicherweise noch fehlenden Betrag.
Aus der Definition von Ag(t) erhalten wir

np(Ak(t)) > b Ktag(t) > bp Ktby_1 Ktag_1(t) > ...
> bpbp_1... by (Kt)".
Setzen wir h = Kt + §, und wahlen wir ¢ so grof}, daf3
(M — &) (Kt/(Kt+8)* > M —2¢,

so erhalten wir

nn(Ag(t))
(h/k)*

Mrose [10] zeigte, daB falls wir eine Basisfolge Ag(t) fiir h = Kt + 6 finden
konnen, wobei d, K € N feste positive ganze Zahlen sind und ¢ die posi-

tiven ganzen Zahlen durchlduft, so da3 die asymptotische h-Reichweite >
(M — 2¢)(h/k)*, dann ist auch

> (M —e)(Kt)(Kt+0))Fk" > (M — 2¢)k* .

(A (R)

Hier erhalten wir also wegen (11)

k koo n(Ag(R))
T —2ek” < (M —2e)k" < hhnl)gf kF
und wir sind fertig, weil die Differenz zwischen
limsup ny, (A5 (h))/(h/E)*  und lihminfnh(A}Z(h))/(h/k)k
h—oo —0o0
kleiner als jede vorgegebene Schranke gemacht werden kann.

Kolsdorf [5] zeigt wie man mit Hilfe der Kuhn—Tucker Bedingungen
entscheiden kann, ob eine gefundene Basisfolge die extremale asymptoti-
sche Reichweite fiir die zugehorige Struktur liefert, was im konkreten Fall
auflerordentlich hilfreich sein kann.

Prof. E. S. Selmer mochte ich hier ganz herzlich fiir die aulerordentlich
griindliche Durchsicht des Artikels und all seine Kommentare zur Kirzung
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sowie zum besseren Verstandnis des Textes aufs wiarmste danken.
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