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1. Introduction. Soient k& un corps de nombres et A son anneau des
entiers. On notera k une cloture algébrique de k. Soit F un polynome
absolument irréductible de k[X,Y] tel que la courbe F(X,Y) = 0 soit de
genre non nul. On sait, d’apreés Siegel [8], qu'il n’existe qu'un nombre fini
de couples (z,y) € A x A tels que F(z,y) = 0. La méthode de Siegel ne
permet pas de déterminer de fagon effective ces couples.

Dans le cas ou F € Z[X,Y] et le genre de la courbe F(X,Y) = 0 est 1,
Baker et Coates [1] ont donné un majorant de la hauteur max{|z|, |y|} des
points entiers de la courbe, explicitement calculable en fonction des coef-
ficients de F. Schmidt [4] a récemment amélioré ce résultat de Baker et
Coates, et I'a étendu a un corps de nombres k quelconque.

Dans ce travail on s’intéresse aux majorations de la hauteur des points
entiers sur des courbes hyperelliptiques. Rappelons qu’une courbe C' sur k
est dite hyperelliptique si son corps de fonctions k(C') contient une fonction f
de degré 2 ([9]); il en résulte que k(C) possede un k(f)-automorphisme 7 tel
que 7 # Id et 72 = Id. Supposons maintenant que la courbe C définie par
F(X,Y) = 0 soit hyperelliptique de genre g > 2. Notons X ’ensemble des
anneaux de valuation discréte de k(C) qui contiennent k et Yo, I’ensemble
des éléments de X' qui se trouvent au-dessus de I’anneau de valuation discrete
de k(X) définie par 1/X.

Considérons ’ensemble V(Q) de valeurs absolues de @, qui contient la
valeur absolue ordinaire et pour tout premier p € Z la valeur absolue |- |,
définie par [p™a/b|, = p~" pour a,b € Z avec (a,b) = 1. Soit V(k) = {|- |, :
v € M(k)} 'ensemble des valeurs absolues de k qui prolongent les éléments
de V(Q). Si @ = (zo,...,2,) est un point de 'espace projectif P"(k) et
v € M(k), on note |x|, = max{|zo|v, ..., |Tn|o}. On appelle la quantité

veM (k)

d'u
v

ou d, sont les degrés locaux, hauteur de x (relativement au corps de
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nombres k) et la quantité
H(x) = Hy(x)"/

ou d est le degré de k, hauteur absolue de x ([7]). Si f € k[Xy,...,X,] on
définit | f|,, Hr(f) et H(f) en termes du vecteur des coefficients de f. Aussi
quand a € k on note Hi(a) = Hi((1,a)).

Dans [7], chap. 8, J.-P. Serre montre que s’il existe V' € Y, tel que
7(V) € Y, le probleme de la recherche d'un majorant effectif pour la
hauteur des couples (z,y) € A x A qui vérifient F(z,y) = 0 peut étre réduit
a 'application de la méthode de Baker. Dans ce travail on calcule un tel
majorant. Plus précisément, on montre le résultat suivant :

THEOREME. Soient N le degré total de F et Dy le discriminant de k.
On suppose qu’il existe V € X tel que (V) € Y. Alors si (z,y) € Ax A
vérifie F(x,y) =0 on a

max{ Hy(x), Hx(y)} < exp{c(d, N)W3~105N3329d2g2g+3}

o1
o(d, N) < BN)P2V NN o gy = Dy H(F)Z 10N
EXEMPLES. 1. Soit F' un polynoéme absolument irréductible de k[X,Y]
tel que F' = Fyio 4+ Fyy1 + F; ou F; est un polynome homogene de degré i
et ¢ > 2. On suppose que la courbe C définie par ’équation F(X,Y) = 0
n’a pas d’autres singularités que le point (0,0) qui est un point multiple
ordinaire. Alors on vérifie facilement que C' est une courbe hyperelliptique
de genre g.
L’automorphisme 7 de k(C) est donné par 'application

X = =XFy(X,Y)/(Fya (X, Y) + Fy (X, Y)),

Y = =Y Fy(X,Y)/(Fg1(X,Y) + Fy(X,Y)) .
Si Fygpy1 = 0on a7(V) =V pour tout V € X ; aussi si les polynomes
Fyi2(X, 1), Fy41(X, 1) ont une racine en commun, il existe V' € X tel que

7(V) = V; par conséquent on peut appliquer le théoreme. Dans les autres
cas la condition du théoreme n’est pas satisfaite.

2. Soit C' la courbe définie par I’équation
V2 = o X" 4 0 XY 4L+ q, XY

oun > 5, a; € k. On suppose que les racines du polynéme ag X" +a; X"+
...+ a, sont deux-a-deux distinctes. L’application X — Y/ X =W Y —
X/Y? =T définit une application birationnelle de la courbe C sur la courbe
définie par I’équation

W2 =a)T"+aT" ' + ...+ a,.
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Donc C est une courbe hyperelliptique de genre g = [(n —1)/2] > 2. Les
points & l'infini de C' sont les points

[ [1,0,0],[1,+/ay,, 0] si ap # 0,
[z, 2] = [1,0,0], 1, £/@n_1,0], 1, +i\/an—1,0] sia, =0

(en coordonnés homogenes). Sauf [1,0, 0], ce sont des points non singuliers.
Notons 7 I'automorphisme de k(C) défini par 'application X — X, Y —
—Y. Dans le cas ou a, # 0, notons V,, V_ les éléments de Y, qui sont
associés aux points [1,£,/a,,0]; alors 7(V) = V_. Dans le cas ot a, = 0
notons Vi, V_, Vi, V' les éléments de Y qui sont associés aux points
[1,£4/an, 0], [1,£i\/a,,0] respectivement. Ona7(Vy) =V_et (V) =V".
Dans tous les cas on peut donc appliquer le théoreme.

Nous utilisons les résultats de [5] et [6] et le théoréme de Riemann—Roch
pour construire une courbe birationnelle & F(X,Y) = 0 d’équation Y =
G(X) telle que les coefficients de G(X7) soient des entiers algébriques d'un
corps de nombres fixé K et que les solutions de F'(X,Y) = 0 en entiers de
k soient déterminées par les solutions de Y> = G(X71) en entiers de K. Une
majoration de la taille des solutions entieres de 1’équation hyperelliptique
([3], théoreme 1) nous permet d’obtenir notre résultat.

2. Lemmes auxiliaires. Soit « € X. On note ord,(f) l'ordre d'une
fonction f € k(C) en u.

LEMME 1. Soit V € X. Alors

(i) si 7(V) =V, il existe f € k(C) tel que ordy (f) = —2 et ord,(f) >0
pour tout u € X — {V'}, B

(ii) si 7(V') # V, il existe f € k(C) tel que ordy (f) = —1, ord (v (f) =
—1 et ord,(f) > 0 pour tout u € X — {V,7(V)}.

Démonstration. Soit L le sous-corps de k(C) fixé par 7. Alors il
existe h € k(C) tel que L = k(h). Si ordy(h) > 0 et si t est un parametre
local en Vonah = ag+ait+... Donc ' = h—ag € V et h/ est un
parametre local en V' N L. De méme si ordy (h) < 0, alors i’ = 1/h est un
parametre local en V' N L. Par conséquent, si 7(V) =V on a ordy (h') = 2,
tandis que si 7(V) # V on a ordy(h’) = 1 et ord.(v)(h') = 1. Posons
f = 1/h'. Comme [k(C) : k(f)] = 2, la fonction f n’a pas d’autres poles
que Vet 7(V).

Soient uy,...,u, € X et p1,...,pr € Z; au diviseur D = Sy pit est
associé le k-espace linéaire suivant :

L(D)={h € k(C) | ordy,(h) > —p;, i=1,...,7, et

ordy(h) >0Vu € X — {ug,...,ur}}.

On note [(D) sa dimension.
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LEMME 2. Posons E=2V siV =7(V) et E=V +7(V) si V #7(V).
Alors l(pE) = p+1 pour p=0,1,...,9 — 1.

Démonstration. D’apres le lemme 1 il existe f € k(C) — k tel que
f € L(E). Alors les fonctions 1, f, ..., f* € L(uE),oup e N, 1 < pu<g-—1,
sont k-linéairement indépendantes. Il en résulte que [(uE) > p+ 1. En
particulier I[((¢ — 1)E) > g.

D’autre part, le théoreme de Riemann—Roch montre que [((¢—1)E+ V')
=g. Onadoncl((¢g—1)E)=get L((g—1)E) = L((g — 1)E 4+ V). Cela
entraine que les fonctions 1, f, ..., f9~! constituent une base de L((g — 1)E).
Alors les fonctions 1, f, ..., f* forment une base de L(uE), d’ou le résultat.

Soient v € M (k) et x un réel positif. Notons
v(z) = {:U si |-, est archimédienne,
1 sinon.
LEMME 3. Soient n € N et u;; € k (1 <14,j <n) avec |u;j|, < A pour
tout v € M (k). Si le systéme

ZuinjZO (z:l,,n)
j=1

a une solution non triviale, alors il existe une solution x1,...,x, € k telle
que

jzjle < A" To((n=1)1)  (=1,...,n)
pour tout v € M(k).

Démonstration. La démonstration est la méme que celle du lemme 2
de [2].

DEFINITIONS. On appelle k-systéme une famille { Ay, },,car(x) de nombres
réels > 1 indexée par M (k), tels que A, = 1 presque pour tout v € M (k)
et A, est un élément du groupe des valeurs de | - |, pour tout v € M(k).
On appelle norme du k-systeme {A, }, e (k) la quantité

N{A} = ] A
veM (k)

LEMME 4. Soit F(X,Y) € k[X,Y] de degré n en Y et de degré total N.
On suppose que F n’a pas de facteur multiple de degré positif en Y. Soit

Z:CLO+(11X+...
une série telle que F(X,Z) = 0. Alors

(i) Le corps K = k(ag,a1,...) engendré sur k par les coefficients de Z
est un corps de nombres et [K : k] < n.
(il) K = k(ag,a1,...,a2,2).
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(iii) I existe un k-systeme { Ay }oemk) tel que
lag|l, < ANTS (s=0,1,2,...)
pour tout v € M (k) et chaque extension de |- |, sur K. On a aussi
Np{A,} < QUNO)SNYd g, (Fysn*N
(iv) Si Di est le discriminant de K on a

D | < NNd(214N6)48dN7’Dk‘nHk(F)48n5N2 _
Pour une démonstration de ce résultat on peut consulter [4], §5.

3. Construction d’une équation hyperelliptique. Soient N le
degré total de FI(X,Y) et n le degré de F(X,Y) en Y. On suppose que X
est une variable et @ une fonction algébrique telle que F(X,®) = 0.

Soient V € Y, tel que 7(V) € X, e l'indice de ramification de V et
Xy = (1/X)Ye. Alors

¢ = iasX‘S,.

S§=S80
La fonction @ a un pole d’ordre < Ne en V; on a donc s > —Ne. En
ajoutant des coefficients nuls on peut poser sy = —Ne.
Posons

&= XYd=a, +ag1 Xv+...

Il en résulte
XDenF(X,¢, Xy V) = 0.

Le polynome F'(U, W) = UNe(+D F(U=¢, UMW) est sans facteur multi-
ple et de degré positif en W. Son degré en W est n et son degré total est
< nN?2. Alors, d’apres le lemme 4, on voit que le corps engendré par les a;,

K = k(asy,asy+1,---), est un corps de nombres, de degré [K : k] < n et de
discriminant majoré par

(3.1) IDic| < (2N)89N" | Dy j» (R8N

Supposons d’abord que 7(V) = V. D’apres le théoreme de Riemann—
Roch, l'espace L((2g + 1)V) est de dimension g + 2. Le théoréeme A2 de [6]
entraine qu’il existe des entiers mq,...,m > 0 tels qu'une base de L((2¢g +
1)V) soit de la forme

Xhg, (1<i<t, 0<h<m).

Comme le diviseur (2¢g + 1)V est rationnel sur K, on déduit du théoreme
B2 de [6] que ¢1,...,9¢: € K(X,®). D’apres le théoréme C2 de [6] le
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développement de g; en V est

[e.e]

9i = Z ais Xy

s=—(2¢g+1)
avec a;s € K; de plus il existe des K-systemes {A,(V)} et {B, (i)}, définis
pour tout v € M(K), tels que

iy < Au(V)* 4V’ B, (i)

et
(3.2) Ng{A,(V)} < (2"NOH(F))ON° desk
(3'3) NK{BU(i)} < (9N4H(F))365N11 degK
Notons fi,..., fg+2 la base de I'espace L((2g + 1)V') et écrivons
fi= Y buXy (i=1,...,9+2).
s=—(2g+1)

On a bjs = aj s4ke, o k < g+ 1. Alors
|bis|v < AU(V)5+4N3+(9+1)nBU (’L = 1’”"9_}_2)

ou B, est le produit des B, (7).

D’apres le théoreme de Riemann-Roch on a [(2gV) = g + 1. Donc il
existe i tel que b _9g—1 # 0. Soit by, _9g—1 # 0; alors ordy (f1) = —2g —1 et
ord,(f1) > 0 pour tout u € X' — {V'}.

Considérons les fonctions

wy =by 29 1f2 — b2 24 1f1, ..y W1 =01, 29 1fgr1 —bgy1,24-1f1-

Il est facile de vérifier que wy,...,wy41 constituent une base de 'espace
L(2gV). Soient

o0
wi= Y wi Xy (i=1,...,9+1).
s=—2g

Alors
(Wil < Ay (V)* 8N +2(o+1n g2y,(9)

Comme [((2g — 1)V) = g, en utilisant le méme procédé on obtient une
base {t1,...,ty} de Pespace L((2g —1)V). Le développement de t; en V est
tz‘: Z tisX‘S/ (Z:l,,g)

s=—2g+1
avec

|tis]o < Ay (V)SHION +lg+n gy, gy
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Le lemme 2 entraine
k=L(V)Z LR2V)=L3V)&...¢ L(2kV)
=L(2k+1)V) < ... C L((29g—2)V)=L((2g — 1)V).

Par suite, en utilisant successivement la méthode précédente on obtient une

base {hi,ha} de L(2V'). Le développement de h; en V est

hi= > hi Xy (i=1,2)

s=—2
avec
hislo < AU(V)s+2g(g+1)n+2g+2N3ngv(gg) '
Sans restreindre la généralité on peut supposer que hy _o # 0; donc ordy (hq)
= —2 et ordy(h1) > 0 pour tout u € X' — {V}.
Les fonctions
lo=1, lLi=hy, la=h% ..., lggr1=h"",
bgta=fi, logys = f1, logra= fihi, ..., lsgps = fih{

sont des éléments de I'espace L((4g+2)V') qui est de dimension 3g+3. Donc
elles sont K-linéairement dépendantes.

Le développement de I; en V' est

[e.e]

L= > Xy (i=0,...,3g+3).

s=—4g—2
Comme (N — 1)(N — 2) > 2g il en résulte que N3 > 2(g + 1)n; donc
29(g+1)n +29T2N3 < 9.2971 N3,
On obtient facilement

i o < Av(V)s+9(29+1)2g_1N3ng(29+1)v(29(29+1)(S +4g +3)%9).

La dépendance linéaire des fonctions I; (i = 1,...,3g + 4) entraine que
le systeme

39+3
Yzl =0 (—4g+2<k<0)
=0

a une solution non triviale dans K. Il résulte alors du lemme 3 qu’il existe
une solution du systeme non triviale xg, ..., r3,43 € K telle que
‘ajj|v < AU(V)27(9+1)(29+1)2971NSB3(9+1)(2g+1)29
— v

XU(239(29+1)(9+1)(49 + 3)69(9+1)(3g +3).
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La fonction 2?563 x;l; n’a pas de poles et s’annule en V'; donc

39+3

7=0

Si w9443 = 0, les fonctions

To+x1hi +...+ $2g+1h39+1 et  xogiofi +Tografihr+.. 4 $39+3f1h? )

si elles ne sont pas nulles, ont pour valuation en V', 4g + 2 et 49 4+ 1 respec-
tivement; c’est impossible. Donc 29443 # 0.
Posons

g
r_ o J
X' =hy, D =2wyg13f1+ w2942+ E Togy3yjhy -
=1

Il résulte de (3.4) que

g g
2 _ 2 Y/ 2 12j
D7 =1wyy,9 — 422943 E 2 XY+ E Tog+3+5X
7=0 j=1

9 9

7z 1541

+ 2%2g42 E Togt3+j X7 + 2T2544 g Togiay i X7T
=1 i=2

9
1542 12g—1
+ 2l‘2g+5 Z 1'29+3+]'X I+ + ...+ 21’39+2$3g+3X g .
=3
Alors on a

2 2g+1 2
P'? =ah, X9 4 ah, X2+ 4 a

CL6 - x%g—i—Z - 4x29+3$0 )
“w
ahyy1 = —4Tog+3Tar—1 + 2T2g42Tagr2rt2 + 2 Z T2g+3+jT2g+2N+2—5
=X
avec p =22 —2si22 —-1<get u=gsi2A—1>g, et
dyy = —ATogiTan + T30 4548 + 2Tog4202g 1342
“w
+2 Z T2g+3+5T2g+3+21—j
J=A+1
avec p=2\A—1si2 <getpu=gsi2A>g(A=1,...,9+1).
Supposons que le polynéme

E(X') = aby X9 +ah, X% + ..+ af
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ait une racine multiple; alors si o1 = g2, ..., 024+1 sont ses racines on a
(P/(X" = 01))* = apgy1 (X' = 03) ... (X' = 02g41).
Les fonctions X' — g; (i =3,...,2g+ 1) ont un seul pole en V; il en résulte

que 9’ /(X' — p1) possede un seul pole en V. De plus ordy (&' /(X' — 01)) =
—2g + 1. D’apres la démonstration du lemme 2 on a
L((29 = 1)V) = L((29 = 2)V) .

Comme @' /(X' — 01) € L((29 —1)V) et &' /(X' — 01) & L((29 — 2)V) on
obtient une contradiction. Donc les racines de E(X’) sont deux-a-deux
distinctes.

Les coefficients de E(X') : ag,al,...,a5,,, sont des éléments de K'; on
a aussi

/ ’ 54(g+1)(29+1)29 7' N® p6(g+1)29(29+1 7(2g+1)°
(a0, - s @by g0 < Ay (V)PHIFDEIHD BOoH1)27 (20 +1) (9720 +1)")

Supposons maintenant que 7(V) # V. Posons Vi = V et Vo = 7(V).
Soit e; I'indice de ramification de V;; notons Xy, = (1/X)"¢ (i = 1,2). On
vérifie, sans peine, que le diviseur (g + 1)V4 + (g + 1)V> est rationnel sur
K. Il résulte comme précédemment qu’il existe des fonctions f1,..., fg4+3 €
K(X,®) qui constituent une base de l’espace L((g + 1)V; + (¢ + 1)V2). Le
développement de f; en V; est

Iy a des K-systemes {A,(V;)} et {B,(1)} (j =1,2, i =1,...,9+ 3) tels
que
Ibisjlo < AU(V],)8+4N3+(Q+1)”BU
ou B, est le produit des B, (i), et
(3.5) Ni{A,(V))} < (2TNOH(F))oN° des K
(3.6) Ni{B,(i)} < (ON*H(F))365N"" desK
D’apres le théoréeme de Riemann—Roch on a
HgVi+ (g +1D)V2) =1l((g+ DVi +gV2) =g+ 2.

Donc il existe 1, iz tels que by, —g—1,1 0 et b, —g—127# 0. Soit b;, _g_12
= bjy,—g—1,1 = 0. Alors on a

OrdV1(fi1 +f12):_(g+1) et OrdV2(fi1 +f12):_(g+1)

On remplace ensuite dans la base 1'élément f;, par f;, + fi,. Alors quitte
a multiplier le majorant de |b;s;|, par v(2) on peut supposer, sans restrein-
dre la généralité, que by _g—1,1 # 0 et by _4_12 # 0. Donc ordy, (f1) =
ordy, (f1) = —g — 1 et ord,(f1) > 0 pour tout u € X' — {V4, V5 }.
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Procédant comme dans le cas précédent et compte tenu du fait que le
lemme 2 implique

G L(g-DVi+(g—1)V2) = L(gVi + (9 — 1)V2) = L((g — )V1 + gV2)

on obtient une base {hy, ho} de L(V; 4 V3) telle que le développement de h;
en V; soit

hi= 3 hisi X5,
s=—1

avec
29+1 1 +29+3N3 29+1 42
[isjlo < AZF (¥ B (27

ou A, = max{A4,(V1), A,(V2)}. On peut prendre hy,_11 # 0 et hy 12 # 0.

Donc ordy, (h1) = ordy,(h1) = —1 et ord,(f1) > 0 pour tout u € X —
{V1,Va}.
On considere les fonctions
lo=1, lLi=hi, ..., lyggq2= h§g+2, lag+s = f1, lag+a = fi,
logis = fik1, ..., lzgrs = fihdTh.

Le développement de I; en V; est

L= Y lLigXy (i=1,....3g+5, j=1.2)
s=—2g+2

et on a
llisj| < Ay (V;)sTI8EHD2NT G220+ 1), (4 (9427 (5 4 2g 4 2)20+1),

Les fonctions I; appartiennent a l'espace L((2g + 2)Vi + (29 + 2)V4) dont
la dimension est [((2g + 2)V1 + (29 + 2)V2) = 3g + 5. Donc ces fonctions

l; (1=0,1,...,3g + 5) sont k-linéairement dépendantes. Par conséquent le
systeme

3g+5 3g+5

Zwilislz(), Zl‘ilisgzo (82—29—2,...,0)

i=0 i=0
possede une solution non triviale dans K. Alors le lemme 3 implique qu’il
existe une solution du systeme non triviale xg,x1,..., 73445 € K telle que

|2y < ALBBg+4)(g+1)27N® p2o ™ (g+1) (3g-+4)

XU(4(Q+2)2(39+4) (29 + 2)(29+1)(3g+4) (3g+4)!).

39+5

Il en résulte que ) ;77 x;l; = 0 avec w514 # 0.
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On pose
g+1 .
X'=hy, & =2wogqaf1 + x2g43+ Z Togta+57
i=1
et on obtient ’équation
D =ah, o X' fah, X+ ag
ol
ap = x§g+3 — 4x2g+4%0
I
CL/2>\—1 = —4x414Tar—1 + 2T2943T2g43+2) + 2 Z T2g+4+;jT2g+4+2XA—j
J=A
avec p =22 —2si22 —-1<g+letpu=g+1si22—-1>g+1, et
m
! 2
agy = —Aograon + 544 44 x +2T2g13T2g4a42) +2 Z L2g+4+5T2g+4422—j
J=A+1
avec p=2A—1si22 <g+letpu=g+1si22>g+1(A=1,...,9+1).
Supposons que le polynéme
E(X') = aby , X"*9? +ah, X9 + .+ qf
ait une racine multiple; alors si o1 = g2, 03, ..., 02442 sont ses racines on a

(@' /(X' = 01))? = ahyro(X = 03) ... (X — 02g42) -
I en résulte que les seuls poles de @' /(X' — p1) se trouvent en V; et V3 et
on a

ordy, (@ /(X' — 01)) = —g  (j =1.2).

Comme ordy, (X' — 01) = =1 (j = 1,2), ordy (X’ — 01) > 0 pour tout
ue X —{Vi,Va} et l(gV1 + gVa) = g+ 1 on en déduit que les fonctions
LX —o1, ..., (X' —01)

constituent une base de 'espace L(gV1 + gV2). Par conséquent il existe
€o,C1,-..,Cq €k tels que

(3.7) /(X' —o)=cot+a(X —o1)+ ...+ (X —01)7.
D’autre part, soit M le sous-espace de L((g + 1)Vi + (g + 1)V2) engendré
par 1,hy,..., k9" Comme I((g+ 1)Vi + (9 + 1)Va) = g + 3 il existe i tel
que f; M. Sii# 1ona
A+ fie g+ Vi + (g +1)Va)

et

ordy;(fr+ fi) ==(g+1) (G =12),

ord,(f1 + fi) >0 pour tout u € X' — {Vq,Va}.
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On peut donc supposer, sans restreindre la généralité, que f; n’est pas une
combinaison linéaire de 1, hq, ... ,h‘{“. La relation (3.7) entraine que f; est
une combinaison linéaire des 1, hq, ..., h?“, ce qui est contradictoire. Donc
les racines de G(X') sont toutes simples.

Les coefficients ag,ay, ..., a5, 5 de E(X') sont des éléments de K; on a

o s |abyyoly < ATFETHDIHNT BTG4 (o), (270 17T

Soit Vi = V5. Alors le degré de la fonction f; est 2g+ 1 et le degré de hy
est 2. Donc [K(C) : K(f1)] =29+ 1 et [K(C) : K(h1)] = 2. On en déduit
que K(C) = K(hy, f1) = K(X',&').

Soit Vi # Vh. Si fi € K(hy) il existe G(T'),H(T) € KI[T] avec
pged (G, H) =1 tels que f1 = G(hy)/H(h1).

Comme

[K(C) : K(f)] = [K(C) : K(h)][K(h1) : K(f1)]

on en déduit que [K(hy) : K(f1)] = g+ 1. Le polynéme irréductible de hy
sur K(f1) est G(T') — f1H(T). Donc max{degG,deg H} = g + 1. D’autre
part, on a

—(g +1) = ordy, (f1) = ordy, (G(h1)/H(h1)) = —deg G +deg H .

Alors deg H = 0. 1II en résulte que f; est une combinaison linéaire de
1,hy, ...,k ce qui n'est pas le cas. Donc fi & K(hi) et on a K(C) =
K(fi,h1) = K(X',®'). Par conséquent les courbes F(X,®) = 0 et ¢'% =
F(X') sont birationnelles sur K.

4. Une équation satisfaite par X’ sur K[X]. Soient uq,...,u,
les éléments de X', et eq,..., e, ses indices de ramification. Soient X,,, =
(1/X)Y/¢ et U; le groupe des e;-iemes racines de 1. Notons

o0
(4.1) Juc = Y, Ys(w)Xy,
S:to(ui)
ou ¢ € U;, le développement de Puiseux de X’ dans le corps des séries
formelles K ((X,,()). Alors X’ est racine du polynéme

PX,T)= J[ (T=bu)=T"+pT" " +...+pn

Ui,ezoo
ceu;

ou p; sont les polynomes élémentaires symétriques en ¥,,c & signe pres.
Alors p; € K(X). Comme les poles de X’ se trouvent & 'infini on déduit
que p; € K[X].

Si V. = 7(V), le seul pdle de la fonction X’ se trouve en V et il est
d’ordre 2; alors on a to(V) = —2 et to(u) =0 pour u # V. Si V # 7(V), les
seuls poles de X’ se trouvent en V et 7(V) et ils sont d’ordre 1; on a donc
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to(V) = —1, to(7(V)) = —1 et to(u) = 0 pour u # V,7(V). Par conséquent
chaque p; contient seulement des puissances de (1/X)* avec u > —2. Donc
p; est un polynome quadratique en X. Soit

2 0
pi= m X =Y m_.(1/X)".
s=0

s=—2

On a
(42) Tj,—s = (_1)Z Z s Z Vs1 (ul)Cfl s sy (ul)CzSL

U1,C1,8150-4,%5,G4, 84
si/e1+...+si/ei=s

ol Ui, ..., u; € Yoo, (5 € Uj et les paires u;, (j sont deux-a-deux distinctes.

Soit u € Y. Etudions d’abord le cas ou 7(V) = V. Considérons la base
{f1,..., fg+2} de Pespace L((2g+1)V). Le théoreme C.2 de [6] entraine que
le développement de Puiseux de f; en u est

o

fi= Z bis(u)XZ

s=—(2g+1)
ou b;s(u) sont des éléments d'un corps de nombres K (u) 2 K; il existe des
K-systemes {A,(u)} et {B,(i)} tels que
(4.3) 1bis(W)]y < Ay(u) TN et (=1, .. g+2)

ou B, est le produit des B,(i); on a aussi des relations analogues a (3.2),
(3.3) le développement de Puiseux de h; en u est

ou his(u) € K(u) et on a
(i ()] < Ay (u)* 27 @ Dne2T VD g ()27 g Dk 27 INE 2T 99

Comme X' = hg pour tout v € M(K) et tout prolongement de |- |, & K(u)
on a

)l < Au(w) 2V C,
ou
C, = A, (V)2 7N B2%4(29)
Soit L un corps de nombres tel que K(u;) C Let Uy C L (i =1,...,7).
Alors pour tout v € M(L) la valeur absolue de chacun des termes de la
somme (4.2) est majorée par
Ay () T20ONT A ()R TN ¢

Onas; > —2siu; =V ets; >0siu; #V. Il en résulte que chaque
partie de la somme sq/e; + ...+ s;/e; est > —2; alors s; < 2e; < 2n. Donc
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la valeur absolue de chacun des termes de la somme (4.2) est majorée par

C"D, ol

T
297210N3¢;
D, = H AU(U,J> E
j=1

Cela entraine
(44) |7Tis|'u < CSDUU((5H2)n) .
Considérons maintenant le cas ot 7(V) # V. Soit {f1,..., fg+3} la base

de l'espace L((g + 1)V + (¢ + 1)7(V)). Le développement de Puiseux de f;
en u est

fi= ) bis(wX;

ou b;s(u) sont des éléments d'un corps de nombres K(u) 2 K. Il existe
un K-systéeme {A4,(u)} vérifiant des relations analogues & (4.3) et (3.5). Le
développement de Puiseux de h; en u est

s=—1
ou h;s(u) € K(u) et on a

|his (U)‘v < Au(U)S+2g(g+1)n+2g+2N3A%g(9+1)”+2g+2Nngg+lU(29+1) '

On procede comme dans le cas o 7(V) = V et on obtient
(4.5) |Tis]o < CTDyv((4n*)™)

ou

T
CU _ A%g—19N3Bg.q+1,U(2g+1) et DU — H Av(uj)29—110N3€j )
j=1

5. L’équation canonique. Supposons d’abord 7(V) = V. Con-
sidérons la quantité

W, = AU(V)29*29N4+54(g+1)(2g+1)29*1N3Bng+6(g+1)(2g+1)29
T
v H AU(uj)Qy—szSejU(27(2g+1)3(295n2)n)_
j=1

Alors {W,} est un K-systeme.
Soient Mo (K) et My(K) les ensembles des indices des valeurs absolues
archimédiennes et non archimédiennes respectivement. Notons

NKJ{WU}: H W’L(}sv7 jZO,OO,
veM; (K)
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ou d, est le degré local de v. Le lemme 4 de [4] entraine qu'il existe un
entier algébrique o € K, a # 0, tel que

(5.1) lal, < W, ' pour tout v € My(K)
et
(5.2) laly < (|Dk|Y2Ngo{W, )48 E  pour tout v € My (K).

Posons
_ 2 / _ 2g+1 19 /
X1 =a%ay,, X", Pr1=a Agg 1P
Alors on a
2 29+1 2
@1 :Xlg +G1Xlg+...+agg+1
ou
= o2ty ri—1 (i=1 2g+1)
ai =™y 105, i=1,...,2¢g .
Comme

lailo = o [uladg 1 lolaggilo < (W5 <1

pour tout v € My(K) il en résulte que les a; (i = 1,...,2g + 1) sont des
entiers algébriques de K.

Considérons le polynéome Q(T) = o"P(T/a). Alors Q(aX’) = 0. Les
coefficients de Q(7T') sont des polynémes quadratiques

¢(X) = a'mg + a'mn X + a'mip X2

Ok est Panneau des entiers de K. Il en résulte que aX’ est un élément
entier sur Og[X]. Comme aay,,; est un entier de K, X est entier sur
Ok[X]. Par conséquent si X, @ sont des entiers de k, alors X7, #; sont des
entiers de K.

Notons f(X;) = Xl2ng1 + a1X129 + ...+ azgt1. Alors

\flo < W29TL(|D | Y2 Nyeo (W, }) 2912/ des K

pour tout v € M (K). Comme les a; (i =1,...,2g+ 1) sont des entiers de
K ona

Hi(f) < [ WP (IDk V2 Nico{ W, }) 20w /dea )
VEMo (K)
< ’DK|29+1 (NK{W'U})4g+2 )
D’autre part, on a

(5.3) Ni{W,} < e1(d, N)Hy (F)%10°(9+2)2 72N

N

ou

Alors |aims|, < 1, pour tout v € My(K). Par conséquent a'm;s € O, olt

er(d, N) < <3N)24-1O3d2N2N18 7
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ce qui donne
(54)  Hi(f) < cald, N)| Dy PoHON Hy (F)>10" Gothlo 220 2N
avec
ea(d, N) < (3N)610%a2" N7
Supposons maintenant 7(V) # V. Considérons la quantité

W, — A29*19N4+36(39+4)(g+1)29N3Bzg+1N+29+3(g+1)(3g+4)
v v v
% H AU(uj)29*110N3ejv(27(zg+1)3(29+14n2)n) .
j=1

Alors {W,} est un K-systeme.
Comme précédemment il existe un entier algébrique o € K, a # 0,
vérifiant des relations analogues a (5.1) et (5.2). Posons
X, = a’29+2a2X/, b = (V a'29+2)29+1a29+2§15/.
Alors on a
@% = X129+2 =+ CL1X2g+1 + ...+ CL29+2
ol
a; = ahy o 0 ayly  (i=1,...,29+2).
Les coeflicients a; sont des entiers algébriques de K. Il résulte aussi que X1
est entier sur O [X]. Donc si X, @ sont des entiers de k, alors X5, ¢, sont
des entiers de K/ = K(V a’29+2).
Notons f(X1) = X292 4 ay X9 |+ agg+2. Alors
[flo < WETH(|Die| /2 Nico{ W, ) o4/ des K

pour tout v € My (K). Comme les a; (i =0,...,2¢9+ 2) sont des entiers de
Kona

Hg(f) < H (W20 (| D |12 N o (W, }) (4000 /des K
VEM oo (K)

< | D292 (N {W, )19+
On a aussi
(5.5) Nic{W,} < c3(d, N)Hy (F)210°2 (g +3)N'"
ou
cs(d, N) < (SN)48-103d2N2N18 '
On en déduit que
(5.6) Hi(f) < ca(d, N)‘Dk|(29+2)NHK(F)5-10429*2(g+1)(g+3)N16
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ou
ca(d, N) < (3N)610%a2" N7

6. Démonstration du théoréme. Nous allons utiliser le résultat
suivant :

THEOREME A. Soient L un corps de nombres de degré \, B l’anneau des
entiers de L et Dy, son discriminant. Soit f(X) un polynéme de L[X] de
degré n ayant au moins trois racines d’ordre impair. Alors si (z,y) € Bx B
est une solution de l’équation Y? = f(X) on a

max{H(x), Hr(y)} < exp{e(A,n)(W}" W™}
ot
2 * *
Wi = D Hp ()", Wa = (log” |D|)*(log”™ HL(f))®
et
c(\n) < 9300A%n2"
(pour z réel positif on note log™ z = max(1, log 2)).

Ceci raffine un résultat de Brindza (Acta Math. Hungar. 44 (1984), 133

139), dans lequel la dépendance de la majoration en A\, n, Dy, et Hy(f) n’est

pas donné explicitement. On peut consulter [3] pour une démonstration du
théoreme A.

Premier cas: 7(V) = V. La fonction X, = a?dh,, X' vérifie 'équa-
tion R(X,T) = 0, ou R(X,T) = (a2a’zg+1)”P(X, T/o’ab,,,). Les coeffi-
cients de R(X,T) sont les mis(aah,, ;)" qui sont des entiers de K. Comme
R(X,T) n’a pas de facteur indépendant de X, pour tout z; le polynéme
R*(X) = R(X,x1) est non nul de degré < 2. Alors pour tout v € M. (K)
on a

|77 < (max Imi,slola?adg q [1) (max(1, [21[5))o(n + 1) .
Si x1 est un entier de K alors les coefficients de R* sont des entiers de K;
on a donc

Hy (R*) < (|Dx "2 Ngc{W,})*" Hc (21)" (n + 1)755 .
Les majorations (3.1) et (5.3) entrainent

Hy(R*) < e5(d, N)|Dk|N2Hk(F)2~104(g+2)29’2N17HK(xl)n
ol
¢5(d, N) < (3N)P10° a2V N
Soit {2 I'application birationnelle de la courbe F/(X,Y") = 0 sur la courbe

@? = f(X;1). Soit (z,y) € A X A un point non singulier sur F(X,Y) = 0;
alors £2(z,y) = (x1,y1) et il en résulte que R(x,z1) = 0; par conséquent on
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a R*(x) = 0. Le lemme 3 de [5] entraine que H(x) < 3H(R*). Alors on a
(z1,91) € Ok x O et
(6.1)  Hg(z) < 3WNes(d, N) | D[N Hyy(F)> 10 0 +22 N 00 yn
D’autre part, le théoreme A entraine
(6.2) Hg(z1) < expicg(d, N)[DI2H g (f)L0004*N?)(2g+1)% "
* * 29+1
x[(log" [ Dk [)* (log™ He (f))]*N ot 4
ou
c(d, N) < 930042 N2 NN
Alors les majorations (3.1), (5.4), (6.1) et (6.2) entrainent le résultat.

Deuxieme cas: 7(V) # V. La fonction X; = ab,,,0*X’ vérifie
Iéquation R(X,T) = 0, ou R(X,T) = (a2a%g+2)"P(X, T/a”ab,,,). Les
coefficients de R(X,T) sont les m;s(c®ay, )" qui sont des entiers de K.
Pour tout z; le polynome R*(X) = R(X,z1) est non nul de degré < 2.
Alors si 1 est un entier de K on a

Hy(R") < (IDk|"2Nic{W,})*" Hi (w1)" (n + 1)98 5 .
Les majorations (3.1) et (5.5) entrainent
HK(R*) < C7(d, N)|Dk|N2Hk(F)3~104(9+3)2972N17HK(xl)n
ou
2
cr(d, N) < (3N)L0742" " N

Soit (x,y) € AXx A un point non singulier sur F'(z,y) = 0; alors 2(z,y) =
(1,y1) et il en résulte que R(x,z1) = 0; donc R*(x) = 0. De plus (z1,y1) €
Ok x Ogr. Comme H(x) < 3H(R*) on conclut que
(6.3)  Hg(z) < 3% er(d, N) Dy N Hy,(F)> 10 032N ()

En utilisant le théoreme A et les majorations (3.1), (5.6) et (6.3) on
obtient le résultat.

Dans le cas ou (x,y) est un point singulier de F(X,Y) = 0 on obtient
d’une fagon élémentaire une meilleure majoration.
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