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1. Introduction. Désignons par P(n) le plus grand facteur premier
de n, avec la convention P(1) = 1, et par f(n) une fonction multiplicative.
Pour x > 1, y > 1 nous posons :

S(z,y) :=={n <z:P(n) <y},

Yp(x,y) =Y f(n), w:=logx/logy.
nes(z,y)
Plusieurs problemes en théorie des nombres nécessitent la connaissance
du comportement asymptotique de ¢f(x,y) (cf. par exemple [7], [9], [11]).
Le cas le plus important concerne la fonction (z,y) := [S(z,y)|. Cette
fonction a été étudiée de maniere approfondie par plusieurs auteurs ([3],
[13], [16], [21]). On pourra aussi se reférer a [24] pour les principaux résul-
tats concernant cette fonction et pour une liste plus complete de références
bibliographiques. Nous mentionnons cependant deux résultats concernant

Y(z,y).
(a) La formule asymptotique de Hildebrand [13],

(1) vle) =sotw 1+ 0 HEC LW ),

valable uniformément dans le domaine
(H:) z>3, exp((logyz)’*t) <y <.

Nous désignons, ici, par g(u) la fonction de Dickman. Elle est définie
comme 'unique solution de I’équation différentielle aux différences avec con-
ditions initiales

u'(u) = —o(u—1)  (u>1),
(1.2) 0 1 (0<u<1),
u)=0 (u <0).
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(b) L’estimation de Saias [21],
(1.3) Y(z,y) = A, y)(1+ O=(Le(y) ),

valable dans le domaine (H.). Avec les notations

[ee]

x u—v)d(y’]-y~Y ¢ & N),
L) g ) TS A AT @)

et
Lc(y) = exp((log y)*/>~*).
Nous citons un autre cas intéressant, celui de la fonction
My = S uln).
neS(z,y)

Améliorant les résultats de Alladi [1] et de Hildebrand [15], Tenenbaum
[26] montre que 1'on peut approcher M (z,y) par une fonction & variations
réguliéres, ce qui permet d’obtenir une majoration non triviale pour le rap-
port | M (z,y)|/¢(z,y). Il démontre, en particulier, que 'on a

(1.5) M(z,y) =z [ w(u—o)M(y")y " dv+O((z,y)L(y) "),
0

uniformémemt dans le domaine
(Ge) z>3, exp((logz)*/°t) <y <
Dans (1.5) nous utilisons la notation
M(x) = p(n),
n<x

et nous désignons par w(u) la fonction de Buchstab. Elle est la solution de
I’équation différentielle aux différences avec conditions initiales

[uw()] =wlu—-1) (2 <u< +00),
(1.6) uw(u) =1 (1<u<2),

w(u) =0 (—oo<u<1).

D’autres fonctions ont été étudiées comme f(n) = p?(n) ([18], [19]);
f(n) = 220 ([2], [5], [15]), ot £2(n) désigne le nombre de facteurs premiers
de lentier n; f(n) = m(n) ([28], [29]) ou 7% (n) désigne le nombre de solutions
en entiers ny,...,ng > 1 de 'équation n = nq ...ny.

Signalons toutefois que dans [29] Xuan estime -, ., Tk(n) lorsque

k est entier en utilisant une méthode élémentaire basée sur la relation 7, =
Tr—1 * 1 et la formule asymptotique de Hildebrand (1.1).
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D’une maniere générale, de Bruijn et van Lint [4] ont estimé s (x,y)
lorsque f est une fonction multiplicative positive satisfaisant aux conditions
suivantes pour une constante positive convenable k :

(1.7) S f(n) ~ a(loga)* ' L{log ) (x — +o),

n<x

ou L désigne une fonction a oscillations lentes, et pour chaque u > 1 fixé

(1.8) > fp)/p~klogu (y— +o0).

y<p<y"

Ils ont établi que
(19)  p(w,y) ~ T(R)u"For(w) Y f(n)  (2:=y" — +00),

n<x

uniformément pour u borné. La fonction g (u) qui apparait dans (1.9) est
la solution continue sur R* de I’équation différentielle aux différences

ugy(u) = (k = Lop(u) — kop(u—1)  (u>1),
(1.10) or(u) = uF~1/ (k) 0<u<l),
or(u) =0 (u <0).

Le comportement asymptotique de gx(u) est aujourd’hui bien connu ([12],
[14], [23]). Dans [23], auteur donne un développement asymptotique de
la fonction gx(u) (kK > 0). Nous utilisons a cette fin une technique basée
sur la méthode classique du point selle. Cette technique, développée ces
derniéres années, a permis de résoudre plusieurs problemes d’arithmétique et
d’améliorer un certain nombre de résultats ([24], [25]). C’est par cette méme
technique que nous nous proposons d’estimer ¢¢(z, y) lorsque f répond aux
conditions (1.18).

Soit z un nombre complexe et ((s) la fonction de Riemann; on définit la
fonction arithmetique 7, (n) (fonction de Piltz) par I'identité

C(s)* := Z .(n)n™°  (Res > 1),

et on pose

S.(z) = Z .(n) (x>2).

Dans [22], Selberg donne une formule asymptotique pour la fonction S, (x),
a savoir

(1.11) S.(z) = ——

I'(z)

valable uniformément, pour A > 0, dans le domaine |z| < A, x > 2.

(log z)*~' 4+ O(z(log z)*~?),
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Du théoreme de Selberg, on peut déduire une estimation de la fonction
sommatoire de toute fonction multiplicative dont la série de Dirichlet se
comporte, au voisinage de s = 1, comme une puissance de ((s) (cf. [24],
théoreme I11.5.5). On a le résultat suivant :

(1.12) Z f(n) = Crz(logx)*~! + O(z(log z)*~?),

valable pour |z] < A, =z > 2, ou f(n) est une fonction multiplicative
répondant aux conditions

J=Taxh,
h(m) N
(1.13) Z —(logm)™ converge absolument en s = 1
m>1
pour N < [|z|]] +3
avec
(1.14) Cy = Z h(m)/m.

m>1

Le but de ce travail est d’estimer Sk(2,y) = >, c5(s,) Tr(n), lorsque
k est un réel strictement positif fixé. Nous en déduirons une évaluation
de Y¢(x,y) dans le cas ou f est une fonction multiplicative satisfaisant a
certaines conditions que nous expliciterons plus loin. Nous étendrons ainsi
le champ de validité du résultat de Xuan [29].

Pour tout réel v # 1, on définit {(v) comme l'unique solution non nulle
de I’équation

et =1+ v¢(v),

avec la convention £(1) = 0.

La fonction gk (u) est définie par (1.10) et on désigne par zj (u) la solution
de I’équation différentielle aux différences

uzp(u) = —kzp(u—1)  (u>1),
(1.15) zp(u) =1 (0<u<1),
zp(u) =0 (u <0).
On verra qu’en fait gi(u) est la primitive fractionnaire d’ordre k — 1 de
la distribution d¢ + 2z, ou dg est la mesure de Dirac en zéro.
Le théoreme 1 donne une estimation asymptotique de Sk (z,y) qui géné-
ralise (1.1).
THEOREME 1. Soient € > 0, k > 0. Posons
1+ (&(u 1
By(a,) = LW 3
logy (logy)
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On a

(1.16) Si(w,y) = x(logy)*  or(u)(1 + O(Ex(z,y))),

uniformément dans le domaine

(He) >3, exp((logyz)®/3t) <y <ua.
Le théoréme 2 est une estimation du type (1.3) et (1.5).

THEOREME 2. Soiente >0, k> 0. On a
(1.17) Sz, y) =2 [ zr(u—v)d(Sk(y)y") 1+ O(Le(y) ™)),
0

uniformément dans le domaine
(Geo) >3, exp((logz)?/5+%) <y < z.
Nous étendons ainsi le champ de validité d’un résultat de Hazlewood

[10], tout en améliorant le terme d’erreur.
Enfin, le théoréme 3 traite le cas d’une fonction multiplicative vérifiant

(f:Tk:*ha

h(m _
S ML Rt y) = L)
(1.18) o m
P(m)<y

logt
| () 022029

THEOREME 3. Soient € > 0, k > 0. Pour f vérifiant (1.18) et avec la
notation (1.14), on a

(1.19) Vy(x,y) = Cra(logy)* ok (u) (1 + O(By(z,y))),

uniformément dans le domaine (H.).

L’auteur remercie G. Tenenbaum pour ’aide qu’il lui a apportée dans
I’élaboration de ce travail.

2. Notations. Dans ce qui suit nous utilisons les notations suivantes.
La lettre k dénote un réel strictement positif.
On désigne par s un nombre complexe, les réels o et ¢ étant implicitement
définis par
s =0 +1it.
Pour s € C\ [0,+oc[, on note log s la valeur principale du logarithme
en s.
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Pour y > 1, on pose

e d
)t =T[A-p)7"  ei(s,y) = 75 08 ¢(s,y).
P<y
Pour v > 1, on note £(v) I"unique solution de ’équation
e&(v) —-1= Uf(’U),

avec la convention £(1) = 0, et, lorsqu’aucune confusion n’est & craindre, on
pose

§:=&(u/k).
On pose, pour tout nombre complexe s,

s

I(s) := fev_ldv,

avec la notation

(2.1) oy = KIV(E)  (j > 0).

La fonction f(s) désigne la transformée de Laplace de la fonction f, soit

[ee]

fls):= [ etf(t)dt.

0
Le réel « est défini par

a:=1-¢/logy.
Enfin, on pose pour tout £ > 0

Le(y) := exp((logy)*°~%)  (y>1).
3. Lemmes. Nous établissons tout d’abord certains résultats qui nous
serons utiles par la suite.

LEMME 3.1. (i) Soient ¢ > 0, k > 0. Pour y > yo(e, k), o0 > 1 —
(logy)~/>7¢, [t| < Le(y), on a

(3:1)  ((s,9)" = (logy)"((s = 1)¢()*r((s — 1) logy)(1 + O(Le(y) ™).
(ii) En particulier, pour a =1 —¢&/logy, 1 <u < L.(y), on a

(3.2) clan)t = ogy)'er+n (14 0 L)),

Démonstration. (i) Nous savons d’apreés [12] que
(3-3) or(s) = exp(ky + kI(=s)).
Puisque g1 = g, on en déduit
(3.4) on(s) = a(s)~.
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Le point (i) est une conséquence immédiate de (3.4) et du lemme I11.5.9.1
de [24].

(ii) La condition 1 < u < L.(y) nous permet d’appliquer (3.1) avec
s =a. Il vient

((a,y)* = (logy)*((a = 1)¢(@)*Br((a = D 1ogy) (1 + O(Le(y) ™))
Or
(@ —1)¢(e) =1+ O(la —1]) = 1+ O(|¢]/ log y).
La formule (3.2) en découle, compte tenu de (3.3), o étant donné par (2.1)
avec 7 = 0.
Le lemme suivant, prouvé par Fouvry et Tenenbaum (cf. le lemme 6.1

de [8]) permet une estimation de pg(s).

LEMME 3.2. Pour s € C\ ]|—00,0], k>0, on a

(35) k() = 5 xp(—h3(5))

0l NOUS AGVONS Posé

)= [ ©

s+wv
by +

On déduit de la formule (3.5) et de la majoration
I(s) < et

;<1+o(ij>> (It] > ),

i (1 " O<|t+|g|>> (1t > max(e= o))

Nous rappelons enfin deux résultats prouvés dans [23] (lemmes 4.10, 4.11
et théoreme 1).

que

(3.6)  orl(s) =

LEMME 3.3. Pour k > 0, u > max(1,k), s=—§+it,t € R, on a

2
exp ( ky+ o0 — ?02 ([t] <),
(3.7) ok(s) <

u
LEMME 3.4. Soit k un entier > 0 et € > 0. On a uniformément pour
u>1,k>e &=E(u/k)
ek’y‘f’UO*uE

‘iﬁiifa+OAW+krU»

(3.8) or(u) =
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Une formule asymptotique d’ordre arbitrairement grand étendant (3.8)
est établie dans [23].

D’apres le lemme 4.2 de [23], on a gx(v) > 0 pour tout v > 0. II suit,
compte tenu des estimations og ~ u et & ~ log(u/k), valables pour u > k
(cf. [23], lemmes 4.4 et 4.3), et de Pexpression (3.8)

(3.9) or(u) >u™  (u>1).

Nous démontrons a présent quelques lemmes utiles a la preuve des thé-
oremes 1, 2, 3.

LEMME 3.5. Pour s = —§+it, 1 <u <k, ona
(3.10) 0k(s) = Ok(1).

Démonstration. D’apres le lemme 4.3 de [23] on a —¢ < k/u < k
pour u > 1, de plus gx(v) > 0 pour v > 0. Il suit pour 0 = —¢

) =] [ e o] < [ on(v)et dv = pi(—k),
0 0

d’ot (3.10).

LEMME 3.6. Soient ¢ > 0 et k > 0. Poury > 2, a = 1—&/logy,
1<u<LAy), ona

(3.11)  2%(«, y)k

— 2(log y) op (1) (271) /2 <1 0. <11;g|§| + log(11+ u)>)

Démonstration. L’évaluation (3.11) découle facilement de (3.2),
(3.8) et de l'estimation

S (RS, \ B

prouvée dans [23], lemme 4.5.

LEMME 3.7. Soient € > 0 et k > 0. Poury > yo(e, k), 1 <u < L.(y),
T = Loja(y), on a

T\ —
(3.12) Y ’;fa) ek 2o (u)Le(y) ™"
llog (x/n)|<T~1/?
P(n)<y

Démonstration. La démonstration est essentiellement identique a
celle du lemme I11.5.9.4 de [24].
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Désignons par Rp le membre de gauche de (3.12). On considére en
premier lieu le cas

(3.13) u > (logy)3/572/3,

On introduit alors la fonction de poids

(1/2)tVT

dont la transformée de Fourier est donnée par

X —imax — v
X(U)—ﬁ (1—[v|/VT, 0).

11 suit
(N
Ry <a® ];L(a)x(log(m/n))

n>1

P(n)<y

< Z Tk(n)(x) fj{(v)ewﬁlog(z/”)dv.

n>1 n R

P(n)<y

Le changement de variable w = vv/T nous permet d’écrire

1 - 1
(314) RT < = f <1 — ’;—ZZU_‘|>C(CV + iw7y)kxa+lw dw < T(II + 1'2)7
|lw]<T

ou I et I correspondent aux domaines d’intégration respectifs |w| < T2
TYV?2 < |w| <T.

On a clairement [; < 2%((«, y)kT1/2, ce qui implique, compte tenu de
(3.11), que

(3.15) I < z(logy)* or(u)vVuTY? < zop(u)T3/*
Estimons I5. On a

L <z® max [¢(a+iw,y)"|T.
TV2<w<T

En appliquant (3.1) avec s = a + 4w, on obtient
C(s,9)" < ¢(5)"((s — 1) log y) 21 ((s — 1) log y).
Pour w > T'/2, on a bien |wlogy| > 1 + u¢. 11 suit grace & (3.6)
C(s,9)" < ¢(s)" < (log T)".
Ainsi on peut écrire

I, < 2°T(log T)* < ze™"*T(log T)".
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Il résulte de (3.8), (3.13) et de l'estimation o9 ~ u (cf. lemme 4.4 de [23])
que

(3.16) Iy < wog(u)Le(y) ' T.

En reportant (3.15) et (3.16) dans (3.14), on obtient

Rr <« a:gk(u)Ls(y)_l,

ce qui est de 'ordre requis.
Considérons a présent le cas

(3.17) u < (logy)3/572/3,
D’apres l'inégalité de Cauchy—-Schwarz on a

Rp <[> (mk(n))? > 1.

n<2z |log (z/n)|<T—1/2

On déduit de (1.12) et de la majoration triviale >, (,/ny <7 1 < 2/T que

Ry < z(log CL‘)(k2_1)/2T_1/4.

Par ailleurs la fonction g (u) est strictement positive pour v > 0. Il suit, en
tenant compte de (3.9),

Ry < wop(w)u® T~ 4 (log 2)®*~D/? < wop(u)Le (y) .
Le lemme est ainsi établi.
LEMME 3.8. Soit zi(u) la fonction définie par (1.15). Alors on a

(i) zx(u) est continue en tout point u # 0 et posséde une discontinuité
de premiere espéce en u = 0. On peut la prolonger par continuité a droite
sur R. De plus, elle est dérivable en tout point u #£ 0, 1.

(ii) zj,(u) admet une discontinuité de premiére espéce en uw = 1 et on
peut la prolonger par continuité a droite sur R. FElle est dérivable en tout
point u # 0,1,2; et la fonction z(u) posséde une discontinuité de premiére
espece en u = 1,2.

De plus on a

(3.18) or(u) = T <uk_1 + f 2h(u — v)oh? dv) (u > 0).
0

Démonstration. Le point (i) découle aisément de (1.15).
Montrons (ii). On déduit de (1.15) que 'on a

uzp(u) = —kz(u—1)  (u>0, u#1),
2, (u) =0 (0<u<1).

(%)
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Il en résulte que z;,(u) possede une discontinuité de premiere espece en u = 1,
et on peut la prolonger par continuité a droite sur R. De plus on peut écrire,
d’apres (%), que 2, (u) est dérivable pour tout u # 0,1, 2 et que 'on a
" wefl(u) = —kzp(u—1) = ) (u>1, u#2),

kk

2 (u) =0 0<u<l).
11 suit que z;/(u) possede une discontinuité de premiere espece en u = 1,2
et on peut la prolonger par continuité a droite.

Montrons (3.18). Lorsque 0< u< 1 on a z,(u —v)=0 (0<v< u), donc

L(uk_l + iz/ (u —v)oh? dv) = u! = ox(u)
0 J 0 |

Supposons u > 1 et posons

flu) == uPt 4 fzfc(u — )P do.
0

Remarquons que l'intégrale est convergente pour k > 0. De plus on a
d’apres (ii)

fl(u) = (k—1)uf2 + jfzg(u — o)y — k(u — 1) (u> 1),
0

ou le dernier terme provient de la discontinuité de z; (u) en w = 1. En
multipliant par u, on obtient

wf'(u) = (k- DuF~1 + f (u —v) 2y (u — v)o"t dv
0
+ f 2} (u — v)oF dv — ku(u — 1)1,
0
Or, d’apres (x), on a

u

VP dz)(u —v) = [Pz (u— )Y —k f 2 (u— v)o*t do
0

=— ffukzg(u—v) dv + k(u — 1)",
0

Il suit

uf'(u) = (k — Duf~! - f (kzjp(u — 1 —v) + 2}, (u — v))o* L dv
0

+k f Zp(u — )" dv + k(u — 1P — ku(u — 1)F71,
0
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ou l'on a tenu compte de (xx). D’ou

wf'(u) = (k — DuF~t + (k= 1) f 2 (u —v)o* L dv

—k f Zi(u—1—v)wdo — k(u— 1)1
0

=(k-1f(u) = kf(u—1).
Sachant que
I'(k)f(u) = ok(u) (0 <u<1),
on en déduit que cette relation persiste pour tout u > 0, d’ou (3.18).
LEMME 3.9. Pourk >0, s=0c+it, 0 >0, on a
(3.19) sP0r(s) = sZk(s) = 14 Z(s).

Démonstration. Posons
_ [k (v=0),
g<”)_{o (v < 0).
Pour £ > 0, on a
(3.20) g(s) =s".
On déduit de la formule (3.18) et du lemme 3.8 que
or(u) = g(u) + (2, * g)(u)  (u>0).

D’aprés le lemme 3 de [17], on a 2} (u) < u¢. Il suit que [~ e "2 (u) du
converge pour ¢ > 0. Le théoreme de convolution nous permet alors d’écrire
ok(s) =g(s)(L+Z(s)) (o €RY).

Le lemme en découle, compte tenu de (3.20).

Avant d’énoncer le lemme suivant, nous introduisons quelques notations
supplémentaires. On pose pour £ > 0 fixé

9= {51 0(t) > 1—¢/(log(1 + [f))) 29/},

ou ¢ est une constante suffisamment petite pour que ((s) n’ait aucun zéro
o + it tel que o > o(t) (cf. [6]);

T := L./2(y),

Tp est Uintersection de la droite o = « avec la courbe o = o(t),

k:=1+1/logx,

T1 = Lg/g(x),

Z est le chemin symétrique par rapport a ’axe réel dont la partie supé-
rieure est constituée des arcs I, Iy, I3, Iy définis respectivement par

I ={a+it: T <t <Tp},
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Dy:={o(t)+it: Ty <t <Ti},
I's:={o+il1 : 0(Th) <0 <K},
={k+it: Ty <t}.
LEMME 3.10. Soit 0 < & < 1. Pour k>0, u < L.(y), on a

(3.21) f ((s —ds < wLepa(x) ™" + wor(u)Le(y)

En particulier, dans le domaine (G¢), la majoration précédente est
(3.22) < zop(u)Le(y) L.

Démonstration. D’apres la majoration classique (cf. [24], théoréme
11.3.7)

C(s)F < (log(1+ [t)* (0 >1—c/(log(1 + [t]))ZF)/3),

f C(s)* % ds < x*(log Tp)* 1.

Lorsque u > (log y)3/5_2€/3, on a, compte tenu du lemme 3.4,

xz(log T)'“+1 < $Qk(u)L5(y)_1.

)3/5=2¢/3 " on peut écrire

et Sas= [ oS
Iy w

ol W est le chemin orienté formé des segments

a+iT, k +iT), [k+iT, k+iTy), [a+iTy, k+ iTy).

Lorsque u < (logy

Il suit

g
lﬂf ¢(s) s ds<<x + Zn’“ 1+T|log(a:/n)\)
11 découle de (3.9) que le premier terme du membre de droite de 'estimation
précédente est < zoy(u)L:(y) '
On estime la somme de l'expression précédente comme dans le lemme
I11.5.9.4 de [24], en considérant séparément les cas |z — n| < 2T~/ et
|z —n| > 2T~Y% On a

z" Z ne(1+ ;ji(?)lg) (z/n)|) < 2T < ka(st(y)il,

|z—n|>xT—1/4

ou 'on a tenu compte de (3.9).
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De plus, on peut écrire grace a l'inégalité de Cauchy—Schwarz

(3.23) o~ Y 7i(n)

|z —n|<aT—1/4 n#(1+Tllog (z/n)[)

Yo mm)r Y1

n<2x |z—n|<zT—1/4

< w(logz)F 2TV « gy (u) Le(y) !
d’apres (3.9).

Ainsi on a bien

[ <) % ds < wor(u)Le(y) ™.

Iy

L’intégrale sur I est donc bien de ’ordre requis.
Estimons l'intégrale sur I'>. La fonction o(t) étant croissante, on peut
écrire
f C(s)" T ds < 27T (log Ty ) < xLcso(z)™"
s

On obtient similairement

;L‘S

f C(S)k ? ds < SC(Ing)kL€/3($)_1 < xL€/2($)_1

Enfin, pour estimer l'intégrale sur Iy, on écrit

f C(s)F = ds Lw Z o -I—Tl\log @)l < xLeya(a)™,

ol nous avons procédé comme pour la preuve de (3.23).
Le lemme est ainsi établi.

4. Démonstration du théoréme 1. Nous établissons la proposi-
tion suivante. Nous verrons qu’associée aux lemmes 3.6 et 3.7, elle permet
d’établir facilement le théoreme 1.

PROPOSITION 4.1. Soit 0 < ¢ < 1. Pour k € RY — {1}, y > yo(e, k),
s=a+it, on a

a+i/2

@y o= [ )t *ds—x(logy) “ox(u)(1 + O(Ex(x,y))),
a—i/2

uniformément dans le domaine (He).
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Démonstration. Notons K(u) le membre de gauche de (4.1), et
posons

F(s):=s(s—1)((s))*F — 1.
D’apres le lemme 3.1 on a

a+i/2

o <logy>’fak<<s—1>logy><1+F<s>+o(<<s’y>’“)>xsd8,

K(“) B a—if2 L£/2<y)

On déduit aisément de (3.2) que la contribution du terme d’erreur a l'inté-
grale est

(4.2) < 2, y) " Leya(y) ™" < o (u)Le(y) ™",

ce qui est bien de l'ordre requis. Ainsi, lorsqu’on effectue le changement de
variable (s — 1)logy = v := 3 + it, on obtient

(13)  K(u) = 2(logy)* (K (u) + Ka(w)) + O(wox(u) Lo(y) ™),
avec ) i
Ki(u) := %in f or(v)e"’ dv,
< oz )2
Ks(u) := % f ok (v)F (1 +v/logy)e* dv,

It|<(log )/2

K (u) constitue le terme principal de (4.1).
Nous traiterons Ks(u) comme un terme d’erreur.

Estimation de Ki(u). La fonction gg(u) est unimodale pour k£ > 1 et
strictement décroissante pour £ < 1. De plus l'intégrale fooo or(v)e Y dv
converge sur toute droite s = o + it. On peut donc appliquer le théoreme
d’inversion de Laplace et écrire

—&+ioco

. 1 bl uv 1 o} uv
Ki(u) = % _5:{;0 ok(v)e™” dv — % 51—1 ok(v)e™” dv,
[t]>(log y)/2
soit
(4.4) Ki(u) = ok(u) + Ki1(u).

Considérons une constante positive A suffisamment grande et posons

T := max(Aul¢|, (logy)/2).
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On a

1 -~ uv 1 o) uv
Ki1(u) = %in f or(v)e"” dv + %in f or(v)e"’ dv.

/6:_
(logy)/2<|t|<T> [t]|>Ts
Lorsque Au|¢| < (logy)/2, la premiére intégrale est nulle.

Pour estimer la seconde intégrale on utilise (3.6) car on a bien [t| > T5 >
ul&] et on obtient

1 - uv
%in f or(v)e"” dv
/8—_
[t]|>T>
1
= ([ @ Freravro(uge [ at)).
o i 5T
>T>

La seconde formule de la moyenne implique donc

— f 0k (v)e" dv < uléle™ T,k

Il en résulte que

(4.5) K (u) < gi(u)(logy)™  (Aulg] < (logy)/2),
ou nous avons tenu compte de (3.8).

Lorsque Aué > (logy)/2, on a
f 0k(v)e™ dv < exp(ky + oo — ué — u/ (&% + 7)) Ty,
(log ) /2<t|<Ts

ou l'on a utilisé (3.7), et

ou l'on a fait appel a (3.6) puisque [t| > To > u&. 1l suit, grace a (3.8),

(4.6) K1 (u) < or(u)(logy) ™ (Aug > (logy)/2).
Ainsi dans tous les cas on a
(4.7) K1 (u) = o (u)(1+ O((log y) ™).

Estimation de Ky(u). Rappelons (cf. [24], théoreme I1.5.1) que la fonc-
tion F'(s) est holomorphe dans le disque |s — 1| < 1 et qu’elle y admet la
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représentation en série de Taylor

(4.8) F(s) =Y am(s—1)™,
m>1
(4.9) am Lo (14+6)™.
11 résulte de (4.8) que
(4.10) F(s)=0(s—1) (|s—1]<1/2).

Comme pour l'estimation de K (u), considérons une constante positive suffi-
samment grande A et posons

T3 := min(Aul¢|, (logy)/2).

On a
1 o~ uv
Ko (u) = 2ir f ok(0)F(1+v/logy)e"” dv
p=—¢
[t|<T35
1 ~ uv
5 f ok (V)F(1 4+ v/logy)e™ dv

——¢
Ts<[|t|<(logy)/2
= Ko (u) + Ko2(u)  (disons).

Lorsque Aul¢| > (logy)/2, la quantité Kso(u) est identiquement nulle, et il
découle de (3.7) et de (4.9) que

e e 2t2
Ko (u) < 1+1¢) [ exp(oo— =502 dt
logy o T
+ f exp (O’o — 2u2)u]§\ dt>
T<|t|<T3 f t

< (1+ [€]) or(u)(log y)
d’apres (3.8). Par conséquent,

(4.11) K(u) < (1+[€])or(u)(logy) ™" (Aulé] > (logy)/2).

Estimons maintenant K(u) sous la condition Aul¢(| < (logy)/2. On
déduit facilement de (3.8) et (4.10) que

1
K. — 1<u<k).
21(u) <g log ¥ (I<u<k)
Lorsque u > k, on décompose Ko;(u) suivant les domaines respectifs 0 <
[t| <7, m < |t| < T5. Il découle de (3.8) et (4.10) que

Ko (u) < (1 + [€])ox(u) (logy) .
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On a donc

(4.12) Ko1(u) < (1+ [€])or(u)(logy) ™" (Aul¢| < (logy)/2).

Pour estimer Kss(u), on développe F(1+ v/logy) autour du point 1 —
¢/logy. On obtient

(4.13) F(l +— ) = Z by (it)™ (log y) ™™,
Yy m>0
avec
(4.14) bo = F(1—¢/logy) < [¢|/logy,  bm <1 (m=1).

On a d’apres (3.6)

w1 (2 (o3 e

Ta<|t|<(logy)/2
= N(u) + R(u),

ol nous avons désigné par N(u) la contribution du terme principal et par
R(u) celle du terme d’erreur. Puisque v < [£| +¢ < t pour T3 < ¢ <
(logy)/2, on déduit de (4.10) que l'on a

(4.16)  R(u) < IZ’;‘ye“ﬁ [ [t]=" dt
Ts<|t|<(logy)/2

67u5+§
<

1—k 1—k
gy (T3 + (logy) ") < ok (u) Ex(7,9),

car pour k fixé on a & ~ &(u) ~ logu. Ce qui est bien de 'ordre requis.
De plus, on a, compte tenu de (4.13),

e;:f ( Z b (logy) ™™ f (it)mkeiut dt).

m>0 Ts<|t|<(logy)/2

(4.17)  N(u) =

D’apres la seconde formule de la moyenne, on a

f (i)™ Fet dt < T % + (3 logy)™ ",
Ts<[|t|<(logy)/2

En reportant cette évaluation dans (4.17) on obtient

_ b | logy\™ "
4.1 ué | Tm= k
(4.18) ) < e E < + < 5 >

log y)m

( ,;'bm’<1 gy) logy )F Z 27 m)
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- _ - s \™ 1
<<e“’5<ka+Tk§:< >+ )
ol ™ + T = \logy (log )

—ug ‘€|
< (10gy (10gy)k>

ol nous avons fait appel a (4.14) et a I'expression asymptotique de g (u).
En reportant (4.16) et (4.18) dans (4.15) on obtient

< Qk(u)Ek(m7 y)7

(4.19) Koz (u) < or(u)Ek(z,y).
Les estimations (4.12) et (4.19) nous permettent de conclure que
(4.20) Ka(u) < or(u)Er(z,y)  (Aulé] < (logy)/2).

En reportant (4.7) dans (4.3) et en tenant compte de (4.11) et (4.20), on
obtient (4.1).

Fin de la preuve du théoréme. On se place dans le cas k # 1, car
le résultat est connu pour k = 1 (cf. (1.1)). D’apres une forme effective de la
formule de Perron (cf. [24], théoréme I1.2.2), on a uniformément pour o > 0,
T>0

o+iT 25
(4'21) Sk(z,y) = % f C(Svy)k ?ds

o—iT
- () 1
+O(m Z n® 1+ T)log (flf/n)|>

n>1
P(n)<y

Choisissons o = a et T := L, /5(y). Posons

I

1 s
Ry = ' f C(s,y)k?ds
1/2<]<Le /o (y)

s k(1) L
Ry = Z n® 14 Lc/a(y)[log (z/n)| '

n>1
P(n)<y
On a donc
(4.22) Sk(x,y) = K(u) +O(R1 +R2),

ou K (u) désigne le membre de gauche de (4.1).

Le théoreme étant trivialement vérifié pour y borné et 1 < u < L.(y),
on suppose y > yo(e, k).

La quantité K (u) ayant deja été estimée a la proposition 4.1, le théoréme
sera définitivement établi lorsque nous aurons prouvé que les quantités Ry
et Ry sont englobées par le terme d’erreur de (1.16).
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Estimation de Ry. On a

«

mell 3 M.y n
nzl |log (z/n)|<T /2

P(n)<y P(n)<y
= R1 + Ry2  (disons).
D’apres le lemme 3.7 on a

Roo < x0p (U)LE (y)_l.

De plus
Ro1 < x%C(a,y)F T2,
On déduit du lemme 3.1 que

Roy < zop(u)Le(y) "

Ainsi on a
(4.23) Ry < zo(u)L:(y) L
Estimation de R;. Sous la condition u < (log, y)?, on écrit

Ry = Ri1 + Rao,
ol Ry1, Ri2 correspondent respectivement a la contribution a 'intégrale de
(4.21) des domaines 1/2 < [t| < Ty et Ty < |t| < T, avec
Ty = exp((logy y)°).
Pour évaluer Rp; on fait appel au lemme 3.1 et & la formule (3.6) car
[t|logy > (logy)/2 > ul€|. 11 vient

1+ ul¢|
o =01+ o(L538)).
(s, 9) (s) oz
On sait de plus (cf. lemme 4.3 [23]) que, pour k fixé,

E~Logu (u— +00).
Il en résulte

[€](logy) ™ < (log 7)™,
ce qui implique classiquement

Cs, ) < log(1+[t)E  (c=a, 1/2<t<Ty).

11 suit
! kT ulé] L .
= %ir ~ v log(1
Ry %im U:f(; ¢(s) S ds +O<£L‘ Togy f t~*(log(1 + |¢t]))" dt
1/2<|t|<Ty 1/2<|t|<Ty
_ 1 kxs 1
=5 ) )" ds+ Ower(u)(logy) ).

o=«
1/2<|t|<Ty



Valeur moyenne des fonctions de Piltz 41

On estime l'intégrale par double intégration par parties, en tenant compte
des inégalités de Cauchy

(4) G+1
(€9)" o, Qonth 'y

S

’ 4

Il vient

; J C(S)kajds— ! [“58 ((s)t (C(S)k>']aiiT4

2imr s 2m|logz s (logz)2\ s i
1/2<|t|<Ty
1 kN !
+ — f 5 C(S) ds.
2in(logx)? <) s
1/2<|t|<Ty
Par conséquent,

1 x5 e et 10 1 n " 3k
— [ ) =ds< + . (og(L + [¢)*" .,
2im s logxz  (logx) 1]

1/2<[t|<Ty 1/2<|t|<Ty
< z%/logx.

Il en découle que

Ry < zop(u)(log y)_l.

Pour estimer Ry5 on procéde comme pour le lemme I11.9.5.4 de [24]. On a

1 :CS 1 T S
o et ds=gm S mtm) n> s
Ty<|t]<Le 2 (y) Pzl Ta<|t|<Le/2(y)

a (1)
<Lz
T; n®(1 + Ty|log (z/n)])
P(n)<y

. (1)
- Z ne(1 + Tyllog (z/n)])

—1/4
|z—n|<zT,

+ x® Z 7k (1)

n®(1 + Tyllog (x/n)[)

—1/4
|lx—n|>xT,

D’apres le (3.2) et le choix de Ty, on obtient
a 7k(n)

X e Tullos @)

—1/4
|x—n|>2T,

< aC (o, y) Ty

< zok(u)(logy) 2.
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D’autre part, on a, grace a l'inégalité de Cauchy—Schwarz,

o (1) )
D D e e N P ILLICND DR

|x—n\§wT;1/4 n<2z |w—n|§a:T471/4

< z(log 37)('“2_1)/2T4_1/8.

On sait d’apres (3.9) que ok (u) > u™2% (u > 1), il en résulte

a T (n) —1
x Z n"‘(1+Tzllog (z/n)]) < wop(u)(logy) ™.

—1/4
|x—n|<zT,

Il suit

Ria < zok(u)(logy) .

Par conséquent,
(4.24) Ry < wor(u)(logy) ™ (u < (logyy)?).

Sous la condition u > (log, )% nous procédons comme pour la démonstra-
tion du théoreme II1.5.9 de [24].
On a pour s = o + it

Ry < 2* max [((s,y)"|-logT.
1/2<t|<T

Soit A une constante positive arbitrairement grande. D’apres le lemme
3.1on a

C(s:9)" < (C(s)(s = 1)* (log y)*i((s — 1) logy).
De plus,
C(s) < [t]'? (Res=a).
11 suit, compte tenu de (3.7),

k 3k/2 k . 2 2
L (C(5,)"| < (ulg]) /(108 )" explky + 0 — u/(€ + 7))

< e (logy)~t.
De plus, d’apres (3.6) on a, pour [t| > Aulg],

ul€|
t|log y

(s, )" < ¢(s)" <1 n O<

Il suit

)) < (log(1 + [))* < (logy)".

g0

or(u)
logy

(4.25) Ry < ze (16

o (u > (log, y)?).

+ o)t ) <
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Ainsi dans tous les cas on a
(4.26) Ry < zop(u)(logy) ™"

En reportant (4.23) et (4.26) dans (4.22) et en tenant compte de (4.1) on
obtient (1.16).

5. Démonstration du théoréme 2. Nous établissons tout d’abord
une proposition qui nous donne une valeur approchée de Si(z,y).

PROPOSITION 5.1. Soient 0 < e < 1, k > 0. Pour x,y dans le domaine
(He), on a

(5.1)  Si(zy) == [ z(u—v)d(Sk(y")y™")

+O0(wor(u)Le(y)™") + O(wLej2(2) ™).

Démonstration. Posons T' = L. /5(y). D’apres une formule de Per-
ron (cf. [24], théoreme 11.2.2), on a

B 1 atiT k:lis o Tk(n) 1
Sk(%y)—ﬂ f ((s:9) Sds—i—0<x Z ne (1+T]10g(33/n)|)>'

a—iT n>1
P(n)<y
D’apres (4.23), il suit
1 a+iT e
(5.2) Sk(@,y) = % f (s, )" 5 ds+ O(zor(u)Le(y) ™).
a—1iT

Posons

1 x®

P(u) := — k2 ds.

W =gy [ ot T
[t|<T

D’apres les lemmes 3.1 et 3.10, on a
k k k
ool SR (- 1togypaal(s — togy) + 0227

s s
(Res=a, |t| <T).

Le terme d’erreur ci-dessus fournit a l'intégrale une contribution

< 2, y)*T7? < zop(u)Le(y) .

D’autre part,

S k ~
Ll = [ertmsras, @y (@1

0
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et le théoreme de convolution implique

S k ~
63 (- Dlog)E(s - Dlogy) = Buls) (0> 1),
t " t —v v\, —vU
(5.4 B0 = [ 2oy ) a5k

On sait d’apres le théoreme 2 de [17] et le lemme 1.3.1 de [20] que

L k&N,
(5'5) 2 (v) < {evlogfu’ L eN.
(

I en résulte, en tenant compte de (1.11), que
By(t) < t*kel.

Par conséquent, Ek(s) converge absolument pour o > 1.

De plus, la fonction Sk(y¥)y~" est a variation bornée dans tout inter-
valle borné. Puisque la fonction z;(v) possede une seule discontinuité, de
premiere espece, en zéro. Il découle du théoreme I1.11.1 de [27] que By(t)
est a variation bornée sur tout intervalle borné. On peut donc appliquer le
théoreme d’inversion de Laplace (cf. [27], théoreme I1.7.3).

Il vient
d+1i00
1 ~
(5.6) But) =5~ [ Bi(s)e*ds (d>1).
d—1i00

La formule (3.19) nous permet d’affirmer que la fonction By (s) est holo-
morphe dans toute région sans zéro de la fonction {(s). On peut donc rem-
placer dans (5.6) la droite d’intégration par une courbe quelconque joignant
d — 100 a d + i00 et entierement contenue dans le domaine sans zéro de
Vinogradov. On a donc pour d =1+ 1/logx,

P(u) = Belloge) — o [ Bils)a* ds + Owor(w)L.(s)")

ol Z est le chemin d’intégration apparaissant au lemme 3.10. Par ailleurs,

d’apres (3.6), on a
l1—0o k 1 t k
o 277\ Z € (oo OBl
|t|log y s t2logy
dans le domaine (H.).

k
~ S
S

Un calcul facile permet de voir que la contribution du terme reste a
Iintégrale prise sur le chemin Z est

< xop(u)Le(y) ™ +aLepa(x)™ dans (H.).
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D’autre part, la contribution de ((s)¥/s a I'intégrale sur Z a été évaluée
par le lemme 3.10. 11 suit
P(u) = By(logz) + O(xes(u)Le(y) ™) + 2 Lepa(z) ",
dans le domaine (H.). La proposition est ainsi établie.
Fin de la preuve du théoreme 2. Plagons nous dans le domaine
(G¢). En identifiant (5.1) et (4.1), il vient

u

[ 2w =) d(Sk(y)y™") = (log y)* " or(u) (1 + O(Ex(x,1))).
0

I1 suit
ok(u) < [ 2k(u = v)d(Sk(y")y "),
0
Le théoreme 2 en découle, compte tenu de (3.21).

6. Démonstration du théoréme 3

LEMME 6.1. Soit k > 0. Pouru>1, £ =¢&(u/k), on a
(6.1) ox(u —v) < op(u)e’
uniformément pour 0 < v < u.

Démonstration. La preuve est similaire a celle du corollaire 111.5.8.2
de [24].

Soit ug (k) un réel choisi de sorte que k& < u/2 (u > ug(k)).

Lorsque 1 < u < ug(k), la majoration (6.1) est trivialement vérifiée.

Supposons u > ug(k). Pour u —k < v <w, on a gp(u —v) = O(1), on
en déduit ainsi que de (3.8) que

ok(u —v) < o (u) exp(ué — u/2) < ok (u) exp(v€ + k& — u/2),
ce qui nous donne bien (6.1).
Pour établir (6.1) dans le cas v < u — k, on utilise I'identité
u/k

oo —ué=kI(€) —ug = [ &(t)dt.

1

11 suit, grace a (3.8), que

T oolu 1/2
ok(u —v) < o (u) exp ( (u_i/k £(1) dt) (az(Qu(—)v))
< Qk(u)eU§<O-2(zz(ﬁ)v)>1/2‘
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D’autre part, on sait (cf. lemme 4.5, [23]) que

i =a(10(rrt )] e

10 <1 <1 (u > max(1,k),v <u—k).
oa(u—v) u—v

Cela implique

LEMME 6.2. Pour v >0, on a
(6.2) |05 (0)| < ok (v)(|€(v)] + 1)

Démonstration. La majoration est triviale pour 0 < v < k. Sup-
posons v > k. D’apres ’équation

ey (v) = (k= Dor(v) —ker(v = 1) (v>0)

on a

o) = outo)
Grace a (6.1), on peut écrire
b1 GEw/k)
4] < o)+ ) < o) el + 1)

ou nous avons tenu compte de l'estimation &(v) ~ {(v/k) (k fixé).
LEMME 6.3. Pour M > 1,1 <u < L.(y), on a
h(m
(6.3) Z | Sn)’gk(u — Up) Le ok (u),

m<M
P(m)<y

k=1  o(v—1)
v k vor(v) )

v

ot l'on a posé u,, :=logm/logy.

Démonstration. Posons

H(t,y) := Z [h(m)] et  Cp(y) = Z M

m m
m<t m>1
P(m)<y P(m)<y
Par intégration par parties, on a
h(m
Z Mgk(u — Uy
m
m<M
P(m)<y
Ut)
= Hy(M,y)ox(u —unr) — ox(u) + fH dt

tlogy
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M
|05, (u — )|
M — T e
< COpi(y)ok(u) + Re (M, y)ox(u UM)+1J‘R5(tay> tlogy «

< Oy (y) ok (u),

ou nous avons fait appel a (1.18), (6.1) et (6.2).

Fin de la preuve du théoreme 3. Nous pouvons supposer y >
yo(e, k). D’apres (1.18) on a

vp(z,y) = Y h(m)Se(x/m.y)+ Y h(m).
m<xz/2 xz/2<m<x
P(m)<y P(m)<y

Grace a (1.18) et (3.9) on peut tout de suite écrire

(6.4) Z |h(m)| < zR-(x/2,y) < xop(u)Lo(x)™".

z/2<m<x
P(m)<y

Par ailleurs, on a grace a (1.16)

(65) > h(m)Sk(z/m,y)

m<z/2
P(m)<y

= z(logy)* ! < Z h(nrln) ok (u — um)

m<z/2
P(m)<y

ro( X M) B/

m<z/2
P(m)<y

= z(logy)* (X + O(%;)) (disons).

Evaluons Ys5. Lorsque 1 < u < 2k, on a
Ei(x/m,y) = O(1).
11 suit, compte tenu de (3.9)
Lo < on(w).

Ceci est bien de I'ordre requis.
Autrement, on a

66 3 Mo i )
Py
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= > P e )

m<zy "

P(m)<y

o M e — )

zy F<m<z/2
P(m)<y

< [€lok(u) + Re(Vz,y) < on(u)(1 + (&),

ou nous avons tenu compte de (6.3), de la croissance de £(v) pour v > 1 et
de (3.9).
Il en vésulte, puisque By (z/m,y) = (1+[&(u—umn)|)(logy) " + (logy) 7,

Yo < o (u) Ex (7, y).

Evaluons X;. On a

= Z hE”/T) ok (u — up) + Z hEZL) ok (U — up,).
m<y y<m<z/2

P(m)<y

La seconde somme du terme de droite est englobée par le terme d’erreur.
En effet,

h(m B
> (m )Qk(u —um)| < Lepp(y)™" (u < 2k),
y<m<z/2
P(m)<y

ce qui est bien de 'ordre requis.
Lorsque u > 2k on écrit, compte tenu de (6.1) et (3.9),

68 Y "ot un)

y<m<x/2
P(m)<y

= Y "y Y M)

y<m<zy F xy_k<m§x/2
P(m)<y P(m)<y

< op(u—1)Leyo(y) ™ + Re(Vir,y) < ox(u)Le(y) ™

On estime la premiére somme du terme de droite de (6.7) par sommation
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d’Abel (cf. [24], théoréme 1.0.1). On obtient

Z h(ﬂrzn) ok(u — um) = ox(u— 1)H(y,y) + fH(t, t)wdt,

m<y i tlogy
P(m)<y
oll nous avons posé
h
H(t,2) = him)
m
m<t
P(m)<z

De plus, il est clair que

11 suit
h(m
S ) )
m
m<y
P(m)<y
e + Lejoly) op(u—1)+ 0 fL p-lg =l g,
= ka(u) e/2(y) or(u : 6/2() tlogy .

On a donc au vu des conditions (1.18)

69 Y M gy ) = Cron(u) + O((1 + [€l)ox(u)log ) ™).
P?;ns)yéy

En reportant (6.8) et (6.9) dans (6.7) et puis dans (6.5) et en tenant compte
de (6.6), on obtient le théoreme 3.
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