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1. Introduction. Le probleme de la localisation des nombres sans
facteur carré dans les petits intervalles (z — 2%, x] avec 0 < 6 < 1 est un sujet
intéressant de la théorie analytique des nombres. Il s’agit en fait de chercher
des réels 6 aussi petits que possible tels que l'intervalle (x — 2%, z] contienne
au moins un nombre sans facteur carré pour z > x((6). Le meilleur résultat
sur ce probleme est du & Filaseta et Trifonov [6], qui ont démontré que,
pour § > 1/5 et x assez grand, l'intervalle (z — 2, x] contient au moins un
nombre sans facteur carré.

Dans le but de généraliser ce probleme, Erdds [5] a introduit la notion
des nombres B-libres. Plus précisément, soit B une suite d’entiers

B={bp:1<by<by<...<b,<...}
telle que

(1.1) Zblk<oo ot (beb) =1 (k7).
<

Désignons par A = A(B) la suite des entiers qui ne sont divisibles par
aucun élément de B. On appelle nombre B-libre élément de A. La notion de
nombre B-libre est une généralisation de celle de nombre sans facteur carré :
en choisissant pour B la suite des carrés des nombres premiers, on obtient
bien pour A la suite des nombres sans facteur carré.

Dans ce travail, nous nous intéressons a la question soulevée par Erdds
[5] de trouver les réels 6 les plus petits possibles pour lesquels

0

(1.2)  le petit intervalle (x — 2, x] contient au moins

un nombre B-libre pour x > z¢(6, B).

Erdés conjecture que (1.2) est vrai pour tout 6 > 0, mais une confirmation
semble extrémement difficile en 1’état actuel des connaissances. Méme dans
le cas des nombres sans facteur carré, les meilleurs estimations connues
sont bien plus faibles qu’un tel résultat. Une difficulté supplémentaire de
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la question (1.2) réside dans la trés grande généralité de ’hypothese (1.1),
qui n’interdit pas un comportement anarchique de la suite B. Erdés [5]
fut le premier a fournir une assertion générale de type (1.2) en établissant
cette relation pour un certain § < 1. Szemerédi [11] a ensuite prouvé, par
une méthode élémentaire, que (1.2) est valable pour tout # > 1/2. Grace
a un systeme de poids, Bantle et Grupp [1] rameénent (via la technique de
Fourier, voir Lemme 9 ci-dessous) ce probleme & la majoration d’une somme
d’exponentielles de type II :

S 3 5 5 e ).

h~H m~M n~N

ou e(t) := exp{2mit}, |om| < 1, |tn| < 1et h ~ H signifie que cH < h < H
oli ¢ et ¢ sont deux constantes positives arbitraires. Ils font alors appel & une
évaluation de Fouvry et Iwaniec ([7], Théoreme 6) pour Sy et obtiennent
6 > 9/20. Dans [12], nous modifions les poids de Bantle et Grupp de la fagon
suivante : le coefficient ¢,,, initialement égal a la fonction caractéristique
des nombres premiers, est transformé en ¢,,(n), fonction caractéristique des
entiers dont tous les facteurs premiers sont supérieurs a x" (n tres petit).
Par le lemme fondamental de la théorie du crible on est ramené a étudier,
avec une erreur acceptable, la somme

S= % 5 S we(y),

h~H m~M n~N
qui est maintenant de type I. Cette quantité est plus facile a traiter grace
a ¢m, = 1; nous utilisons un théoreme de Fouvry et Iwaniec ([7], Théoreme
5), ce qui nous permet d’obtenir 6 > 5/12.
Dans cet article, en améliorant la majoration pour S; de Fouvry et
Iwaniec [7] et en combinant la méthode de [12] nous parvenons au résultat
suivant :

THEOREME. Si la suite B satisfait a (1.1), alors pour tout 6 > 17/41, il
existe une constante xo(0, B) telle que la minoration

Z 1 >>9,B IL‘H

acfac9<n§:t
neA(B)

ait liew pour x > x0(0,B).

L’auteur tient a exprimer sa plus profonde gratitude au Professeur
E. Fouvry pour 'aide qu’il lui a apportée dans I’élaboration de ce travail. 11
remercie aussi le Professeur M. Filaseta pour ses conseils.

2. Début de la démonstration du Théoréme. Comme d’habitude,
nous désignons respectivement par N et [P ’ensemble de tous les entiers > 1
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et ’ensemble des nombres premiers. Ici et dans toute la suite, on note ¢
un nombre positif arbitrairement petit et & désigne systématiquement un
certain multiple constant de £ qu’il est inutile de préciser (¢’ = 2¢,48¢,...).
Posons

(2.1) y=x2" avec Lli4e<O<

et soient d1, 0o tels que

(22) 6i>%, Go>1, S1+6>1-0 et bp+2e < <0-—2e.
Nous définissons maintenant

(2.3) M=M(z,61,) ={meN:2% <m<z2% plm=p>a},

(2.4) P =P(x,0p,6) :={pcP:a% < p< a2t}

ou n = (e, B) > 0 sera choisi plus tard.
Soit | = l(e,B) € N un entier positif tel que

1 B

Ce produit infini est convergent grace a (1.1).
Choisissons xg = xo (e, B,n) tel que

!
(2.6) H b <logx < z"
k=1

pour x > xo. Nous imposerons plus tard d’autres restrictions supplémen-
taires sur xzg.

On note 1x la fonction caractéristique de ’ensemble X C N, et 1 = 1.
Avec ces notations, on définit le poids ¢(n) par le produit de convolution

c¢(n) =1x1p x1p(n)

et on considere la somme pondérée suivante :
A= Z c(n).
r—y<n<lzx
n#0 (mod b) VbeB
D’apres (2.2)—(2.4), on voit facilement que pour n < x on a

(2.7) c(n) <7247,
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d’ou

1 A
Z 12 7. 91/n Z C(n):7.21/n‘

r—y<n<lzx r—y<n<zx
n#Z0 (mod b) VbeB n#0 (mod b) VbeB

Donc pour démontrer notre théoreme, il suffit de prouver 'inégalité
(2.8) A>qpaf

pour x > xo(e,B,n). Pour cela, nous décomposerons d’abord A en quatre
parties. Cette décomposition est essentiellement due a Bantle et Grupp [1],
mais nous devons la modifier, parce que nos poids ¢(n) sont quelque peu
différents de ceux de Bantle et Grupp.

On démontre sans difficulté le résultat suivant.

LEMME 1. On a linégalité

(2.9) AZ> A — Ay — Az — Ay,
o
e Y e e XY e
r—y<n<z b <b<z"/? xT—y<n<z
n#Z0 (mod b)) Vk<I beEB n=0 (mod b)
A3 = Z Z c(n), A4 = Z Z c(n)
2/ 2<p<g? T—y<n<lz 20 <b<z T—y<n<lz
beB ~ n=0(modb) beB n=0(modb)

Au paragraphe suivant, on verra que Ao, Az et A4 se comportent comme
des termes d’erreur. Quant au terme A, il fournira le terme principal et un
terme d’erreur qui sera traité par des majorations de sommes d’exponen-
tielles (voir les paragraphes 4, 5 et 6).

3. Majorations de termes d’erreur A;, A3 et Ay. L’objet du
paragraphe est de majorer les quantités Ao, Az et A4 apparaissant dans le
membre de droite de (2.9). On démontre d’abord le lemme suivant.

LEMME 2. Sous la condition
(3.1) n=n(e,B) <e.
on a linégalité
Be 1
As T2
meM

Démonstration. D’abord, les définitions du poids ¢(n) et de P et la
relation (2.2) nous donnent

c(n) < Z Zlg? Z 1

meM peP meM

mln  pln m|n
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pour tout n < xz. D’ot, il vient

S D D W

by <b<g/2 meM z—y<n<wz
bEB n=0 (mod d)

n=0 (mod m)

D’autre part, les relations p|m = p > 2" et b < 2"/? impliquent (b,m) = 1.
On peut donc écrire

VIS DD DD DS E LAY Z(ban).

by <b<z?/2 mEM x—y<n<wz by <b<z"/2 meEM
beB n=0(mod bm) beB

Mais par (3.1) et (2.2)—(2.3), il suit
bm < $n/2+61+6 < $51+2€ < v,
ce qui nous permet d’obtenir
S| 1
3.2 Ay <14 — —.
2 s Y Ly L
k=l+1 "~ meM

Finalement, le résultat annoncé découle de la conjonction de (2.5) et (3.2).
Le résultat suivant fournit une majoration de As.
LEMME 3. On a l'inégalité
Az < 14-2Y7g(2"2)y,

1
g(z"/?) = Z g—>0 quand x — 00 .

b>z"/?
beB

Démonstration. Par (2.7), il vient

A <724/ Z Z 1.

212 <p<g? T—y<n<z
beB ~ n=0(modb)

Mais b < z¥ = y implique

2
Ay< 72/ 3T S <12t gy,

"2 <b<a?
beB

ce qui acheve la démonstration.

Il est un peu plus difficile de majorer A4 que As et A3. Pour Ay, on ale
résultat suivant.



102 J. Wu

LEMME 4. On a l’inégalité

Ay < (7t 42 mMzey.

Démonstration. Par la définition du poids ¢(n), on peut écrire

d’abord
=Y YY Y

2% <b<g MEMPpEP z—y<n<zx
beB n=0 (mod b)
n=0 (mod mp)

Puisque b > 2% = y, la somme intérieure précédente est 0 ou 1. Le premier
cas n’est pas intéressant. On suppose maintenant que cette somme intérieure
est égale & 1. Dans ce cas, il existe un seul n € (z — 2%, 2] tel que

n=0 (modb) et mn=0 (modmp).

D’autre part, les relations (2.2)—(2.4) impliquent

bmp > 210 +%2 > o

Donc la somme intérieure ne peut étre égale a 1 que si 'on a
(bbm)>1 ou p|b.
On obtient donc 'inégalité

(3.3) A D> Y Y > 1

2?<b<g mMEM peP z—y<n<lz
be (bm)>1 n=0 (mod b)
n=0 (mod mp)

D IED DI DEEED DI

2% <b<g PEP meEM z—y<n<z
beB  plb n=0(mod b)
n=0 (mod mp)

Or les relations (2.2)—(2.4) donnent

(3.4) D D e

peEP z—y<n<lzx
n=0(mod b)
n=0 (mod mp)

pour tout m € M et tout b € B avec b > z¥, et

(3.5) > > 1<l

meM z—y<n<z
n=0 (mod b)
n=0 (mod mp)

pour tout p € P et tout b € B avec b > x¥. En insérant (3.4) et (3.5) dans
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(3.3), on obtient donc 'inégalité

(3.6) Ag <7y doooa+2my N1

meM 20 <p<yg PEP 2% <b<az
beB, (bym)>1 beB, p|b

Puisque tout m € M a au plus 1/n facteurs premiers a cause de (2.3),
Pinégalité (b,m) > 1 a, pour tout m € M, au plus 1/n solutions b € B,
¢’est-a-dire que pour tout m € M, on a

(3.7) D

20 <b<w
beB, (by,m)>1

D’ailleurs, I'hypothése (1.1) implique que pour tout p € P, on a

(3.8) > 1<,

2 <b<z
beB, p|b

En combinant (3.6)—(3.8), on obtient
A4 S 777—1 Z 1 4 21/7’] Z 1 S 777_1‘T61+6 + 21/771:52-‘!‘6 .
meM pEP

Il reste a utiliser (2.2) pour terminer la démonstration du Lemme 4.

4. Estimation du terme principal. Les paragraphes 4, 5 et 6 sont
consacrés a estimer le terme A; apparaissant dans le membre de droite de
(2.9). Le Lemme 5 fournit le terme principal de A; avec un terme d’erreur,
qui sera traité aux deux paragraphes suivants.

Nous posons

F=F(z,y)={neN:xz—y<n<z},
Fa=Fa(z,y) :={neF:n=0 (mod d)} ,
ra =ra(z,y) = |Falz,y)| —y/d.
Pour chaque o = {ky,ka,...,ki} C{1,2,...,l}, nous définissons
o] =i et dy=bpb,... b
avec les conventions
0]=0 et dy=1,

ol 0 note ’ensemble vide.
On démontre le résultat suivant.

LEMME 5. Pour x > xo(e, B), on a l'inégalité

1
AlzBﬁy E 7+R,
mEMm
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ol

R := Z (=)l Z Z Tdymp (T, Y) -

cC{1,2,...,1} meM peP
Démonstration. Par le principe d’inclusion-exclusion, on peut écrire
d’abord
Ar= > (=plt > en)
cC{1,2,...,l} r—y<n<zx
n=0(modd,)
D IR DD DD DI
ocC{1,2,...,1} meMpeP z—y<n<lz
n=0(mod d,)

n=0 (mod mp)
Puisque pour tout ¢ C {1,2,...,l}, tout m € M et tout p € P, on a
(dy, mp) = 1 grace aux relations (2.2)—(2.4) et (2.6), il suit

(4.1) D DR C VDY > 1.

ocC{1,2,...,1} meM peP r—y<n<lzx
n=0 (mod d,mp)

D’autre part, on a 1’égalité

_ Yy
Z 1= dgmp + rd,,mp(iv,y),

r—y<n<z
n=0 (mod dsmp)

ce qui nous permet d’écrire (4.1) sous la forme

—1)lel
(1.2 a=y Y By Ivlig

cC{1,2,...,1} 7 meM  peP

On a évidemment

(_1)|0| ! 1
(4.3) R TOTE A
Jg{lz,;j...,l} da H < bk)

D’ailleurs, le théoreme des nombres premiers donne la minoration

1 (52+6 1
. - = >
(4.4) E ’ log< 5 ) +O<log:c> >e

peP
pour z > xg(e, B). En reportant (4.3) et (4.4) dans (4.2), on obtient

1
A1 > Bey > — +R,
m
meM
comme annoncé. Cela termine la démonstration du Lemme 5.

5. Majorations de sommes d’exponentielles et formes bi-
linéaires. Soient oy, ap et ag trois nombres réels, Y, Vmomss Pmimas
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Vims, Pm €t ¥, des nombres complexes de modules inférieurs a 1, X > 0 et
My, Mo, M3, My, M, N > 1. Ici, nous considérons deux sommes d’exponen-
tielles de type monomial :

mitmg?ms?
S(My, My, Ms) := z;w ¢m1¢m2m36<XW )
1%k§3k

S(M17M21M37M4) = Z @m1m2¢m3€<X

mkNMk
1<k<4

mytme?msimy >
aq a9 a3 — Q3 )
M MS? M M,

et une forme bilinéaire de termes d’erreur de type suivant :

RIM,N):= Y > omtarmn(2,y) .

m~M n~N

Le premier objet de ce paragraphe est de démontrer les Propositions 1 et
2 suivantes. Nos résultats sont assez généraux, et peuvent posséder un
intérét propre. Dans le paragraphe suivant, nous utiliserons seulement un
cas particulier de ces résultats. Il est tout a fait raisonnable de penser que
I’on pourra trouver d’autres applications.

Les sommes d’exponentielles de type monomial ci-dessus ont été étudiés
par Fouvry et Iwaniec [7]. Ils utilisent pour point de départ une inégalité
générale de Bombieri et Iwaniec [3] et introduisent un certain nombre d’inno-
vations, en particulier la distribution de nombres réels de type (m + q)® —
(m—q)* (o # 0,1). Ici, nous utiliserons, pour traiter ces sommes d’exponen-
tielles, la théorie de paires d’exposants et la technique de Heath-Brown [10].

On a les résultats suivants.

PROPOSITION 1. On suppose que a1, oz et as vérifient o ¢ {0,1,2,...}
et asaz # 0. Alors on a la majoration

S(My, My, M3) < (Xn/2(1+n)M1(1+K~+A)/2(1+/~e)M2(2+w)/2(1+n)M§2+n)/2(1+,«u)
+ Xﬁ/2M1(1—K+>\)/2M2(2—H)/2M§2—n)/2
+ My M,y My
MO0 g
+ XY20M My M) L
ot (K, \) est une paire d’exposants et L = log(2X M1 MsMs3).

PROPOSITION 2. On suppose que oy, ag et az vérifient ayas(l+asz) # 0
et ag/(1+asz) €{0,1,2,...}. Alors pour tout € > 0, on a la majoration
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S(My, My, M3, My)
< (X(H+A)/2(1+n)M1(2+n)/2(1+n)M2(2+f<)/2(1+f<)

o M:3(1+K+A)/2(1+H)M£1+H—)\)/2(1+H)
+ X)\/Q(l—f—ﬁ)MlM2M§1+f€+>\)/2(1+:‘i)Mil+f€—)\)/2(1+l€)
+ X2 MMy My
n X)\/QMI(Z—E)/2M2(2—K)/2M?E1—H+A)/2M£1+H—)\)/2 + My M Ms
+ X Y2 My My M3 My ) (X My My M3 My

ot (k,\) est une paire d’exposants.

Pour démontrer ces deux propositions, nous avons besoin de trois lem-
mes. Le premier est un résultat classique d’espacement de points.

LEMME 6 ([7], Lemme 1). Soient a8 # 0, A >0, H > 1 et N > 1.
Désignons par D(H, N, A) le nombre de quadruplets (hy, ho,ni,n2) tels que

G2) - ()=
avec cH < hi,hy < H et dN < nyi,no < d' N. Alors on a la majoration
D(H,N,A) < HNlog(2HN) + AH*N?.
La constante impliquée dans < dépend de o, 3, ¢, ¢, d, d'.

Le deuxieme lemme est du a Srinivasan; la démonstration peut étre
trouvée dans [9].

LEMME 7. Soient C;, Dj, ¢; et d; (1 <i<m,1<j<n) des nombres
positifs. On pose
m n
LQ) =) CiQ+> D;Q%.
i=1 Jj=1
Alors pour tous 1 < Q1 < Qa, il existe un certain Q € [Q1,Q2] tel que
m n m n
L) < Y. S (G Doy et L N s + 3 DRy
i=1j=1 i=1 j=1
ot la constante impliquée dans le symbole < dépend seulement de m et n.

Le troisieme lemme dont nous avons besoin est la formule sommatoire
de Poisson pour une fonction monomiale (avec un tres bon reste).
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LEMME 8 ([7], Lemme 7). Soient M >0, X >0, p>1 et a(ax—1) # 0.
On a ’égalité

Z m™2e(atm* M~ X)

M<m<uM
L it B i(a—1)t _
_T “apf X (M © 1
LB () )
—L N L/A<ISAL

+ O (M2 10g(2 + M) + L™1210g(2 + L)),

ot B =af(a—1), A =2(u*"t+ut=%), 7 est un nombre complere de module
1 et L est un nombre vérifiant les inégalités 1/2 < LM /X < 2.

Démonstration de la Proposition 1. Soit maintenant S la
somme traitée dans la Proposition 1. Sans perte de généralité, on peut
supposer que X > 1. Soit 1 < @ < X, dont on donnera la valeur par la
suite. Puisque les variables mg et mg vérifient mg?ms® < M* := CM3*? M3
ou C' est une constante convenable, on décompose leur ensemble de variation
en T, (1 <q < Q) défini par
Ty = {(m2,m3) : mg ~ My, mz ~ Mz, M*(¢g—1) <m3*m5*°Q < M*q},
ce qui nous permet d’écrire S en

a1 a9 [0%:3
My moTimg
S=3 5 om0 (X ypiryieai )
q<Q mi~M; (m2,m3)€T, 1 2 3
Par I'inégalité de Cauchy—Schwarz, on obtient
mStmS2ms?
S 2 < M e X#
5] 1@ E Z Z Vmams M MS2 MS?

a<Q mi~Mi ' (mao,m3)ET,

2

que ’on développe en

ISP<MQY " D Ymam,

q<Q (ma2,m3)€Ty

(o5}
— m+ O
1
XD Waems D €<XM°‘1M“2MQ3>
- < i’ 1 Mp Mg
(2,m3)ETy my~M;

avec o = my*ms® — mg?ms®. Dans cette expression, en remarquant que

ma, ms3, Mo et ma vérifient |o| < M*Q~!, on a donc

B ISEeime X S | P o Xy )|

ma,ma~Ma mgz,mz~Msz ' mi~M;
lo|<M*Q~1

<K MlQ(EO + El) ,
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ou, par définition, Ey et E; correspondent respectivement aux cas
lo| < XTTMg2 MG et XTIMSPMS® < |o| < M*Q'.

La contribution Ej ne présente aucune difficulté. En effet, par le Lemme
6 on déduit facilement
(5.2)  Eo < MiD(May, M3, X ™) < (MyMaMsz + X' My MIM3)L .

Pour estimer F1, nous discuterons de la taille de . Pour y parvenir,
nous découpons lintervalle I = (X 1M M M*Q '] en O(L) intervalles
(Y,2Y] avec

X 'Mg2Mge <Y < M*Q7'.

m{to
X 17
2 e( M MG Mg )

m1~M1

Soit donc

= Y%

ma,mo~ Mz mgz,m3z~Ms
y<|o|<2Y

)

La somme intérieure de F1(Y) sera traitée a I'aide de la théorie de paires
d’exposants. Pour cela, on pose

10 = pmie ™
T I
En remarquant que pour tout ¢ ~ M; on a
[F(O] = XM My ©2 My Y
on peut obtenir (voir [9])
Ei(Y) < (XM{7YMy 2 My YY) M) + (XM My * My *Y)™1)
XD(Mg, M3, My ** M5 Y,
ou (K, A) est une paire d’exposants. Il en résulte, par le Lemme 6,
Ey(Y) < (XF M AMy =2 My~ y "
4 Xan—f-a—i-)\Mg—az(1+K)M32—a3(1+f”~)yl+n
+ XMy My T My Ty T XM MR ML
d’out
By < (XM Mo MQ ™" + X P MR M2 MRQ 1"
+My Mo Ms + X' My MIM3I) L.
En combinant cette majoration avec (5.1) et (5.2), on obtient
[SI? < (M7 M M3Q + X' M MEMFQ
XM M My QLR 4+ X R MR M2 MEQTR) L2
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En utilisant le Lemme 7 avec @1 = 1 et Q2 = X, on voit qu’il existe un
certain @ € [1, X] tel que l'on a la majoration
|S|2 < (Xn/(1+ri)M1(1+"€+/\)/(1+"0)M2(2+’€)/(1+H)M§2+H)/(1+”)
+ MEMyMs + X5 ML~ AME—F
+ MMM + X MM M) L,
ce qui acheve la démonstration de la Proposition 1.

Démonstration de la Proposition 2. Comme précédemment,
soit S la somme traitée dans la Proposition 2. On applique le Lemme 8
a la somme en my. Apres intégration par rapport a t et en remarquant
I'inégalité

Mi(a—l)t -1
; < min{1/t,log u},
on parvient a 'inégalité
(5.3) S < (X™Y2MLT + My MyMs + X Y2 My My Ms M) L

ol
Z Z Z Z &mﬂnz {/;m3 Cmil

m1~M1 mgNMg m3~M3 miLNMz/l
B mfl m§2 m/gg milﬁ?’
xXe O£3X

M151 Mégz M353 Miﬁs

avec

Be=on/(14+as) (1<k<3), as=|[1+as|las|™, M;j=XM",
|(Zm1m2’ S 17 WJms‘ S 17 ’Cm:l’ S 1; £ = 10g(2XM1M2M3M4) .

En posant

Mj=MsMj=XMsM;' et @y = > 3 Gyl
7’?13’\‘]\43T?’Lilf\ij\lzl1

mgmj=m}

on peut réécrire 17" en forme suivante :

B 1 B3
ml m2 m3
Z Z Z gOmlme / e<a3 Mf’l M§2M§ﬂ3> ’

m1~M1 m2~M2 mg NM/

qui est une somme que nous avons traitée dans la Proposition 1. En utilisant
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cette proposition avec My = M}, My = M; et M3 = Mj, on obtient
T < (X(1+2;<;+/\)/2(1+;<;)M1(2+/€)/2(1+l€)M2(2+I€)/2(1+/$)

% Mé1+n+)\)/2(1+n)M4—(1+f<+/\)/2(1+f<)
+ X(1+)\)/2M1(271£)/2M2(271{)/2M§17H+)\)/2M47(17H+/\)/2

+ X MMy MMt
+ X(1+I€+)\)/2(1+I€)M1M2M3E1+K+>\)/2(1+K)M4_(1+I1+>\)/2(1+H)

+ X2 My Mo M M) (X My My Ms M,)® .

Le résultat souhaité découle de la conjonction de cette majoration et (5.3),
ce qui complete la démonstration de la Proposition 2.

COROLLAIRE 1. Soient H, M, N, x > 1, et v, des nombres complexes
avec |y, | < 1. Alors pour tout € > 0, on a la majoration

Y wne<$> <. MNz~*

h~H m~M n~N
des que l'on a les inégalités :
(1) H1+2n+2)\ < M1+2K/+2>\N2K/+)\x—ﬁl—)\—€/;
(11) Hl*li+2>\ < M17H+2)‘N”+>\CL‘7>‘/75 :
(111) H1+l€+2/\ < Ml—i—n—l:Q)\N/\l.—/\—s :
(iv) H3 < M3N?2g=1=¢;
(v) H< Mz~=;
(vi) H< M~ IN-tpt=e
ot (K, \) est une paire d’exposants.

Le résultat souhaité découle immédiatement de la Proposition 2 avec
xH
X:m, My=N, My=1, Ms=H, My=M,
ap=—1 et ax=a3=1.

Le deuxieme objet de ce paragraphe est d’établir la Proposition 3 suiv-
ante, qui fournit une majoration pour une forme bilinéaire de termes d’erreur
de type I, que nous utiliserons dans le paragraphe suivant pour majorer le
terme d’erreur R apparaissant dans le Lemme 5.

PROPOSITION 3. Soient 1, des nombres complexes avec |1p,| < 1. Alors
pour tout € > 0, la majoration

> turmnl@y) <y
m~M n~N
est vraie dés que l'on a les inégalités
2 <y < g N < y19/11m—6/11—5' et MN < y1/2x1/2—€"
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Pour démontrer cette proposition, on rappelle un résultat classique, qui
transforme la majoration de formes bilinéaires de termes d’erreur en celle
de sommes d’exponentielles.

LEMME 9. Soient M,N > 1, |pm,| <1 et |¢p,| < 1. En posant

S(H,M,N)= Y ZZWW( )

1<h<H m~M n~N

on a linégalité
T4y
IR(M,N)| <2 [ |Se(H,M,N)|dt + Oc(ya)
r—2y
avec H = M Ny~ 123,
En combinant ce lemme et le Corollaire 1 avec (k,\) = (2/7,4/7) et
H = MNy~'23%, on obtient bien le résultat de la Proposition 3.

6. Majoration de R. Nous sommes maintenant en mesure de majorer
le terme d’erreur R apparaissant dans le Lemme 5.

LEMME 10. Soit s un nombre positif vérifiant les conditions
(6.1) s>3 et sp<ic<i.
St
0y < (190 —6)/11 —¢' et s +o<(0+1)/2—¢,
on a alors l'inégalité
|R| < C1()2'P) (! exp{—slogs} +2~/?)y,
ot C1(g) est une constante positive dépendant seulement de e.

Pour démontrer ce lemme, nous utilisons de facon essentielle la factori-
sation du poids ¢(n) pour faire paraitre des formes bilinéaires. Cela sera
réalisé a ’aide du lemme fondamental de la théorie du crible.

LEMME 11 ([2], Lemme 4). Soient z = z" et Q = z° avec s > 3. Il existe
deuz suites {\F}q<q et {A\; Fq<q telles que

A<t A<,

{()\q_*l)(n) A *1)(n)=1 sip|ln=p>z,

(A7 *1)(n) z 0< (Af+1)(n) sinon,

et
* 1

A
3 7q = {1+ O(exp{—slogsh} [ | (1 N p> '

q<Q p<z
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Démonstration du Lemme 10. Pour tout o C {1,2,...,l}, on
pose
R(o):= > ra,mp(a,y).
meM peP

Le Lemme 11 et la relation

rdo'mp(x7y) = ‘fdamp(l'?y” - d mp

nous permettent d’écrire

(6.2) R(0) < Ri(0) + Ra(0),

Ri(0) := Z Ay Z Z Td,qmp (T, Y)

q<Q x%1 /g<m<ad1te /g pEP

AF =7 1 1
BO=g X Y aiy

q<Q 291 /g<m<zb1te /q peP

et

La majoration de Ro(0) ne présente aucune difficulté. En effet, par les
relations simples suivantes :

1
> — =elogz + O(qz™")
m

x01 /q<m<zd1te /q

et
1 1) 1

Zzlog( 25+E)+O<51 )385,

peP p 2 2108
on obtient

8 A=A
|Ro(0)| < de{ Z 41 €logx+O(Qx_51)}.
7 Mg<@ 4

En utilisant le Lemme 11, on déduit la majoration
(6.3) |Ra(0)| < (n~texp{—slogs} + Qz°")y.

Nous allons maintenant majorer R;(c), ce qui sera finit a I'aide de la
Proposition 3. Pour cela, on pose
M =2%, M=2a"" N =gz%  N=gote
1 sin=peP
wn = { N ’

0 sinon.
En remarquant que

(z,9) =, -2
T mn\L, =Tmn\ 75— |
dod Y dsq’ doq
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on peut écrire
T Y
Rl(U) = Z )\q+ Z Z wnrmn <7 > .
< / / do'q daq
q<Q M’ /g<m<M/q N'<n<N
D’autre part, les relations (2.6) et (6.1) donnent les inégalités
1§q§Q:x3"<xE/2 et 1<d, <z"<z/?.
Il en résulte, pour x > xo(e, B, n),

2(190-6)/11—¢" _ (95

(196—6)/11—¢’
daq>

et

(0+1)/2—¢" (L
! (daq

Par I’hypothese du Lemme 10, 02 < (190—6)/11—¢" et 61402 < (0+1)/2—¢,
ce qui implique

) (9-‘1—1)/2—6/

(196—6)/11—¢’ o\ (0+D/2=¢
N < | — t MN/g< MN < | — .
<d0q> ¢ fa< <dgq>

Apres un découpage classique, la Proposition 3 fournit la majoration

Ty
Z Z wnrmn(doqa de)

M'/g<m<M/q N'<n<N

<L (jq) (log 2)” <. &~*y(log)?,
d’ou il découle
(6.4) Ri(0) <. 2 5y(log )?Q <. x~5/%y.

D’apres (6.2)—(6.4), on voit facilement qu’il existe une constante positive
C1(g) dépendant seulement de ¢ telle que

R(0) < Cy(e)(n~ exp{—slogs} +z~5/2)y.
De méme nous pouvons aussi démontrer
R(0) > —C1(e)(n L exp{—slogs} + z7/?)y.
D’ou on déduit les inégalités
Rl < Y [R0)]<Ci(e)2"@P (n exp{—slogs} +27/?)y,
0cC{1,2,...,1}

ce qui complete la démonstration du Lemme 10.

7. Fin de la démonstration du Théoréme. Pour terminer la démon-
stration de notre théoréme, nous avons encore besoin de deux lemmes. Nous



114 J. Wu

rappelons d’abord un résultat bien connu sur la fonction de Buchstab, sous
la forme qu’en a donnée Friedlander ([8], Lemme 2) a partir du travail de
de Bruijn ([4], Formule (1.7)).

LEMME 12 ([8], Lemme 2). Soient w(t) la solution continue de l’équation
différentielle auz différences

w(t) =1/t pour1<t<2,  (tw(t)) =w(t—1) pourt>2,
et
x> 1, z =g/t avect > 1.
Alors on a, uniformément pour t > 2,
x x
1=w(t Ol —— | .
>, l=uwlp —+ < )

2
1onsn log™ 2z
pln=p>z

On démontre le résultat suivant.

LEMME 13. Pour x > xo(e,n), on a l'inégalité
1 €

> o= o

meM m N

Démonstration. La technique de sommation par parties appliquée
au Lemme 12 donne

§1+E
1 1 1 1
3w ()G oG )1 S o)
™ nlogz U U ntlogz ) U

Mais on sait que w(t) — e (> 1) quand ¢ — oo, ol  est la constante
d’Euler ([4], Formule (1.5)). Donc on obtient 'inégalité souhaitée pour
x > xo(e,m) deés que 7 est assez petit, ce qui complete la démonstration du
Lemme 13.

Enfin, nous sommes en mesure de terminer la démonstration de notre
théoreme. Sans perte de généralité, on peut supposer

8
I(e,B
(71) CQ(E,B) = 01(6)2( ) > 372::2 > 16.

Nous choisissons maintenant

7 = min i; s:nfl/g =14 ¢
5’02(878) ) Y 41 ’

(51:9—6/, (52:1—29+6/.

(7.2)

Il est facile de vérifier que les relations (2.1)—(2.2) et les conditions des
Lemmes 2 et 10 sont satisfaites, aussitot que € est assez petit. Donc on peut



Nombres B-libres 115
appliquer les Lemmes 1-6, 10 et 13 et obtenir, pour x > x((6, B), I'inégalité
B 2
A> {48 — Cy(e, B)(n ™t exp{—slogs} + z~/2)
n
—14 - Ql/ng(xnﬂ) — (' + Ql/n)x—e}y.

Mais les relations (7.1) et (7.2) impliquent

slogs = max{\flog \f, V/Ca(e, B) log \/Cg(e,B)}

> 11/Cs(c, B) log Ca(e, B)

et
Ca(e, B) exp{—slog s} < exp{(1 — §/Ca(z, B)) log Ca (<, B))
< ! < Be® .
— (s (8, B) 8
D’ou on déduit I'inégalité
A>op x?

pour x > xo(0, B), ce qui compléte la démonstration de notre théoreme.
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