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1. Introduction. En 1873, Hermite démontre la transcendance de e.
Développant la méthode d’Hermite, Lindemann démontre en 1882 la tran-
scendance de 7 et énonce un théoreme, contenant les résultats précédents,
dont la démonstration a été complétée par Weierstrass. Ce théoréme, appelé
théoreme de Lindemann—Weierstrass, est le suivant : S7 y1,...,y, sont des
nombres algébriques linéairement indépendants sur Q alors e¥1, ... eY" sont
algébriqguement indépendants.

Dans I’étude de I'indépendance algébrique, parallelement a l'aspect qua-
litatif, on s’intéresse a 'aspect quantitatif des résultats. Pour décrire ’ana-
logue quantitatif du théoreme précédent, on utilise la notion de “mesure d’in-
dépendance algébrique” de e, ... e¥n; c’est la fonction de H et D définie
par @(e¥r,...,e¥", H, D) = min|P(e¥!,...,e¥")|, ou le minimum est pris
sur I’ensemble des polynémes non nuls de Z[X1,...,X,,] de degré (total)
< D et de hauteur “naive” < H; la hauteur “naive” d’un polyndéme de
Z[Xy,...,X,] étant le maximum des valeurs absolues de ses coefficients.

En 1932, par la méthode de Siegel, K. Mahler [M] obtient une minoration
asymptotique (en H) de @(e¥1, ..., e¥», D, H). Il démontre, sous les condi-
tions du théoréeme de Lindemann—Weierstrass, que @(e¥',...,e¥", D, H) >
H=P" pour H > Hy, Hy dépendant de D,y1,...,yn et ¢ = c(y1,...,Yn)
> 0.

Dans ce résultat, la mesure @ est “presque” optimale; en effet, a ’aide
du principe des tiroirs de Dirichlet, on montre que pour tout n-uplet de
nombres complexes 61,...,60,, il existe Dy = Dg(01,...,0,) > 0 tel que
pour tout D, D > Dy, et tout H > 1, on ait

®(6y,...,0,,H D)< H-P"/Gnh,

Mais la dépendance de Hy en fonction de D dans le résultat de Mahler
n’est pas explicite.

(29]
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En 1977, Y. Nesterenko [N;]| comble cette lacune en utilisant la méthode
de Siegel sur les E-fonctions; sous les hypotheses du théoreme de Lindemann—
Weierstrass, il montre qu'’il existe C' = C(y1, . ..,yn) > 0 tel que, si 'inégalité

(%) loglog H > CD*"log(D + 1)
est vérifiée, alors on a

(e, ..., e¥ D, H) > H D"
ol

e =4"([Qy1, -, ym) : QD" (n([Q(y1, - - yn) : Q)
+[Q(y1,---,yn) : Q 4 1).

L’objet de ce texte est de raffiner ce résultat; nous démontrons le théoreme
suivant :

THEOREME. Soient y1,...,Yyn des nombres algébriques Q-linéairement
indépendants et K = Q(y1,...,yn). Alors, il existe C = C(y1,...,yn) >0
tel que pour tout polynome P € Z[X1, ..., X,] non nul, de degré < D et de
hauteur naive < H, on ait

log |P(e¥,...,e"")| > —ceD"(log H + exp(CD" log(D + 1)))
ot
cp = 2NN ISR by b0t 2 (g Q] 4 4 1) ([K 2 Q)Y L
En particulier, si 'inégalité
(%) loglog H > CD"log(D + 1)

est vérifiée, alors on a ®(e¥t, ..., e¥n, D, H) > H~2¢2DP",

La condition (%) est plus faible que la condition () dans le résultat de
Nesterenko mais la constante ¢y dans notre résultat est moins bonne que la
constante cj.

La méthode utilisée par Nesterenko est la méthode de Siegel [S] sur
les E-fonctions, alors que la méthode que nous utilisons est la méthode de
Gel’fond. Le développement récent de cette méthode est basé sur des outils
géométrico-algébriques tels que les lemmes de zéros (cf. [P3], par exemple) et
les criteres d’indépendance algébrique. Le critere le plus général est le critere
démontré par P. Philippon dans [P;] grace aux techniques de 1’élimination
projective introduite par Y. Nesterenko dans [N;]| pour I’étude des nombres
transcendants.

Enfin, signalons que dans ce cadre, T. Topfer [T] a obtenu récemment,
en utilisant une méthode basée sur ’élimination linéaire, un résultat moins
fort que le théoréeme ci-dessus.
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I. Notations et résultats préliminaires. Pour un polynéme P a co-
efficients pi,...,p; dans un corps de nombres F, on désigne par h(P) la
hauteur logarithmique de Weil du point (1,p1,...,p;) de P;(F) (cf. [Way],
p. 19) et par deg P le degré total de P.

Si P est a coefficients entiers rationnels non tous nuls, on a h(P) =
log H(P), ou H(P) est la hauteur naive de P.

Pour un idéal I pur de F[Xy,...,X,] et w € C", ht(I), deg! et ||I[|»
désignent respectivement la hauteur, degré et valeur absolue de I en w définis
via les formes U-éliminantes associées a I (cf. [P1]).

Pour démontrer des résultats qualitatifs d’indépendance algébrique de
plusieurs nombres, le critére d’indépendance algébrique le plus efficace est
le critere de P. Philippon (cf. [P;]). La version quantitative de ce critére qui
permet d’obtenir des mesures d’indépendance algébrique a été démontrée
par E. M. Jabbouri (cf. [J]). On en déduit I’énoncé suivant qui permet d’avoir
des mesures d’indépendance algébrique en codimension un.

CRITERE. Soient K un corps de nombres et = (61, ...,0,) € C™. Soient
1 <6,7,0 et U des nombres réels positifs avec o > 1 et U > 2max(r,0™).
On suppose que pour tout entier S vérifiant

(a) /o™ < S <U/o™,

il existe une famille finie de polynomes (Qs,;)j=1,...m(s) C K[X1,..., Xp]
telle que :

(b) max; deg@s,; < 6;

(c) max; h(Qs,;) +d(n+1)log(n+1) < 7;

(d) max; |Qs,;(0)]/]0]9 Ui < exp(—So™) ou |8|=max(1,|601],...,|0a]);

(e) les polynomes Qs; (j =1,...,m(S)) sont sans zéros communs dans
la boule de centre 8 et de rayon exp(—So"™*1) de C".

Alors, pour tout polynéme P non nul de Z[ X, ..., X,], de hauteur loga-
rithmique h et de degré D, satisfaisant

(f) (4K : Q] +n+1)(270)"(hd" + (tn+6(n+1)%*log(n+1)) D" 1) < U,
on a
log |P(01,...,0,)] > —U —nDlog2(n + 1) — n?*log|d| — 2nlog(n + 1).

Preuve. Remarquons d’abord que la hauteur utilisée dans le critere de
Jabbouri (cf. [J]) est la hauteur invariante i définie dans [J]. Nous I’avons
remplacé dans I’énoncé précédent par la hauteur logarithmique absolue h
(cela revient a remplacer, localement en les places archimédiennes, la mesure
de Mahler par la hauteur naive) en utilisant ’estimation

h(P) < h(P) + (log(n + 1)) deg P.
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Cela explique les légeres modifications intervenues dans les propriétés (c) et
(f) par rapport a I’énoncé original de Jabbouri.

Notons encore § le point de P,(C) de coordonnées (1,61,...,60,), "P
I’homogénéisé de P dans Z[Xo,...,X,] et Z l'idéal de Z[Xy,...,X,] en-
gendré par "P.

Pour un polynéme @ € C[Xy,...,X,], on note H(Q) (resp. M(Q)) la
hauteur naive (resp. la mesure de Mahler de @)). On utilisera les inégalités
suivantes :

H(Q)2™ 49 < M(Q) < H(Q)(n +1)75%.
Soient u; j, 0 <7 <n—1,0 < j < mn, des nouvelles variables; on pose
u; = (u;,)o<j<n (i =0,...,n—1). Une forme U-éliminante de "Z (cf. [N3],
lemme 2) est la forme f de Z[uo, ..., u,—1] définie par
f(uo, e ,un_l) = hP(AQ, ey An)

ou A; est le déterminant du cofacteur de X; dans la matrice

Xo . Xn
Uo,0 Uo,n
Un—-1,0 --- Up—1n

On a par définition (cf. [P1], définition 1.14 avec d = 1) deg Z = deg f.
Comme deg f = ndeg P, on a deg 7 = ndeg P. Puisque f€Zug, ..., un—1],
on a ht(Z) = log M(f). Comme

M(f) < H(f)(n+ 1% et H(f) < H(P)((n+1)H)%=",
on en déduit que
ht(Z) <log H(P) + (2n + 1) log(n + 1) deg P.

Soient S() = (Séi)l)ogkgn (1 =0,...,n—1) des matrices antisymétriques
0<i<n
génériques d’ordre n + 1 (les variables sg,)l (0 <k <n,0<1<n)sont liées

algébriquement par les seules relations sg)k =0et s](;)l + sl(zli =0sil#k).

On note
§W-0= (Z s’(j’)lek>0<l<n’
k=0 ==

p(£)(S©, ..., 8=1) le polynome de C[S(?, ..., S~V défini par
Fp(f)(S©, ..., 8"y = f(S©.9,..., 8071 . ¢g)
et Lg(Xo, ..., Xn) la forme linéaire définie par Lo(X) = > 7_, X;0;.
D’apres la définition 1.15 de [P4],
= M)
T M(f)(M(Le))tee !
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On a
M(95(f)) < H(06(f))(n+ 1)%€% ) < H(p(f))(n + 1)/
et (cf. [No], preuve de la proposition 1) on a I’estimation
H(@(f) < [P(Br,....00)](n + 1> 0] .
D’autre part,
M(f) > H(f)z— deg f > 2—degf > 2—ndegP

et
H(L 1
M(Le) > T 5 g
2 2
d’ou
HIHQ < ’P(Ql, N ‘79n)|2ndegP(n+ 1)n(degP+2n)|Q|n2—n(degP+1)‘

Les conditions du critere de Jabbouri (cf. [J]) étant vérifiées avec k =
n — 1, I'idéal Z étant de dimension n — 1, d’aprés ce méme critere on a
log ||Z|lg > —U. Cette inégalité jointe a l'inégalité précédente entraine le
critere précédent.

Pour des nombres réels ¢ > 0, L > e et 0 < v < 1, on définit les fonctions
positives suivantes :

8e(L,v) = c(log L), H.(L,v)=cL(logL)'™" et r.(L)=cLloglL.

On considere, pour toute la suite, yi,...,yn, n nombres algébriques
Q linéairement indépendants. Notons K = Q(y1,...,yn), ¢ = €¥i (i =
1,...,n), 0 =(61,...,0,), den(y;) le dénominateur de y; et [y;] le maximum
des valeurs absolues des Q conjugués de y; dans C.

La démonstration du théoreme est basée sur la proposition principale
qui fait 'objet de la section suivante.

II. La proposition principale. L’objet de cette proposition est de con-
struire une famille de polynoémes vérifiant les conditions du critere précédent.

PROPOSITION PRINCIPALE. [l existe un mombre réel Ly > 0, ne dépen-
dant que de y1,...,Yn, tel que pour tout L € R, L > Lg, et tout v € R,
0 < v <1, vérifiant les conditions (1), (2) et (3) suivantes :

(1) loglog L > 2(n+ 7)log 2[K : Q] /v,
(2) (log L)'=% > ¢3, avec

— ont5[e . - )
c3 =2""°[K: Q](log 11;1?;(71(@ +1) +logn + log lrgiagn(den(yl)))
(3) 8[K : QJv(log L)” < log L/loglog L,

il existe un idéal Ir, ,, engendré par des polynomes G, ; (1 < j < m/(L,v))
de K[ X1, ..., X,] satisfaisant les propriétés suivantes :
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1<j<m/(L,v)

deg G V'<5c La )
1< B 0y V0BG < bea (L)

vj) < Hc L7 ) I
19?3;&”’1(%, g) < Hey(Lv), ot
ey =22"TTK:Qn et c5=22"TK: Q]+ 2.

Le schéma de démonstration de cette proposition est une variante du
schéma classique de démonstration de transcendance par la méthode de
Gel’fond.

La démonstration se fait en 3 pas :

)
(i)  max |Gr,;(0)] < exp(—ri/a(L)),
)

ler pas. Construction des “polynéomes auziliaires”. Pour h = (hy, ..., hy)
e N, I = (lh,...,0p) € N" i = (i1,...,1,) € N*, P € K[Xq,...,X,],
B €N, veNetseN, on note

h-y=hyi+...+hoyn, h+l=(hi+l,....hy+1n),

bl = max [hyl, [kl = Byt b,
i 1 ; .
D'P = maxl'l .. -aanv MBW(Za X) — Z*BX’Y,
min(3,s) <
AsMp (2, X) = Z <s/>ﬁ(ﬁ C1). (B 1)y 28 X,
s’'=0
Notons que
d

My (2,6) = A M (2,¢%).

Enfin, pour Y = (Y3,...,Y,,), on pose

Mpns(Y) = A Mg, (ﬁ Y, ﬁ Yzhz)

i=1
Comme on a posé 6; = e¥i, on a évidemment
Mgy ns(0) = AMp (R y, ™).

Soit Lo = Lo(y1,---,Yn) un nombre réel assez grand. Dans la suite, on
désigne par L un parametre réel > Lo, et par M, D et T’ des parametres
entiers > e. On pose

01(L,D,M,T") = T'(log L + log D + logT") + Llog M + nlognDM
+([K: Q) max h(y;) + log max den(y;) +log2n)L +log LD,

@2(L7D)M7T/) = SOI(Lu-DanT/) + (nlog(ma‘XWz‘ + 1) +n2)DM
i
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LEMME 1. Si la condition
(C1) LD > 2" K : QT'M™
est vérifiée, alors il existe des polynomes Ps .~ (0 < 3 < L,0 <~ < D) non
tous nuls de Z[Y] satisfaisant
deg Ps, <nDM, h(Ps~) <¢1(L,D,M,T")
et tels que les polynémes définis par

Qn(¥) = > Ps (Y)Mpren(Y)

0<B<L
0<y<D

soient nuls pour tout s € N, 0 < s <T’, et tout h € N, |h| < M.

Preuve. Si|h| < M ety < D, on adegMpg,ns <nDM. En notant
MGy .h,s,j 168 coeflicients de Mgy n,s, Mg y,n,s S'écrit

Mpans(X) =" > mpyns Y.
ljll<nDM
Pour |h| < M,y <D, s <T et |j| <nDM, on vérifie que
loglmg .~ n,s
< T’(logL +log D +1logT") + L(log M + logn + log max [7;|) + log L,
ol Mg~ s,n,;1 désigne le maximum de valeurs absolues des Q-conjugués de
mﬁ?’y7s7h7j daTnS C‘

Soient pg i, 0 < B <L, 0<~v<D,i=(i1,...,0,), ||i]| < nDM, des
nouvelles variables. Notons

Poy(Y)= > ppri¥h Qun(¥)= D> Psy(Y)Mgen).
il <nDM 0<p<L
0<~y<D

Le systeme {Qs, =0:s€N, 0<s<T’, heN", |h| < M} est équivalent
au systeme linéaire, en les inconnues pg.; et a coefficients mg s n,j,
suivant : -

(S) Z p6y771m5777saﬁ71 = 0’
0<B<L
0<y<D
i+j=k
k| <2nDM, se€N, 0< s < T, he N*, |h| < M.

nDM+n—1 )

Le nombre d’inconnues de (S) est supérieur ou égal & (L — 1)D( ,

et le nombre d’équations de (S) est majoré par T’M”(Q"D]\/T[f"*l).
Notons den(y;) le dénominateur de y; et 6 = maxj;<j<yden(y;). En

multipliant par 67 les deux membres du systéme (S), on obtient un systéme
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(S) d’équations linéaires homogenes a coefficients entiers dans K, équivalent
a (9).

Sous la condition (C;), le lemme de Siegel (cf. [Was], lemme 1.3.1) montre
qu'il existe des entiers naturels non tous nuls (pg ., 0 < S < L,0<v< D,
i € N, |li|| < nDM) vérifiant (S") et donc (S). En plus, d’apres ce lemme,
on a

logmax Ipg~.i| <log(V2LDS" max fmg- 5 hgl)-
B

Byv:8:h.J

Comme Ps(Y) € Z[Y], on a h(Pg ) = logmax; [pg,~.i|; ces polynomes
Pg., (0<p <L, 0<v< D) vérifient alors le lemme 1.

“Modification” des polynémes. Les polynomes Qs p (0 < s < T, |h| <
M) peuvent posséder un zéro commun dans un voisinage de § pour cela nous
allons les modifier, suivant une idée de G. Diaz (cf. [D]), afin d’obtenir des
polynomes satisfaisant la condition (i) de la proposition 1.

Soient 7 > 0 et E dans B(#,e~"), la boule de C™ de centre 6 et de rayon
e~". Comme les polynémes Pz, (0 < 8 < L, 0 < v < D) donnés par le
lemme 1 ne sont pas tous nuls et de degrés maJores (pour D et M fixés), il
existe j = 3(0) € N tel que les nombres DZPg ., (0 0),0<B8<L,0<~y<D,

ne soient pas tous nuls et que les nombres D:P3 ., (6 ) 0<B<L,0<y<D,
soient tous nuls deés que i vérifie ||i]| < ||j]|. II suffit de prendre j tel que

Il = min{[lé]| : 38, 0 < B < L, 3y, 0 <y < D, DP5 () # 0}.

Notons
I, ={j=j(0):0€ B0}

QS@J(X): Z D]P/J’"/( )Mﬁvsh(y)

0<B<L
0<~y<D

LEMME 2. Pour tout j € Z,, tout s € N, 0 < s < T", et tout h € N,
|h| < M, on a

Qs 1.i (0)] < exp(—r + 2pa(L, D, M, T") +log2LD).
Preuve. Soient j € Z,, 0 € B(6,e") tels que J :l@)’ seN,0<s<
T et he N" |h| < M. Ona
|DLPg ,(6) — DLPg ()]
< max|0; — Qi] . (Dngﬁ)(maX 16;| + 1)deg(DiPﬁﬁ)(deg Dinﬁ + 1)
or,
H(DLPgs.) < 298P [ (P ) < exp(p1(L, D, M, T")),
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donc on obtient
DLy (@) ~ D3Py (6)] < max |0; — 6] - expla(L, D, M, T)

< exp(quLgpz(L,D,M,T/)).
De la méme facon, on a
M s(8) — Mgy s n(0)] < exp(—r + o2(L, D, M, T")).

Par ailleurs, on a
|D2Py(0)] < H(DLPs ) (max 03] + 1) PP (deg DIPg,, +1)"
< explpa(L, D, M, T'))
De méme, (Mg ., o 1(0)| < exp(pa(L, D, M, T")).

Or, on a
1Qoj(0) = Qun ()< Y |DLPs(0)] - [Mpyen(0) — Mg y.n(0)]
0<B<L
0<~y<D
+ > |DLPs(0) — DLPs(0)] - [Mp.an(0)],
0<B<L
0<~y<D
d’ou

|Qs h,j( ) Qs h]( )‘ < exp(—r + 2302(1/7 D, M, T/) + lOg 2LD)'
De la définition de j, on tire I’égalité stﬁvl(é) = (DZQ&E)(E); comime

Qs,n, = 0, on en déduit que Qs p,; @) = 0 et I'inégalité précédente entraine
le lemme.
2e pas. Extrapolation. Moyennant certaines conditions sur L, D, M, T et
r, nous allons extrapoler la majoration du lemme 2 aux valeurs Q p ;(0)
pour tout s € N, s < T, avec T vérifiant T/ < T < ¢T” ot ¢ = ¢(y1, .. ., Yn)-
Soient j € Z,, 0 € B(f,e) tels que J= l@) et f la fonction entiere
définie par

f(z) = Z DlPﬁﬁ(é)Mﬁﬁ(z,ez).

0<B<L
0<~<D
On a (cf. les définitions du ler pas)
ds ; ~ .
dzsf(z): Z D2Pg . (0)AsMp(2,€%)
0<B<L
0<y<D
et pr
Sl = Y DRy (0) Mg ns(0).
0<B<L

0<~y<D
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On a, de la méme facon qu’au ler pas, pour tout s € N, 0 < s < T”, et
tout h € N, |h| < M,

S

O |Quns® - r0n)

< > |DIPs4(0) — DIPsA(0)] - Mg ns(0)]

0<pB<L
0<~y<D

< exp(—r + 2p2(L, D, M, T") + log LD).

Cette inégalité et le lemme 2 entrainent I'inégalité

S

dzs

(5) max
0<s<T’
|n| <M

f(h- y)’ < exp(—r + 2p2(L, D, M, T") + log 4LD).

D’autre part, la formule d’extrapolation (cf. [R], lemme 4.5) appliquée a f,
avec Ry > Ry > (maxi<i<n ¥; + 1)M et §' = minj, <opr [|h - y||, montre que
pour tout s € N, on a

1] ds
AT d sf’
S! yA Ry
ARNTM" opm f 33R, \TM" das
<2 =2 el (e — 2 -
=2/ |R1<R1> "R (6’M”/2 ol e e A

|h|<M

ou |f|lr = Sup|z||=Rr |f(2)]-
Les nombres y; (1 <1i < n) étant algébriques, I'inégalité de la taille (cf.
[Wag], 1.2.4) montre que ¢’ > exp(—[K : Q]logcgM) ou

¢ = 2n max (den(y;)) - max (Tyil+ 1).

1<i<n
D’autre part, on a

flm < LD s, |DLP (B)|Rie™”
0<y<D
<exp(Llog Ry + R1D + ¢o(L, D, M, T") + log LD).

En prenant Ry = L, Ry = (maxi<;<n |yi| + 1)M et en supposant la
condition

1/2 )
(C2) L2 > 4( max |yi] + )M

vérifiée, on déduit de I'inégalité (5) et de la formule d’extrapolation précé-
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dente que pour tout 7> 71", on a

dsf
dzs (h-y)‘

max
0<s<T
lall <M
<exp(L(log L + D) + ¢2(L,D,M,T") +log LD + T log T — 3T’ M" log L)

+exp([K: Q)T M™log ¢z M + 2¢o(L, D, M, T") + log 8LD + T'logT — r)

ou

cr =ce+ 33(1121;3%}(” lyi| +1) +n/2 — 1.

Or, comme dans l'inégalité (4), pour tout s € N, 0 < s < T, et tout
heN" |h| < M,ona
dS
Qs (0) — =~ f(h-y)| < exp(=r +¢2(L, D, M, T) +log LD),
d’ou
(6) 1Qsn,;(0)]
< exp(L(log L 4+ D) + ¢2(L, D, M,T") +log LD + T log T — 1T"M" log L)
+exp([K: QT M™log c; M + 2¢o(L, D, M, T") +1og 8LD + T'log T — 1)
+exp(—r+ ¢2(L, D, M,T) + log LD).

3e pas. Utilisation du lemme de zéros

LEMME 3. Soit r un nombre réel tel que r > maxi<i<y |y;|. Si les condi-
tions

(Cs) T([M/2])" > 4LD
et
(C4) T>2D

sont vérifiées, alors les polynomes Qs p; (s €N, 0<s<T, heN", |h| <
M, j €1,) n'ont pas de zéros communs dans la boule B(0,e™") de C".

_ Preuve. Supposons que ces polynomes s’annulent en un point_ E =
(01,...,0,)de B(8,e™"). Puisque r > maxj<i<p |yi|, on en déduit que 6; # 0
pour tout i, i = 1,...,n. Soit, alors, 7; € C tel que e¥i =0; (i =1,...,n).

Rappelons que, par définition, on a

Quni@® = Y DIPsy AMy (g D).

0<B<L
0<~y<D
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Considérons, en particulier, le n-uplet j de Z, tel que j = j (é) et le
polynome

0<B<L
0<~v<D

Pour h € N, |h| < M, notons F}, la fonction entiere définie par
Fi(z) = P(h-y+ 2, eﬁﬂ“).

On a
d® ~
Fip(0) = Qs,n,5(0).

Comme on a supposé que QS7@7Z(Q) =0, pour tout s € N, 0 < s < T,
et tout h € N, |h| < M, alors selon la définition de [Ps], le polynéme P
s’annule a 'ordre T le long de I'application ¥ définie par
U:C— Gy xGy, z-—(z,€),
sur lensemble I'(M) = {(h-y, V) h e N, |h| < M}.

Or j =: j@), donc les coefficients DZP@V@), 0<(B<L 0<~vy<D,
de P ne sont pas tous nuls, donc P est non nul sur G, X G,,. Par suite le
lemme de zéro (cf. th. 2.1 de [P3]) joint au lemme 3.4 de [P2] montre qu'il
existe un sous-groupe G’ = G| x G4 C G, x G,,, de G, x G, tel que

(7) T card((I'(M/2) + G')/G") < 2tz pDra

our; =dim G, /G] et ro = dim G,,,/G5.
Deux cas peuvent se présenter :

e ou bien G} = G, on a alors r; = 0 et I'inégalité (7) entraine I'inégalité
T < 2D, ce qui est absurde vue la condition (Cy4);
e ou bien G} = {0}, on a alors 71 = 1 et on a, dans ce cas,

card((I'(M/2) + G")/G") = ([M/2])"
et I'inégalité (7) entraine 'inégalité T'([M/2])™ < 4LD, ce qui contredit (C3),
d’ou le lemme.
Choixz des paramétres et preuve de la proposition principale. Soit Ly =
Lo(y1, - ., yn) un nombre réel suffisamment grand; soient L > Ly et 0 < v

< 1 deux nombres réels vérifiant les conditions (1), (2) et (3) de la proposi-
tion principale. Posons

T = 4L(og L) +1], M =[(ogL)"/" +1,
D=2""K:Q], T=[2*""K:Q]L(logL)™"], = LloglL.

Les conditions (Cy), (Cz2), (C3) et (C4) précédentes sont évidemment sa-
tisfaites avec ces parametres. De plus, puisque L > Lg et (L,v) vérifie les



Théoréme de Lindemann—Weierstrass 41

inégalités (2) et (3) de la proposition principale, on en déduit que
@o(L, D, M,T") <9L(log L)'~

et
o (L, D, M, T) < (22"*[K : Q] 4+ 1)L(log L)' .

D’autre part, avec le choix ci-dessus des parametres D, M, T’, T et puis-
que (L, v) vérifie les inégalités (2) et (3) de la proposition principale, I'iné-
galité (6) précédente s’écrit

|Qs,1,5(0)| < exp(—Llog L + (22"P9K : Q] + 11)L(log L)' ™)
+exp(—Llog L + (21 + 2" P9[K : Q])L(log L)' ™)
+ exp(—Llog L + (22"*9[K : Q] + 2)L(log L)' ™)
et par suite I'inégalité (1) de la proposition principale entraine
Qs.n,(0)] < exp(—35Llog L),
ou encore
(8) |Qs,n,5(0)] < exp(—r1/2(L)).
Par ailleurs, on a
deg Qsp,j < nﬁlix(deg DIPs ., +deg Mg, o 1)
< 2nDM < 2"*7[K : Qn(log L)"/™;

avec les notations du chapitre I, cette inégalité s’écrit

9) deg Qs,pn,j < 0cy(L,v) avec ¢y = 2" K : Qln.
On a aussi
MQung) < max(h(DLPs) + h(Mpn)) + 20 DM
< 201(L, D, M, T) + 2nDM < 2p(L, D, M, T)
< (2"FO[K : Q] + 2)L{log L),
d’out
(10) MQs,p,j) < Hey (L,v)  avec c¢5 = 220K . Q] + 2.

Soit Iy, l'idéal de K[Y1,...,Y,] engendré par la famille des polyndmes
Qsnj(Y1,...,Yn), s e NO < s <T,h e N", |[hl <M, jelI,on
T, M, r sont les parametres définis ci-dessus en fonction de L et v. D’apres
le lemme 3, I'idéal I, , n’a pas de zéros dans la boule de C" de centre § et
de rayon exp(—r(L)); il vérifie donc la condition (i) de la proposition prin-
cipale. L’inégalité (8) (resp. (9) et (10)) montre que Iy, , vérifie la condition
(ii) (resp. (iii)) de la proposition principale.
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III. Preuve du théoréme. Rappelons que yi,...,¥y, désignent des
nombres algébriques Q-linéairement indépendants et on note

K=Q(y1,...,yn) et 0;=¢€, 1<i<n.

Pour f et g deux fonctions de R dans RT, on note f > g s’il existe
d =ddWi,...,yn) > 0 tel que pour tout L > Ly on ait f(L) > 'g(L) et
> e fKgetgk f.

Soit C' = C(y1, - - .,Yyn) un nombre réel suffisamment grand par rapport
aux constantes ci,...,¢;,... qui interviennent dans ce texte. Soient h, D
deux nombres réels > 0. Posons

hi = (h+exp(CD" log(D + 1))),
v = (nlog D + logcg)/ loglog hq,
ol
cg = 2n(4n2+16n+12)nn2+2([K . Q])n2+1(4[K Q] +n+ 1)n+1‘
On a bien 0 < v < 1.
Rappelons les notations Hy(L,v) = L(log L)', 6,(L,v) = (log L)*/™
et r1(L) = Llog L.
Soit L le plus petit entier vérifiant

(11) coh1 D™ < (L),
ou
o = 2n(4n2+18n+25)+3nn2+n+2([K . Q])n2+n+1(4[K Q| +n+ 1)n+2'

Posons 6 = 6.,(L,v), T = Hey (L,v)+6(n+1)log(n+1), 0 =2, U = r1(L)
ol ¢4 et ¢5 sont les constantes définies dans la proposition principale.

Nous allons montrer que ces parametres vérifient les conditions du critere
du chapitre L.

L’inégalité (11) et L suffisamment grand entrainent que loglog L >
%loglog hi, et de la définition de v, on tire que loglogh, > (logcs)/v,
d’ou loglog L > (logcg)/2v et comme cg > 2°¢2, on en déduit que U >
2max(7,0™) et § > 1.

Soit S un entier vérifiant la condition (a) 7/0™ < S < U/o™ du critere,
et L' le nombre réel défini par r1(L') = So™ 1. Montrons que (L', v) vérifie
les hypotheses de la proposition principale.

Comme S > 7/0™, on a r1(L') > 7 et, par suite, log L’ > log L; or
I'inégalité (11) entraine log L > loghy, d’ou log L’ > logh; et puisque
loghy > C et que C est suffisamment grand par rapport a Lo, on en déduit
que L' > L.

Par ailleurs, log L' > log hy et log hy > C entrainent l'inégalité loglog L’
> Llogloghy; or logloghy > (logces)/v et loges > 4(n + 7)log2[K : Q,
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d’ou
2 7)1log2|K :
loglog L' > (n +7)log 2| Q];
v
ainsi (L', v) vérifie I'inégalité (1) de la proposition principale.

D’autre part,

_logh1 > C

log ') > (logh1)' ™" et (loghy)'™" =
(log L") ™" > (log h1) et (loghi) D" 2 o

comme C est suffisamment grand, on en déduit que (log L')' =" > c3; ainsi
(L', v) vérifie la condition (2) de la proposition principale.

Remarquons que S < U/o™ entraine r1(L') < Uo < r1(L) et, par suite,
L' < L. On a alors

v(log L") loglog L' < v(log L)" loglog L.

Or, L — 1 ne vérifie pas l'inégalité (11), d’ou log L < log h; et, par suite,
v(log L") loglog L' < v(log hy)loglog hy;

de la définition de v et hy, on tire les inégalités

cs(n + logcs) log hy
G :

Comme C' est suffisamment grand et que logh; < log L', on en déduit
que

v(logh1)” loglog hy < cg D™ logecg D™ <

8K : QJv(log L')" loglog L' < log L;
la condition (3) de la proposition principale est donc vérifiée par (L', v).
Alors, d’apres cette méme proposition, il existe un idéal I/, =: (Gr/ . :
1<j<m/(L,v))de K[Xy,...,X,] vérifiant les propriétés (i), (ii) et (iii).

Posons {Qs; : 1 <i<m/(S)} ={Grp;:1<j<m/(L,v)}

Les propriétés (i), (ii) et (iii) de la proposition principale montrent que
les propriétés (e), (d), (c) et (b) du critere du chapitre I sont satisfaites avec
les parametres d, o, 7 et U définis ci-dessus et avec K = Q(y1,...,yn) et
0= (e¥r,... ev).

La propriété (f) de ce critére est vérifiée avec des parametres h, D, ¢, o,
7 et U. En effet, d’apreés (11), on a

hi6™ < cglri(L)YD"6".

Or, de la définition de v, on tire ’égalité D = (cg ' (log h1)¥)*/™. Comme L—1
ne vérifie par (11) et que h; suffisamment grand, on a log hy > %log L, d’ou

h16"™ < cgteg2”ri(L)(log L) V6™ < 2¥¢cy tegcliri(L).
Comme v < 1, on a

(12) hi6™ < 2¢cq tegclri(L).
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D’autre part, on a
ntDS" ! + (n+1)*log(n + 1) D™
<nH. (L,v)D§" ' + (n+1)(2n + 1)log(n + 1) Ds"
< n05cf_1c§1/n(log h1)"/"L(log L)'~ (log L)* =1/
+ (n+1)(2n + 1) log(n + 1)eg /"¢ (log hy )"/ " (log L)" .
Or, d’apres (11), on a logh; < 2log L, d’ou
ntDS" ' + (n+1)*log(n + 1) D™
< 2nc5cf_lc;1/nL(log L)+2(n+1)(2n+1) log(n+1)c;1/n02(log Lyva+i/n),
Comme L est assez grand, on en déduit
(13)  nTDS" ! 4 (n+1)%log(n +1)D6" < (2nescy ™t + 1)cg1/nr1(L).
Puisque
/™ > 4(2nes T+ 1)(A[K - Q) + n + 1)(270)"
et
cog > 8cscy (4K : Q] +n+ 1)(270)",
les inégalités (12) et (13) entrainent que
(4K : Q] 4+ n+1)(270)"(h16™ + (n7 + 8(n + 1)*log(n + 1)) D" 1)
< 3m(L) <U,

donc la propriété (f) du critere est vérifiée.
Remarquons que, puisque L est assez grand, on a U < r1(L—1) et comme
L —1 ne vérifie pas (11), on a 71 (L —1) < cghy D™ et par suite U < cghy D™.
Le critere du chapitre I montre alors que pour tout polynéme non nul P
de Z[X1,...,X,], de degré < D et de hauteur logarithmique < h, on a

log |P(61,...,0,)| > —U —nlog2(n+1)D — 2nlog(n + 1) — n*log|é)|.
Or C est suffisamment grand par rapport a n et |8]; on en déduit que
nlog2(n +1)D + 2nlog(n + 1) +n?log || < hy

et, comme U < cgh1D™, on a log|P(01,...,0,)] > —2coh; D™, d’ou le
théoreme.

Au cours de la démonstration, les constantes notées cq,...,¢;, ... ont
été explicitées pour avoir des énoncés plus précis; mais ces constantes ne
sont pas toujours les meilleures possibles puisque nous les avons majorées
grossierement pour les rendre plus présentables.

Signalons que cette démonstration peut étre adaptée pour retrouver
I’analogue elliptique du théoréeme principal de ce texte, résultat démontré
par Y. Nesterenko dans [Ngs].
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Je tiens a remercier P. Philippon pour ses commentaires sur une premiere
version de ce texte. Je remercie aussi le referee pour ses remarques qui m’ont
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