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Nous généralisons le théoreme de Cobham ([2]), en démontrant qu’une
partie infinie de N est reconnaissable en base k (k entier strictement plus
grand que un) et reconnaissable dans un systéme de numération associé & un
nombre de Pisot unitaire (ayant une propriété arithmétique supplémentaire)
si et seulement si elle est ultimement périodique.

A. Rappels et notations

1. Notations. Nous ne travaillons qu’avec des alphabets finis A = {0, 1,
..., k} avec k un entier positif, dont les éléments a sont appelés les lettres.
L’ensemble A* designe le monoide libre engendré par A : un élément u de
A* est une suite finie de lettres de A appelé un mot, le mot vide est noté
par €. Si pour quatre mots u, v, s et ¢t de A* nous avons u = vst, v est un
préfive de u, t un suffize de u et s un facteur de u.

Nous notons la longueur d’un mot u par |u|, en particulier |¢| = 0. Le
mot de longueur n ne comportant que la lettre a est noté par a”.

Nous définissons sur A* Pordre lexicographique (noté =) par :

esiu=a...a, et v=>b...b,, alors u > v si, pour un i € {1,...,n},
a; > b;, et pour tout j <1, a; = by;
esiu=aj...a,, et v=>by...b, avec m < n, alors u = v si 0"~ "™ = v.

2. 0-systeme de numération, ensemble Ug-reconnaissable. Un nombre de
Pisot est un entier algébrique strictement plus grand que 1, dont tous les
conjugués sont a l'intérieur du cercle unité. Pour § un nombre de Pisot,
soit le 6-développement de 1 (noté Dg(1)) la suite infinie d’entiers positifs
(ot )nen suivante (pour plus de précision voir [9], [1]) :

o o = [0], 7o = {0} ([z] désignant la partie entiere de x et {x} la partie
fractionnaire de x);
e pour tout entier n, a,11 = [0ry], Thy1 = {0}

[197]
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Le 6-développement de 1 d’un nombre de Pisot est soit ultimement
périodique, soit fini (i.e. Dp(1) = ag... (i1 ... Qpim)? ou Dy(1) =
ag...ap) ([9]). Nous pouvons alors définir a partir de Dy(1) le polynome
Qo(z) de Z]X] suivant ([1]) :

esi Dy(1) =ap...ap, alors Qp(z) = 2" — o™ — a12™ ! — ... — ay;
esi Dyp(l)=ap...an(ant1...anym)”, alors
Qo(z) = ("™ — ™™ — ™™ — L — )
— (2" —apa™ — " — = ay).

Si 0 est toujours racine de Qg(x), ce polynéme peut ne pas étre son
polynéme minimal (noté Py(x)). Dans toute la suite le réel 6 désignera
toujours un nombre de Pisot unitaire pour lequel Qg(z) est son polyndéme
minimal, et nous dirons que 0 possede la propriété (u).

Comme A. Bertrand ([1], mais aussi [6]), nous définissons le 6-systéme
de numération ((U,)nen; Ag) de la facon suivante :

esi Dy(1) =ap...a,, alors

U — 1 o agU;_1 +a1Uj_o+...+a;_1Up+1 pourl <i<n;
oo Tl Ui + Ui o+ .o+ anUi_(ng1) pour @ >n+1;

esi Dyp(l)=ap...an(ant1-..anym)”, alors
Up=1; U =ogUi_1 +1U;,_ o+ ...+a;_1Ug+1 pouri>1;
e dans les deux cas 4g = {0,1,...,[0]}.

Un entier p admet comme représentant le mot ay...a, de Aj si on a
I’égalité p = agU, + . . . + a,Uy. Dans ce systeme, tout entier non nul admet
un représentant unique ne comportant aucun facteur plus grand ou égal a
Dy(1) pour lordre lexicographique ([1] et [6]), et ne débutant pas par la
lettre 0 : c’est le représentant normalisé de I'entier, et nous notons par [f]*
I’ensemble des représentants normalisés.

Pour la suite, ITy(z) (respectivement ITj(z)) désigne la valeur numérique
du mot x dans le f-systeme de numération (respectivement en base k), et
vg(n) (resp. vgx(n)) le représentant normalisé de n dans le #-systeme de
numération (resp. le représentant de n en base k).

EXEMPLE 1. Nous notons ¢ = (1 ++/5)/2 le “nombre d’or”. Nous avons
D,(1) = 11, ce qui implique que la base du systéme de numération associé
a ¢ est la suite de Fibonacci (soit 1, 2, 3, 5 etc.), et I'alphabet A4 = {0, 1}.
Nous trouvons le systeme de numération de Fibonacci ([12]) dans lequel le
nombre 8 admet trois représentants ne débutant pas par un 0 : les mots
10000, 1011 et 1100, le premier étant le représentant normalisé de 8.

Pour ¢? = (3 4+ v/5)/2, Dg2(1) = 21%. Ici la base du systeme est la
suite des entiers apparaissant a des rangs impairs dans la suite de Fibonacci
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(soit 1, 3, 8 etc.), 'alphabet étant A, = {0, 1,2}. Le nombre 8 admet deux
représentants : les mots 100 et 22, le premier est le représentant normalisé
de 8.

Dans ces deux cas Qy(z) est le polynéme minimal de 6.

Soit v le nombre de Pisot unitaire dont le polynéme minimal est P, (z) =
23 — x — 1. Par calcul, nous trouvons D, (1) = 10001, ce qui implique que
Qu(x) =2° —2*— 1= P,(z)(2? — 2+ 1). Nous voyons que Q,(1) # P,(1),
et v sort du cadre de notre étude.

Soit S une partie de N; nous définissons le langage Lgy(S) comme ’en-
semble des représentants normalisés des éléments de S dans le f-systeme de
numération. Par analogie avec la notion de k-reconnaissabilité, nous disons
que la partie S de N est Ug-reconnaissable si Lg(S) est reconnaissable par
un automate ayant un nombre fini d’états (pour la théorie des automates et
la k-reconnaissabilité nous renvoyons a [4]).

Un 6-automate est un automate qui n’accepte que les mots ne compor-
tant aucun facteur supérieur ou égal & Dy(1). Par définition les #-automates
ne sont pas complets dans ’alphabet sur lequel ils sont définis. Cependant,
il est clair que si une partie S de N est Up-reconnaissable, Ly(S) pourra
étre reconnu par un f-automate. De plus, cet automate pourra étre choisi
déterministe et minimal.

3. Substitution de longueur 0, suite 8-automatique. Pour nous, une sub-
stitution est un triplet w = (w, A,ap) ou : A est un alphabet fini; w une
application de A dans A* (prolongeable en un morphisme de A* dans A*);
ap une lettre de A telle que w(ag) = apu (avec u un mot de A*, différent
du mot vide). On peut alors définir dans AY le point fixe de la substitution,
X, = limy,— oo (w(ap))™.

Pour k entier fixé, si toutes les lettres ont pour image par w un mot de
longueur k, w est une substitution de longueur constante k.

Sile mot X, est périodique (resp. ultimement périodique) la substitution
w est dite périodique (resp. ultimement périodique).

Nous rappelons brievement quelques définitions et des résultats donnés
dans [5].

e Morphisme. Soient w = (w, A, ap) et 7 = (7, B, by) deux substitutions;
nous disons que h est un morphisme de w dans 7 si h est une application de
A dans B telle que

h(ag) = bo;  h(w(a)) =7(h(a)) Vae€ A.

e Conjugaison. Les substitutions w = (w, A4, ap) et 7 = (7, B, by) sont
conjuguées s’il existe une substitution o = (o, C, ¢p) et deux morphismes hq
et hy de o dans w et de o dans 7, respectivement.
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Propriété. w et T sont conjuguées si et seulement si pour tout entier n,
lw(an)| = |7(bn)] (an et b, désignent respectivement les n-iemes lettres de
X, et X,).

o Substitution wg. A partir de Dy(1), nous définissons une substitution
wy de la fagon suivante :

e si Dyp(l) = (ag...an), alors wyp = (wp,{0,1,...,n},0) :

0—0%1, 1—-0"2,...,n—1—-0%"""n, n—0%;
o si Dg(1) = (apaq...n)(@nt10nia ... Qpim)?, alors wy = (wp,
{0,1,...,n+m},0) :
0—0%1, ..., n+m—1—=0""*+""1(n+m), n+m—0%+"(n+1).

Propriétés. Le polyndme caractéristique de la matrice d’occurrences de
wg est égal & Qp(z). La suite (Jwy (0)|)nen est égale a la base du systeme de
numération associé a 6.

o Substitution de longueur 6. Nous appelons substitution de longueur 0
toute substitution conjuguée avec wy (définie comme précédemment).

Par extension de la définition des suites k-automatiques (voir par exem-
ple [4]), nous disons que la suite (b, )nen appartenant & BY (B un alphabet
fini) est f-automatique si elle est obtenue par codage littéral du point fixe
d’une #-substitution.

Soit A = {Q, qo, F,{0,...,[0]},0} un f-automate; la suite des états de
A est la suite infinie [0(qo, ¥9(n))]nen. Nous obtenons alors un théoreme et
son corollaire :

THEOREME 0. La suite infinie des états d’un 0-automate est point fize
d’une 0-substitution o = (0,Q,qo). Inversement, le point fixze d’une 0-
substitution est la suite des états d’un 0-automate.

COROLLAIRE 0. Une partie infinie de N est une partie Ug-reconnaissable
si et seulement si sa suite caractéristique (appartenant a {0,1}) est 0-
automatique.

Remarque. Le théoreme 0 n’est que la version pour les §-systemes de
numération d’un théoréme da & Cobham pour le cas entier ([3]).

Nous généralisons ici le théoréme de Cobham ([2], voir aussi [7] pour une
autre démonstration) : “Soient k et j deux entiers strictement plus grands
que 1, multiplicativement indépendants (i.e. log k/log j € Q). Une partie in-
finie de N est une partie j-reconnaissable et k-reconnaissable si et seulement
si elle est ultimement périodique,” par le théoréme : “Soient # un nombre de
Pisot unitaire ayant la propriété (u) et k un entier strictement plus grand
que 1. Une partie infinie de N est k-reconnaissable et Uy-reconnaissable si
et seulement si elle est ultimement périodique.”
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Signalons d’ores et déja que C. Frougny a montré qu’une partie ultime-
ment périodique est Up-reconnaissable ([6]).

B. Indépendance entre les k-substitutions et les #-substitutions
1. Deuz propositions

PROPOSITION 1. Soient 8 un nombre de Pisot unitaire ayant la propriété
(1), k un entier strictement plus grand que 1, et w = (w, A, ag) une k-
substitution non ultimement périodique. S’il existe une lettre a de A telle
que w(a) soit le mot a*, alors X,, n’est pas 0-automatique.

Preuve. Soit w = (w, A, ag) une k-substitution vérifiant les hypotheses
de la proposition, et supposons que X, soit f-automatique : cela signifie
qu’il existe une substitution o = (o, B, by) de longueur 6, et une application
@ de B dans A, telles que #(X,) = X,,.

Nous pouvons considérer le mot X, comme la suite infinie des états d’un
k-automate Ax = {4, a0,{0,...,k—1},0r} ([3]), et le mot X, comme celle
d’un f-automate Ay = {B,bo,{0,...,[0]},d¢} (théoreme 0).

Nous avons dans Ay, :

Ju e {0,...,k—1}" tel que Jx(ap,u)=a;
Yo e {0,...,k—1}, dr(a,v)=a (car w(a) = a®).
Donc
Yoe{0,....,k—1}",  dx(ag,uv) = a.
On obtient
Va € N Vn € [IT;(u0%), I (u0*) + k%[,  dx(ao,vk(n)) = a.

Comme X, n’est pas ultimement périodique, il existe une lettre récur-
rente b de B (i.e. b apparait une infinité de fois dans X, ) telle que @(b) soit
différente de a. Cela implique que 1’état b est récurrent dans Ay : il existe
(w,s,t) € {0,...,[0]}* et w différent du mot vide tel que pour tout 5 € N,
8o (bo, swot) = b.

Nous allons obtenir une contradiction en montrant qu’il existe un couple
d’entiers («, ) tel que

(a) I (u0%) < p(swPt) < I (u0®) + k*.
Comme 6 est un nombre de Pisot on peut voir que ITy(sw’t) = Meslvl 4

L+ 0(0?"), ot L et M sont deux constantes réelles dépendant de (w, s,t),
lo| < 1, et limg_ o 0(0%1"!) = 0. Les inégalités (a) sont alors équivalentes &

L+0(Qﬁw)>

alogk + log(ITk (u)) < log M + Blog 6! + log (1 T 705l

< alogk + log(Ij(u) + 1).
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Nous supposons 3 grand pour pouvoir négliger le terme log(1 + ...). Nous
obtenons donc les inégalités suivantes :

log(ITx(u)) < log @™l log M —a log(I1y(u) + 1)
logk — " logk log k log k ’

L’entier 8 recherché doit vérifier

log (I (u)) — log M < log 1! log(II;(u) + 1) — log M
{ log k }_{ﬁ log k }<{ log k }

Mais log 6! /logk est irrationnel, ce qui implique que la suite
(nlog 0" /log k)nen est équirépartie modulo 1. Il existe donc une infinité
d’entiers (f;);en vérifiant I'inégalité précédente. Pour chaque 3; on pose

o 'logﬁ‘w‘ _ [log({Iy(u)) —log M
T logk log k ’
Le couple (¢, 3;) vérifie alors les inégalités (a) des que [3; est assez “grand”.

Nous obtenons ainsi la contradiction souhaitée, ce qui démontre la proposi-
tion 1.

DEFINITION. Soient w = (w, A, ag) une substitution et [0...N] le mot
de longueur N préfixe de X,,. Soit F; ’ensemble des entiers défini par E; =
{0}U{|w!([0... N])|, VN € N}. La substitution w est reconnaissable a droite
et a gauche a lordre t s’il existe un entier L; (dépendant de t) tel que
si n appartient a Fy, et si, pour m entier, les mots [n — L;...n + L] et
[m—L¢...m+ L] de X, centrés en n et m respectivement sont identiques,
alors m appartient a FEj.

Dans le cas ou w est une k-substitution, cela implique que m est congru
a n modulo k.

Si quel que soit 'entier ¢, w est reconnaissable a droite et a gauche a
l'ordre t, nous disons que w est reconnaissable a tous les ordres.

Remarque. Cette notion a été étudiée par B. Mossé ([8]), dont nous
utiliserons certains résultats. Nous renvoyons aussi a [10] pour la notion de
reconnaissabilité.

PRrOPOSITION 2. Soient 8 un nombre de Pisot unitaire ayant la pro-
priété (u), k un entier strictement plus grand que 1 et w = (w,A,agp)
une k-substitution reconnaissable a tous les ordres. Alors X, n’est pas 0-
automatique.

Avant de donner la preuve de la proposition, nous énoncons deux lemmes :

LEMME 1. Soit une 0-substitution o = (o, B,by), et b une lettre de B.
Alors, lim,,_,» |0™(b)| = oc.

Preuve. Evident en utilisant la définition de la conjugaison.
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LEMME 2. Soit (Uy,)nen une suite strictement croissante d’entiers positifs
définie a partir d’une relation de récurrence de la forme

Un+m+1 = aOUn—i-m +...+ am—lUn—i-l + anUn

avec ag, - - . , m—1 des entiers relatifs, a, €gal a £1 et Uy, ..., Uy, des entiers
naturels. Soit k un entier positif strictement plus grand que 1. Considérons
la suite infinie d’entiers (U t)nen appartenant a {0,..., k" — 1} (¢ entier

> 1), définie par la suite (Up)nen modulo k. Alors, la suite (Up t)nen est
périodique de période Ty et limy_, o T} = o0.

Preuve. Nous savons que (U, ¢)nen est ultimement périodique car en-
gendrée par une relation de récurrence linéaire ([11]). Comme (U, )nen est
une suite strictement croissante et que a,, est égal a +1, il est facile de
montrer que la suite (U, ¢)nen est périodique pour ¢ entier > 1.

Pour ¢ entier > 1, on peut toujours trouver s entier tel que Ur, < k°,
et comme (Up, s)nen est une suite périodique, nous avons T3 < Ts. Nous en
déduisons que lim;_, o, T} = o0.

Preuve de la proposition 2. Soitw = (w, 4, ap) une substitution
satisfaisant a toutes les hypotheses de la proposition. Nous allons supposer
que X, est f-automatique : il existe donc une #-substitution o = (o, B, by)
et une application ¢ de B dans A telles que ¢(X,) = X,,.

Soit Y € BY avec X, = byY. Soit I'application f : N — B, n
f(n) = bsib est la premiere lettre de 0™ (Y). L’application f est ultimement
périodique :

Ap,r) EN*Yn>r,  f(n+p)= f(n).
Ceci implique que pour tout n > r (avec f(n) = b), et pour tous (i, j) € N?
tel que j > 4, le mot o?(b) est un préfixe du mot o"+7P(Y).

Considérons la suite (U, )nen base du 6-systeme de numération. Grace
aux propriétés de la conjugaison nous avons |0"(by)| = U,, pour tout n € N.

Fixons ¢ entier tel que la période (notée 1" = T}) de la suite (Up t)nen
soit supérieure strictement a p (notations du lemme 2) : cela est possible car
la suite (U, )nen vérifie les hypotheses du lemme 2. On peut donc trouver
n (avec f(n) = b) supérieur a r tel que U, ne soit pas congru modulo k' a
Un+p- Mais alors, pour tout entier i, U, 47 n’est pas congru modulo kt &
Un+p+ipr- Cependant d’apres une remarque ci-dessus, pour tout entier i, le
mot o7 (b) est préfixe du mot o"TPT(Y) et du mot o TPTPT(Y),

Dans X,, nous avons donc trouvé une suite de mots (o™ (b));en tels
que lim; o |07 (b)| = oo (lemme 1), et pour tout entier 4, le mot o??7 (b)
apparait dans X, & des rangs non congrus modulo k*. Comme par hypdtheése
?(X,) = X, en considérant la suite de mots (®[c?T (b)]);en, nous obtenons
une contradiction avec la reconnaissabilité a 'ordre ¢ de la substitution w.
Ceci acheve la preuve de la proposition 2.
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2. Une classification des substitutions. Soient w = (w, A, ag) une substi-
tution et a une lettre de A; considérons le sous-ensemble A(a) de A suivant :
Aa) = {a’ € A:3(i,j) € N* avec @’ € w'(a) et a € w’(a’)}.

Propriétés immédiates :
1. A(ag) # 0 (car ag € A(ag)).
2. A(a) peut étre vide méme si a est une lettre récurrente de A.
3. 5ia’ € A(a) alors A(a’) = A(a).
4. Si X, # (ag)¥, il existe a # ag tel que A(a) # 0.
5. Soit a # ag et a € A(a’); alors a est une lettre récurrente de A.
EXEMPLE 2. Soit w = (w,{0,1,...,5},0) la 2-substitution suivante :
w: 0—0 3—13
1—-23 4—-54
2—45 5 —45.
Sur cet exemple nous avons : A(0) = {0}, A(1) = A(3) = {1,3}, A(4) =
A(5) = {4,5}. La lettre 2 est récurrente bien que ’ensemble A(2) soit vide.

Nous pouvons classer les substitutions w = (w, A, ag) en trois catégories :

(a) Toutes les lettres de A appartiennent & A(ag) (toutes les lettres sont
alors récurrentes).

(b) Il existe au moins deux ensembles différents A(a) et A(a’) non vides
ne contenant que des lettres récurrentes.

(c) La lettre ag n’est pas récurrente, et toutes les lettres récurrentes
appartiennent au méme ensemble A(a) (ce qui implique en particulier que
sia’ # ag et A(a) # 0, alors o’ € A(a)).

Soit w = (w, A, ap) une substitution rentrant dans la catégorie (b) ci-
dessus, et notons :

o Ay, ..., A, tous les sous-ensembles deux a deux distincts de la forme
A(a) de A;
® ai,...,a., les lettres récurrentes de A n’appartenant a aucun A;, i €

{1,“-’”};
° Q:{Al,...,An}U{al,...,am}.

Nous formons des chaines (z — y — ... — z) d’éléments de 2 de la
fagon suivante :

o A; — A;, pour i différent de j, s’il existe a € A; et a’ € A; telles que
a € w(a);

o A, — a; 'l existe a € A; telle que a; € w(a);

e a; — A, s'il existe a € A; telle que a € w(a;);

®a;, — a;sia; €w(a).
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Il est alors impossible d’avoir simultanément = — y et y — = (pour x et
y deux éléments différents de (2). De plus, nous interdisons 4; — A;. Nous
obtenons :

PROPOSITION 3. I existe dans §2 des chaines de longueur mazimale (con-
struites comme ci-dessus). L’extrémité finale de ces chaines est un élément
de (Ai)ieq1,...ny (noté Ag) qui vérifie :

Va € A,  w(a) est un mot formé de lettres de As.

Preuve. Comme un élément de {2 ne peut pas apparaitre deux fois
dans la méme chaine (car sinon nous obtenons une contradiction avec les
définitions), et que le cardinal de {2 est fini, toutes les chaines que nous pou-
vons construire sont de longueur finie. Considérons une chaine de longueur
maximale: * — y — ... — z. Comme pour toute lettre a de z le mot w(a)
est défini, z ne peut pas étre un élément de (a;);e(1,...,m}, et doit contenir
toutes les lettres de w(a).

EXEMPLE 3. Reprenons la substitution w = (w,{0,1,...,5},0) de
lexemple 2. Alors 2 = {A(0), A(1), A(4),2}. Il y a une chaine de longueur
quatre: A(0) — A(1) — 2 — A(4). L’ensemble A(4) vérifie bien que pour
tout a € A(4), w(a) est un mot formé de lettres de A(4).

3. Un théoréme

THEOREME 1. Soient @ un nombre de Pisot unitaire ayant la propriété
(1), k un entier strictement plus grand que 1 et w = (w,A,ag) une k-
substitution non ultimement périodique; alors X, m’est pas une suite 0-
automatique.

Preuve. Nous allons démontrer le théoreme selon ’appartenance de la
substitution w & l'une des trois catégories (a)—(c) définies au paragraphe
B.2:

(a) La substitution w est primitive, elle est alors reconnaissable a tous les
ordres ([8]). Le mot X, n’est pas une suite #-automatique (proposition 2).

(b) Avec les notations de la proposition 3, soit Af l'extrémité finale
d’une chaine de longueur maximale d’éléments de (2. Nous construisons la
k-substitution non ultimement périodique 7 = (7, (A \ Af) U {b},ap) (ou b
n’est pas une lettre de A) suivante :

e pour a € A\ Af, 7(a) est le mot de ((A\ A¢) U {b})* obtenu en
remplagant dans w(a) toutes les lettres de A¢ par b;
e 7(b) est le mot b¥.

Il existe un morphisme h (§A.2) de 7 dans w défini par

hi:A— (A\ Af)U {b}, aHh(a):{Z :izgﬁsm,
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Comme le mot X ne peut pas étre une suite f-automatique (proposition 1),
X, ne l'est donc pas.

(c) Si la matrice d’occurrences de la substitution w est apériodique, alors
w est reconnaissable a tous les ordres ([8]) et donc X, n’est pas une suite
f-automatique (proposition 2).

Si la matrice d’occurrences de la substitution w est périodique, de période
d, alors w? est une substitution de la catégorie (b) ci-dessus, et comme
X, = X a, X, nest pas une suite #-automatique.

Toutes les k-substitutions non ultimement périodiques appartiennent a
I'une des trois catégories ci-dessus, le théoreme en découle.

C. Une généralisation du théoréme de Cobham
1. Une propriété des ensembles Ug-reconnaissables

PROPOSITION 4. Soient 8 un nombre de Pisot unitaire ayant la propriété
(1), et S une partie infinie Up-reconnaissable de N. Pour deuz entiers quel-
conques a et b, nous définissons l’ensemble S(a,b) = {n € N:an+b e S}.
Alors S(a,b) est Ug-reconnaissable.

Preuve. Nous ne donnons que la démarche utilisée pour démontrer le
résultat. La proposition est équivalente a dire que pour toute suite (2, )nen
f-automatique, les suites extraites (Zqn1b)nen (a, b entiers) sont f-automa-
tiques. Ceci se montre en deux étapes :

e on montre que les suites extraites (z,4p)nen sont f-automatiques,
e on montre que les suites extraites (zq,)nen sont f-automatiques.

La deuxieme étape est la partie technique de la démonstration.

2. Une généralisation du théoréme de Cobham

PROPOSITION 5. Soient 8 un nombre de Pisot unitaire ayant la propriété
(1), k un entier strictement plus grand que 1 et S une partie infinie de N
k-reconnaissable et Ug-reconnaissable. Si Ay = {Q, qo, F,{0,...,k — 1},6}
est le k-automate minimal complet reconnaissant S, alors, quel que soit I’état
q de Ay, Uensemble S(q) = {n € N : 6(qo,vk(n)) = q} est k-reconnaissable
et Ug-reconnaissable.

Preuve. En utilisant le résultat de la proposition 4, la preuve est iden-
tique a celle du lemme 1 de l'article de Cobham ([2]).

COROLLAIRE 1. Awvec les hypothéses et les notations de la proposition 5,
la suite infinie des états (qn)nen (= [0(qo,vk(n))]nen) de Ay est 0-automa-
tique.

Preuve. Supposons que Ag se compose de i + 1 états qo,q1,---,¢;-
Pour chaque état g;, nous considérons le §-automate Ag(j) reconnaissant
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I'ensemble S(g;) (proposition 5). Nous construisons alors le §-automate Ay,
produit des f-automates Ag(j). Chaque état de Ag est un (i + 1)-uplé
(po,p1,--.,pi) ol p;j est un état de Ag(j). Ces (i + 1)-uplés comportent
un seul état p; final dans Ay (j) (sinon contradiction avec la définition des
automates Ag(j)).

Nous considérons 'application ¢ définie par @((po,p1,...,pi)) = ¢; sip;
est final dans Ag(7). Si ((po,P1,---,Pi)n)nen désigne la suite des états de
Ap, nous avons alors @[((po, p1, - - -, Pi)n)neN] = (¢n)nen- La suite infinie des
états de Ay est donc f-automatique.

THEOREME 2. Soient § un nombre de Pisot unitaire ayant la propriété
(1) et k un entier strictement plus grand que 1. Une partie infinie de N est
k-reconnaissable et Ug-reconnaissable si et seulement si elle est ultimement
périodique.

Preuve. Nous savons que les sous-ensembles ultimement périodiques
de N sont Up-reconnaissables ([6]), et k-reconnaissables (propriété ancienne,
voir [4] par exemple).

Si S est une partie infinie, k-reconnaissable et Uy-reconnaissable de N,
alors la suite infinie des états du k-automate minimal, complet, reconnais-
sant S est f-automatique (corollaire 1). Cependant, cette suite peut étre con-
sidérée comme le point fixe d’une k-substitution ([3]); elle est donc ultime-
ment périodique (théoreme 1), et S est une partie ultimement périodique
de N.

Remarques générales. Une démarche analogue peut étre utilisée
pour démontrer le théoreme original de Cobham avec deux entiers k et j
premiers entre eux (voir §A).

On peut aussi appliquer la méme démarche, et obtenir un théoreme ana-
logue, en considérant un nombre de Pisot 6 (pas forcément unitaire) ayant
la propriété (i), et un entier k& (> 1) premier avec le coefficient constant du
polynéme minimal de 6.
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