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Polynomes singuliers a plusieurs variables
sur un corps fini et congruences modulo p?

par

EL MosTArA HANINE (Toulouse)

1. Introduction. Dans ce travail on s’intéresse a la classification des po-
lynomes singuliers de degré 4 sur un corps fini et aux congruences modulo p?.
Dans toute la suite K désignera un corps fini de caractéristique p a ¢ = p®
éléments, p un nombre premier impair et K une cloture algébrique de K.

Cette étude s’article comme suit :

e démontrer tout d’abord que si Card K > m?, tout f € K[X] de degré
m, & valeurs carrées dans K, est un carré dans K[X],

e généraliser un théoreme de Carlitz [2] au cas de polynémes a plusieurs
variables,

e démontrer aussi que pour tout entier n > 9 et pour tout F' € K[ X7, ...

.., Xp] singulier de degré 4 sans terme constant, si ¢ > 37 il existe v € K
non carré et gi, gs éléments de K[Xy,...,X,] de degré 2 sans termes con-
stants tels que

F=c(g? —vg3) one==l.
Ceci généralise le résultat de D. J. Lewis [5].

Dans [3] on a démontré que pour tout entier d > 1, il existe des nombres
premiers dont la plus petite valeur, p(d), vérifie la propriété suivante : pour
tout p nombre premier > p(d) et pour tout F' € Z,[X1,..., Xoq4+1] de degré
d sans terme constant, 'équation F(z1,...,Z24+1) =0 (mod p?) admet une
solution primitive.

Il a été aussi démontré dans le méme article que p(2) = 2, p(3) = 3 et
que pour tout d > 4 on a p(d) > 2.

Cette étude va nous permettre de démontrer que 37 est un majorant de

p(4).

2. Polynoémes a plusieurs variables sur un corps fini a valeurs
une puissance e-iéme. On va commencer par énoncer le théoreme de

Carlitz [2].
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2.1. THEOREME. Pour tout m > 1 et pour tout diviseur e de m, il existe
un entier A\(m,e) > m tel que si ¢ > A\(m,e) et e divise ¢ — 1, tout polynome
de K[X] de degré m dont les valeurs sont des puissances e-iémes dans K est
une puissance e-iéme d’un polynome de K[X].

On généralise ce théoreme au cas de polynomes a plusieurs variables
comme suit :

2.2. THEOREME. Soient F € K[X1,...,X,,] de degré m tel que F(x) soit
une puissance e-ieme dans K pour tout x € K" et e un diviseur de m. Si q >
A(m,e) et e divise g — 1, alors il existe f € K[ Xq,...,X,] vérifiant F = f€.

Preuve. Les cas I' = 0 et e = 1 sont triviaux. On suppose maintenant
que F'# 0 et e > 1. F peut s’écrire F = Fy + F1 + ...+ F,, ou F; désigne
la composante homogene de F' de degré i et F,, # 0. Par hypothese m < g,
donc deg; Fi,, < ¢ — 1 pour tout ¢ = 1,...,n. Il existe alors a € K" —
{(0,...,0)} tel que F,(a) # 0.

Considérons une transformation linéaire, homogene et inversible des va-
riables X; transformant a en (1,0,...,0). On peut écrire X; = Z?Zl a;;Y;.
Posons G,,(Y) = F,,(X). On a
G (Y)
=YY" T A (Yo, Y e AV A 1 (Ya, Y + A (Ye, ., Y
ou G, ((1,0,...,0)) # 0, A; désigne une forme de degré i et « € K*. En
appliquant la méme transformation a F; pour ¢ = 1,...,m — 1, on obtient
un élément G; de K[Y1,...,Y,] tel que F;(X) = G;(Y). D’ou

-1

Z Gi(Y)+Gn(Y) et deg (mszZ(YD <m-—1.
i=0 i=1

Posons F(X) = G(Y). On obtient

G(Y)
=Y+ Y A (Ye, Y b A Y (Yo, Y)  fn(Ya, YD)
ou f; € K[Ya,...,Y,] est un polynéme de degré inférieur ou égal a i.

Soit (ca,...,c,) € K* 1. Alors G(Y1,ca,. .., cpn) est un élément de K[Y7]
de degré m et G(cy,ca,...,c,) est une puissance e-ieme dans K pour tout
c € K.

Comme g > A(m, e), d’apres le théoreme 2.1, il existe P, . ., € K[Y7]
tel que G(Y1,¢2,...,¢n) = (P, ¢, (Y1))¢. Par ailleurs, on peut supposer
dans I'expression de G que o = 1. Donc P, .. ., peut s’écrire sous la forme

PC27-~~:Cn

=Y+ Bi(ca,. . )Y 4+ 4+ Byi(ca, .. en)Yi + By(ca, ... cn)
olt By,..., B, sont des applications de K"~! dans K et g = m/e.
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Considérons maintenant les polynomes P; (i = 1,...,g) définis par
n
Pi(Yg,...,Yn): Z yg,...,yn H _y]q 1).
(Y250 yn)EK"*1 Jj=2

Montrons que

G(Y1,...,Y,)
= (Yo + Py (Yo, ...,V )Y 4 Py (Yo, ..., YY1+ Py(Ya,....Yy))".

Pour cela on a besoin de la proposition suivante [4, p. 144] :

PROPOSITION. Soit f € K[Xy,...,X,]. Il existe un polynéme unique
f € K[Xy,...,X,] tel que deg; f < q— 1 pour tout i = 1,...,n et f =
f (mod I) ou I est l'idéal de K[X1,...,X,] engendré par les polynomes
X9~ Xy, X3~ Xo, ..., X0 — X,

Par construction P; est & la forme réduite et P;(ca, ..., cn)=B;(ca,...,cp)
pour tout (cs,...,c,) € K*~1. Par suite, on a

GY1,..., V) = (Y + P (Ya,..., Y)Y+
A Py (Yo, .. Y)Y, + Py(Ya, ..., Y,))° (mod I)
ou I est 'idéal engendré par V! — Y3,..., Y9 —Y,,.
D’autre part, comme

(Y4 PL(Ya, .., Y )Y 4 Py (Yo, . Y)Y+ Py(Ya, ..., Yp))®

:Ylm+i ( Z P ...P¢E>Y1m_T7
r=1

i1+ Fie=T

on a
Ylm + fl}/lmi1 +...+ fmflyl + fm
m
="+ Y ( > p, ...Pic)Y{”_T (mod I).
r=1 i1+.‘.+ie:’l’
Par conséquent,

i (fr= X P P)Y"T=0 (mod 1),
r=1

i1+..‘+i€:’l‘

Or

m

degiZ(fr_ Z Pil---Pi@)Ylm_TSC]—l pour tout i = 1,...,n.
r=1 114...Fte=r
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D’ou

i(fr— Z Pil...Pie>}/1m_”:0

r=1 i1+...+’i€=T'
(d’apres la proposition précédente), donc
fr= > Py...P (modI)
i1+...+i5:T

Par récurrence sur r on montre que

fr= Z Py ...P, et degPh, <i; pouri;<r
i1+...+ie:T
(pour tout r =1,...,m).
Finalement,
G(Y1,...,Y,)

= (Yo + Py (Yo, ...,V )Y 4 Py (Ya,...,Y,)Yi+ Py(Ya,...,Yy))e.

En revenant aux variables Xi,...,X,, on obtient un polynéme f €
K[X1,...,X,] tel que F' = fe.
D’autre part, dans [1] Carlitz a démontré le résultat suivant :

Si f est un polynéme de K[X| de degré m pair, si ¢ > (m —1)? et si les
valeurs prises par f sur K sont toujours des carrés non nuls, alors f est un
carré dans K[X].

Dans ce qui suit, on se propose de généraliser ce résultat au cas ou f
prend des valeurs carrées quelconques. Ceci va nous permettre de donner un
majorant de A\(m, 2).

2.3. THEOREME. Soit f € K[X] de degré m tel que m* < q. Si les

valeurs prises par f sur K sont toujours des carrés, alors m est pair et il
existe g € K[X] tel que f = ¢°.

Preuve. Supposons qu’il n’existe pas g € K[X] tel que f = g2. D’aprés
le théoréeme 2¢’ de [6, p. 43] on a

| (@] < (v = g2

zeK
ou x est un caractere d’ordre 2 de K* et N le nombre de racines distinctes
de f dans K.

Or pour tout z € K, si f(z) =0, on a x(f(z)) =0 et si f(x) # 0, on

a x(f(x)) = 1 puisque f(x) est un carré dans K. D’ott }___p x(f(2)) =
q — N. Ceci entraine que ¢ — N < (N — 1),/q et donne, en élevant au carré,
q®> — (2N + (N —1)?)g+ N? < 0. Ainsi ¢ < N2, ce qui démontre le théoréme.
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3. Polyn6émes singuliers sur un corps fini a 9 variables au moins

DEFINITION. Soient K un corps et F' un élément de K[X7,...,X,] non
nul et sans terme constant. On dit que F est singulier si pour tout x =
(x1,...,2,) € K* —{(0,...,0)} tel que F(z) =0, on a g—)i(x) = 0 pour
tout 1 <17 < n.

3.1. THEOREME. Soient n un entier > 9 et F un élément de K[ X1, ..., X,]
de degré 4, singulier et sans terme constant. Si q > 36, il existe un élément
v non carré de K, et deuz éléments gy et go de K[X1,...,X,]| de degré <2
et sans terme constant tels que

F=c¢(g? —vg?) ote==l

Pour démontrer ce théoréme on a besoin des lemmes suivants ou F
désigne le polynome défini dans le théoreme 3.1.

3.2. LEMME. [l existe une transformation linéaire homogeéne et inversible
des variables X; = L;(Y1,...,Y,) telle que

F(Xy,...,X,) =G(Y1,...,Y,)
=Y?Q(Ys,..., V) +2Y1C(Ys, ..., Yy) + U(Ya, ..., Yy)

ot G, Q, C et U sont des éléments de K[ X1, ..., X,]| vérifiant les propriétés
suivantes : G dépend de Y1, @Q est une forme quadratique, C et U sont sans
composante homogéne de degré < 1 et respectivement de degré < 3 et < 4.

Preuve. Comme F est singulier, la composante homogene de degré 1 est
nulle [3]. Ainsi F' = Fy + F3 + F5 ou F; représente la composante homogene
de degré i de F'.

D’apres le théoreme de Warning le nombre d’éléments dans K™ qui
vérifient Fy(z) = 0 et (F3+ Fy)(x) = 0 est supérieur ou égal & ¢" 7. Des lors,
il existe xq, z1 et xo éléments de K™ —{(0,...,0)} linéairement indépendants
tels que ¢ et x1 soient des zéros communs de Fy et de F5+ F5 et Fy(x2) # 0.
Il existe alors une transformation homogene linéaire et inversible des va-
riables X; = u;(Z1,...,Zy,) qui transforme (1,1,...,0), (—1,1,0,...,0) et
(1,0,...,0) respectivement en xg, 1 et xs.

Posons H(Zy,...,Z,) = F(X4,...,X,) = F(uy,...,uy,). Alors H peut
s’écrire sous la forme

H=aamZ} + 03737y + a3 Z2 22 + a4, Z1 73 + asZy + R + Hs + H,

ol aj # 0, R est une forme nulle ou de degré 4 n’admettant pas de monémes
de la forme aZ]" Z5?, et H3 et Ho sont les composantes homogenes de degré
respectivement 3 et 2.

Considérons Gy et G définis par G1(Y1,...,Y,) = H(Y1,Y1 + Y52, Y5, . ..
o Yn)etGo = H(Y,, —Y1+4Y5,Y35,...,Y,). Ils s’écrivent alors sous la forme
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G1 = (a1 +as +as + ag + as) Yy + (a2 + 2a3 + 3a4 + 4a5) Y2 Y,

+ (a3 + 3ayg + 6a5)Y2YS + (ag + 4a5)Y1Y5 + asYy + R+ HYy + Hb,
Gy = (a1 — a2+ a3 —aq + a5)Y14 + (a2 — 2a3 + 3a4 — 4@5)Y13Y2

+ (a3 — 3aq + 6a5)Y2YE + (a4 — 4as)YV1Yy + asYy + R’ + HY + HY
ot R’ et R” sont des formes nulles ou de degré 4 et ne contiennent pas de
monoémes de la forme oY Y,"?, et H), Hy, HY et Hj sont des formes de
degré < 3. Des lors, G; ou Go va dépendre de Y7 : sinon a; = as = az =
as = a5 = 0, ce qui contredit le fait que a; # 0.

Soit G le polynome qui dépend de Y;. G peut s’écrire

G=aY} 4+ bY2 + Y2+ Y Yo+ ...+ a,Yy)
+ }/12(Q(Y23 e 7Yn) +/82Y2 +...+ BnYn)
+ Y1 (C(Yo,...,.Y) + Yo+ ...+, Y0 +U(Ys, ..., Y,).

D’apres ce qui précede, la composante homogene de degré 4 de G vérifie
G4(1,0,...,0) =0, d’ott a = 0. D’autre part, on a les relations

(1) G(1,0,...,0)=b+c=0,
oG
(2) oy (10,,0) = 3b+2c.=0.

(2) est vérifiée puisque G est singulier comme F'. A partir de (1) et (2) nous
déduisons que b = ¢ = 0.
Des lors, G(z,0,...,0)=0 pour tout z €K, et comme G est singulier on a
oG
aY;
Comme CardK > 3, on en déduit que o; = §; = v; = 0 pour tout ¢ €
{2,...,n}, d’ou le lemme.

3.3. LEMME. (i) Soit y € K"™1. Si Q(y) = 0, alors C(y) = 0.
(ii) @ est une forme quadratique non nulle.

(iii) U est singulier.

(iv) Soit y € K"t Si U(y) = 0, alors C(y) = 0.

Preuve. (i) Si C(y) # 0, on a
—Uy) |\ _
G<2C(y) ’y> -0

oG (-U(y) _ —2U(y)
an<2c<y>’y>‘ Cy)

Ceci contredit le fait que G est singulier.

(2,0,...,0) = a;z® + Biz® + vz =0  pour tout i € {2,...,n}.

ce qui donne

Qy) +2C(y) #0.
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(ii) Si @ est nulle, C' est nulle d’apres (i). Ceci contredit que G dépend
de Yl.
(iii) et (iv) sont des conséquences du fait que G est singulier.

Dans la suite posons A = C? — QU.

3.4. LEMME. Si A =vD? ot D € K[Ya,...,Y,] de degré < 3 et v € K,
alors @) est une forme singuliére.

Preuve. Soit y € K" ! tel que Q(y) = 0. En vertu du lemme 3.3,
C(y) = 0 et donc D(y) = 0. Par conséquent, Ug—g(y) =0.
e Si U(y) = 0, alors y est un zéro singulier de @. En effet, supposons
qu’il existe ig € {2,...,n} tel que gTQ(y) # 0. Considérons a € K tel que
io
oQ oC
2
2
a v, (y) + aayio

On a alors G(a,y) =0 et E?Tq(a,y) # 0, ce qui est absurde.
i0
e Si U(y) # 0, alors %(y) =0.

3.5. LEMME. Il eziste i € K* non carré tel que pour tout y € K"~ 1,
wA(y) soit un carré dans K.

(y) # 0.

Preuve. Soit u € K* et non carré. S'il existe y € K"~ tel que pA(y)
soit non carré dans K, alors pA(y)u~! = A(y) est un carré non nul et
il existe k € K* tel que A(y) = k?. Comme A(y) # 0, alors Q(y) # 0.
Des lors, Iéquation Y2Q(y) + 2Y1C(y) + U(y) = 0 admet comme racine
(k—C(y))/Q(y). Ainsi ((k — C(y))/Q(y), y) serait un zéro non singulier de
G, ce qui est absurde.

3.6. LEMME. Soit Q € K[Ya,...,Y,] une forme quadratique. Si @ est
une forme singuliére, elle peut s’écrire sous la forme Q(Y) = ¢[L? — vL3]
ou e = %1 et v est non carré dans K, Ly et Lo étant deux formes linéaires
de K[Ya, ..., Y,].

La preuve résulte du lemme 3.2 de [3].

Preuve du théoreme 3.1. D’apres le lemme 3.2, il existe une trans-
formation linéaire homogene et inversible des variables telle que F(Xq,...

.y Xn) =G(Y7,...,Y,) ou G dépend de Y7 et s’écrit
(3) G(Y1,...,Yn) =Y2Q(Ya,...,Y,) +2Y1C(Ya, ..., Y, )+ U(Ys, ..., Yy,).
ler cas : Si U = 0 alors, d’apres le lemme 3.3, C(a) = 0 pour tout
a € K"~1. C est alors nul puisque deg C < 3 < Card K. Par suite, G(Y) =
Y2Q(Ys,...,Y,) et Q est singuliere. En vertu du lemme 3.6, Q s’écrit Q =

e[L? —vL3] ot e = +1 et v est un élément non carré de K, L; et Lo étant
deux formes linéaires de Kl[Ys,...,Y,]. Donc

G = eYP[L3 —vl3] = e[(Y1L1)? — v(Y1L2)?].



8 E. M. Hanine

Par la transformation inverse, F' peut s’écrire sous la forme
F(X) = e[g1(X)? — vga(X)?].

2-iéme cas : Si U # 0, d’apres le lemme 3.3 on a Q # 0. Montrons
que A =vD? ot v € K est non carré et D € K[Ys,...,Y,] est de degré < 3
sans terme constant.

D’apres le lemme 3.5, il existe A € K non carré tel que AA(a) soit un
carré dans K pour tout a € K”~1. De plus, si d est le degré de A\A, on a
d <6 < \d,2) < 36 < CardK. D’apres le théoreme 2.2, il existe alors
D € K[Ya,...,Y,] de degré < 3 sans terme constant tel que N\A = D?, d’ot1
le résultat en posant v = 1/A. En vertu du lemme 3.4, @ est singuliére; elle
peut s’écrire alors

Q = e[L} — pLj]
ou p est non carré dans K et € = +1. Des lors,
Q =¢[L] — v ' L3).

Comme pv~! est un carré dans K, il existe une forme linéaire L3 vérifiant
pv~ L3 = L3. Par suite, Q = [L? — vL3].

Montrons que

C=Liqi —vlsq

ou ¢ et go sont deux éléments de K[Ys,...,Y,] de degré < 2 et sans terme
constant.
En décomposant Q et C? —vD? dans K(v'/?)[Ys,...,Y,] on a

€(L1 - v1/2L3>(L1 + Ul/2L3)U _ (C _ ’1)1/2D)<C + Ul/zD).
Donc L — ’01/2L3 divise (C _ ’Ul/zD)(C+ U1/2D). On a aussi
C_U1/2D?é0 ot C+v1/2D750,

En effet, si C+v'/2D = 0 ou C—v'/2D = 0, alors C' = 0 et D = 0 puisque
(1,v'/2) est une base de K[v'/?] considéré comme K-espace vectoriel. On a
alors QU = C? —vD? = 0 et par conséquent Q = 0, ce qui est impossible
(lemme 3.3).

En choisissant donc d’avance un signe de D, c¢’est-a-dire +D, on peut sup-
poser que Ly —v'/2 L3 divise C+v'/2D. 1l existe alors ¢’ € K[v'/?][Ya, ..., Y,]
de degré < 2 tel que C+v'/2D = (L1 —v'/?L3)¢ . Par ailleurs, ¢’ peut s’écrire
¢ = q +vY/2g olt g1 et go sont des éléments de K[Ys,...,Y,] de degré <2
et sans terme constant. Ainsi

C + UI/QD — (Ll _ U1/2L3)(q1 + ?)1/2612)
et
(C — Liqi +vL3g2) + (D — L1gs + Lagr )v*/* = 0.
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Ceci entraine que (C' — L1¢q1 +vLsga)(a) =0 et (D — L1ga + Lzq1)(a) =0
pour tout a € K*~1.

D’autre part, on a deg(C'— L1q1 +vL3q2) < 3 < CardK, d’ou C—Lqq; +
’UL3Q2 =0et C = qul - ’Z)L3q2.

Montrons que U = &(¢? — vg3). On a
(4) C +v'?D = (L1 —v"2L3) (g1 + v ?go).
En appliquant a 1’égalité (4) le K-isomorphisme qui transforme v
—v2 on obtient
(5) C —v'?D = (L1 + v'/*Ls)(q1 — v o).
Multiplions (4) et (5) membre & membre; on obtient

C? —vD? = (L} — vL3)(qf — vg3).

Comme Q = (L2 —vL3), C? —vD? = eQ(q? — vg3), on peut écrire

QU = C? —vD? = eQ(q} — vg3)

1/2 en

et par suite
U =e(qf —vg3).

Dans l'expression de G donnée par (3), en remplagant @), C' et U respec-
tivement par e(L? — vL3), L1g1 — vL3q2 et (¢} — vg3), on obtient

G(Y) = eY? (LT — vL3) + 2Y1(Liqr — vLsqe) + £(qi — vq3)
= E[[YlLl + qu]2 — U[Yng + €q2]2].
Finalement, par la transformation inverse, on a
F = e[g] — vg3]

ou g et go sont deux éléments de K[ X1, ..., X,,] de degré < 2 et sans terme
constant.

4. Les équations diophantiennes modulo p? de degré 4

DEFINITION. On dit que (z1,...,2,) € Zy est primitif si 'un des x;
n’est pas divisible par p.

4.1. THEOREME. Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 37.
Alors pour tout f € Z,[X1,...,Xo] de degré quatre et sans terme constant,
Uéquation f(x1,...,m9) =0 (mod p?) admet une solution primitive.

Preuve. Considérons F = f € Fp[X1,..., Xo].

ler cas: Si F est nul, il existe h € Z,[X1,...,Xg] tel que f = ph.
D’apres le théoreme de Chevalley—Warning, h admet une solution primitive
(x1,...,79) qui vérifie f(x1,...,79) =0 (mod p?).
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2-iéme cas : Si F est non singulier, ils existent (z1,...,2z9) € F) et
1 <19 <9 tels que
oF
F(zy,...,29) =0 et Ti,..., & 0.
(21 9) 8XZ-O( 1 9) #
D’apres le lemme de Hensel, il existe (y1,...,y9) € Zg primitif tel que

f(y1,...,yo) soit nul, ce qui implique f(y1,...,y9) =0 (mod p?).

3-ieme cas: SiF est singulier et de degré 4, écrivons F' = Fy+ F5+F5,
ou F; désigne la composante homogene de F' de degré ¢. D’apres le théoreme
précédent, on a F = e[g? — vg3] ol g1,92 € Fp[Xi,...,Xo] sont de degré
< 2 et sans terme constant.

D’autre part, soient ¢1, g5 € Zy[X1,...,Xo] de degré < 2 et sans terme
constant tels que g} = g1 et g5 = go. Considérons G € Z,[X1, ..., Xo] tel que
F = (64 (X)) ~ v(g5(X))*) +pC.

Le systeme
1 '7*/1;9)50 (mOdp)7
go(x1,...,29) =0 (mod p),
G(z1,...,29) =0 (mod p)
vérifie les hypotheses du théoreme de Chevalley—Warning, il admet donc une

solution primitive (zy,...,z9) € Zj). Cette solution vérifie f(z1,...,z9) =
0 (mod p?).

4-iéme cas: Si F est singulier et de degré < 3, les lemmes 3.2 et 4.1
de [3] permettent de démontrer le théoreme dans ce cas.

Ainsi p(4) < 37; mais est-ce que 37 est une valeur optimale?
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