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O qisle predstavleni$i natural~nyh qisel
summami dev�ti kvadratov

G. A. LOMADZE (Tbilisi)

1. Vpervye Mordell [6], primeniv modul�rnye funkcii, razvil
metod naho�deni� toqnyh (neasimptotiqeskih) formul dl� qisla
predstavleni$i natural~nyh qisel summami neqetnogo qisla kvad-
ratov celyh qisel. Prodelav sootvetstvu�wie vyqisleni�, vper-
vye on poluqil formuly dl� qisla predstavleni$i natural~nyh
qisel summami 11, 13 i 15 kvadratov celyh qisel. Dopolnitel~nye
qleny �tih formul okazalis~ nekotorymi summami, rasprostra-
nennymi na vse predstavleni� dannogo qisla summo$i 3, 5 i 7 kvad-
ratov celyh qisel sootvetstvenno. Mordell tak�e zameqaet, qto
esli primenit~ izvestnoe to�destvo �kobi ϑ′1 = ϑ2ϑ3ϑ0, to dopol-
nitel~ny$i qlen v formule dl� qisla predstavleni$i summo$i 9 kvad-
ratov mo�no vyrazit~ pri pomowi qisla predstavleni$i summo$i
7 kvadratov. Soglasno �tomu zameqani�, v [3] pokazano, qto qislo
predstavleni$i natural~nogo qisla n summo$i 9 kvadratov ravno

r9 = %9(n) +
2
17

∑

x2
1+...+x2

7=4n
2|x2,2|x3,2|x4

2-x1,2-x5,2-x6,2-x7

(−1)(x1+x2+x3+x4−1)/2x1.

�ta formula malointeresna. Vvidu �togo v [4], vmesto upom�nuto$i
vyxe formuly �kobi, primeneno to�destvo Smita

ϑ′′0
ϑ0
− ϑ′′3
ϑ3

= ϑ4
2

i pokazano, qto

r9(n) = %9(n) +
8
17

∑

x2
1+...+x2

5=n

(−1)x1+x2+x3+x4(x2
5 − x2

4).

V nasto�we$i �e stat~e, pri pomowi rezul~tatov raboty [5],
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budet dokazano, qto

(1.1) r9(n) = %9(n) +
32
17

∑

x2
1+x2

2+x2
3=3n

3-x1,3-x2,3-x3
x1>0,x2>0,x3>0

(
x1x2x3

3

)
x1x2x3.

Esli polo�it~ n = 2ku (k ∈ Z, k ≥ 0), u =
∏
p|u p

l (l ∈ Z, l ≥ 1),
ν = p−ln, n = r2ω (ω – beskvadratnoe), to vo vseh privedennyh vyxe
treh formulah

(1.2) %9(n) =
24576
17π4 n

7/2χ2(n)T4(n)L(4, ω),

gde

χ2(n) =





135
127

+
119

127 · 128
2−7k/2 pri 2 | k, u ≡ 1 (mod 8),

135
127
− 135

127 · 128
2−7k/2 pri 2 | k, ω ≡ 5 (mod 8),

135
127
− 255

127 · 16
2−7k/2 pri 2 | k, ω ≡ 3 (mod 4),

135
127
− 255

127 · 16
2−7(k−1)/2 pri 2 - k;

T4(n) =
∏

p|r,p>2

(
1−

(
ω

p

)
p−4
)∏

p|u
(1− p−7)−1

∏

p|u,2-l
(1− p−7(l+1)/2)

×
∏

p|u,2|l

(
1 +

(
ν
p

)− p−3

1− (νp
)
p−4

p−7k/2−4
)

;

L(4, 1) =
π4

96
, L(4, 2) =

11π4

768
√

2
,

L(4, ω) = − 2π4ω−1/2
∑

0≤h≤ω/2

(
h

ω

)(
h2

4ω2 −
h3

3ω3

)

pri ω ≡ 1 (mod 4), ω > 1,

L(4, ω) = 2π4ω−1/2
{ ∑

0<h≤ω/4

(
h

ω

)(
h

16ω
− h3

3ω3

)

−
∑

ω/4<h≤ω/2

(
h

ω

)(
1
96
− 3h

16ω
+

h2

2ω2 −
h3

3ω3

)}

pri ω ≡ 3 (mod 4),
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L(4, ω) = 2π4ω−1/2
{ ∑

0<h≤ω/16

(
h

ω/2

)(
11
768
− h2

ω2

)

+
∑

ω/16<h≤3ω/16

(
h

ω/2

)(
5

384
+

h

16ω
− 2h2

ω2 +
16h3

3ω3

)

+
∑

3ω/16<h≤ω/4

(
h

ω/2

)(
37
768
− h

2ω
+
h2

ω2

)}

pri ω ≡ 2 (mod 8), ω > 2 ,

L(4, ω) = 2π4ω−1/2
{ ∑

0<h≤ω/16

(
h

ω/2

)(
3h

16ω
− 16h3

3ω3

)

−
∑

ω/16<h≤3ω/16

(
h

ω/2

)(
1

768
− h

4ω
+
h3

ω3

)

−
∑

3ω/16<h≤ω/4

(
h

ω/2

)(
7

192
− 13h

16ω
+

4h2

ω2 −
16h3

3ω3

)}

pri ω ≡ 6 (mod 8).

2. V nasto�we$i stat~e budut primen�t~s� sledu�wie oboznaqe-
ni�: N, a, n, q, r – natural~nye qisla; ω – beskvadratnoe qislo;
s ≥ 5, u – neqetnye natural~nye qisla; p – prostoe qislo; c, g, h, j,
k, l,m, x, α, β, γ, δ – celye qisla; A,B, λ – kompleksnye qisla; z, τ
– kompleksnye peremennye (Im τ > 0); dl� z 6= 0 polo�im: zs/2 =
(z1/2)s, −π/2 < arg z1/2 ≤ π/2. Dalee,

(
h
u

)
oboznaqaet obobwenny$i

simbol �kobi; e(z) = exp(2πiz); η(γ) = 1 pri γ ≥ 0 i η(γ) = −1
pri γ < 0; S(h, q) – summa Gaussa; r(n; fs) – qislo predstavleni$i
qisla n primitivno$i polo�itel~no$i kvadratiqno$i formo$i fs =
a1x

2
1 + . . . + asx

2
s opredelitel� ∆, a – obwee naimen~xee kratnoe

ko�fficientov ak (k = 1, 2, . . . , s); %(n; fs) – summa singul�rnogo
r�da, sootvetstvu�wego kvadratiqno$i forme fs.

Dalee, pust~

(2.1) ϑgh(z | τ ; c,N)

=
∑

m≡c (mod N)

(−1)h(m−c)/Ne((2m+ g)2τ/(8N))e((2m+ g)z/2).

Polo�im

(2.2)
ϑgh(τ ; c,N) = ϑgh(0 | τ ; c,N),

ϑ′gh(τ ; c,N) =
∂

∂z
ϑgh(z | τ ; c,N)

∣∣∣∣
z=0

.
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Izvestno ([2], s. 318, form. (1.2), (1.4)), qto

ϑg+2j,h(z | τ ; c,N) = ϑgh(z | τ ; c+ j,N),

ϑgh(z | τ ; c+Nj,N) = (−1)hjϑgh(z | τ ; c,N).

Sledovatel~no, soglasno (2.2),

ϑ′g+2j,h(τ ; c,N) = ϑ′gh(τ ; c+ j,N),(2.3)

ϑ′gh(τ ; c+Nj,N) = (−1)hjϑ′gh(τ ; c,N).(2.4)

Iz (2.1), soglasno (2.2), v qastnosti poluqim

ϑgh(τ ; 0, N) =
∞∑

m=−∞
(−1)hme((2Nm+ g)2τ/(8N)),(2.5)

ϑ′gh(τ ; 0, N) = πi

∞∑
m=−∞

(−1)hm(2Nm+ g)e((2Nm+ g)2τ/(8N)).(2.6)

Iz (2.6) sleduet, qto

(2.7) ϑ′−gh(τ ; 0, N) = −ϑ′gh(τ ; 0, N).

Iz (2.5) sleduet

(2.8)
s∏

k=1

ϑ00(τ ; 0, 2ak) = 1 +
∞∑
n=1

r(n; fs)e(nτ).

Dalee, polo�im

(2.9) θ(τ ; fs) = 1 +
∞∑
n=1

%(n; fs)e(nτ),

gde

(2.10) %(n; fs) =
πs/2

Γ (s/2)∆1/2
ns/2−1

∞∑
q=1

q−s
∑

h mod q
(h,q)=1

e

(
− nh

q

) s∏

k=1

S(akh, q).

Nakonec, pust~

Γ

{
ατ + β

γτ + δ

∣∣∣∣αδ−βγ = 1
}
, Γ0(4N) =

{
ατ + β

γτ + δ
∈ Γ

∣∣∣∣ γ ≡ 0 (mod 4N)
}
.

OPREDELENIE. Funkci� F , opredelennu� na H = {τ ∈ C |
Im τ > 0}, budem nazyvat~ celo$i modul�rno$i formo$i vesa s/2 i
sistemy mul~tiplikatorov v(M) otnositel~no podgruppy Γ0(4N)
(M – matrica proizvol~no$i podstanovki iz Γ0(4N)), esli

(1) F regul�rna na H,



Predstavleni� qisel summami dev�ti kvadratov 249

(2) dl� vseh matric M =
(
α β
γ δ

)
podstanovok iz Γ0(4N) i vseh

τ ∈ H,
F

(
ατ + β

γτ + δ

)
= v(M)(γτ + δ)s/2F (τ),

(3) v okrestnosti toqki τ = i∞,

(2.11) F (τ) =
∞∑
m=0

Ame(mτ),

(4) dl� l�bo$i podstanovki iz Γ , v okrestnosti ka�do$i racio-
nal~no$i toqki τ = −δ/γ (γ 6= 0, (γ, δ) = 1),

(γτ + δ)s/2F (τ) =
∞∑
m=0

Bme

(
m

4N
ατ + β

γτ + δ

)
.

Pust~ {Γ0(4N), s/2, v(M)} oboznaqaet mno�estvo vseh takih ce-
lyh modul�rnyh form F .

LEMMA 1 ([1], s. 811, 953). Funkci� F iz mno�estva {Γ0(4N),
s/2, v(M)} to�destvenno ravna nul�, esli v ee razlo�enii (2.11),

Am = 0 dl� vseh m ≤ s

24
4N

∏

p|4N

(
1 +

1
p

)
.

LEMMA 2 ([5], teorema). Pust~ N ≥ a. Funkci�

ψ(τ ; f9) =
9∏

k=1

ϑ00(τ ; 0, 2ak)− θ(τ ; f9)− λ
3∏

k=1

ϑ′gkhk(τ ; 0, 2Nk),

gde λ – proizvol~na� posto�nna� , prinadle�it mno�estvu {Γ0(4N),
9/2, v(M)} (M =

(
α β
γ δ

)
– matrica podstanovki iz Γ0(4N), v(M) =

iη(γ)(sgn δ−1)/2 · i(|δ|−1)2/4(β∆ sgn δ/|δ|)), esli vypoln��ts� sledu�wie
uslovi� :

(1) 2 | gk, Nk |N (k = 1, 2, 3), a |N ,

(2) 4
∣∣∣N

3∑

k=1

h2
k

Nk
, 4
∣∣∣

3∑

k=1

g2
k

4Nk
,

(3) dl� vseh α i δ, dl� kotoryh αδ ≡ 1 (mod 4N),

sgn δ
(
N1N2N3

|δ|
) 3∏

k=1

ϑ′αgk,hk(τ ; 0, 2Nk) =
(−∆
|δ|
) 3∏

k=1

ϑ′gkhk(τ ; 0, 2Nk).

3. V �tom paragrafe budet vyvedena formula (1.1) dl� qisla
predstavleni$i natural~nogo qisla n kvadratiqno$i formo$i f9 =
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x2
1 + . . .+ x2

9 opredelitel� ∆ = a = 1. Kak pokazano v [3], s. 297–299,
v �tom sluqae formula (2.10) budet imet~ vid (1.2).

LEMMA 3. Funkci�

(3.1) ψ(τ) = ϑ9
00(τ ; 0, 2)− θ9(τ)− i

34π3ϑ
′3
40(τ ; 0, 6)

prinadle�it mno�estvu {Γ0(12), 9/2, v(M)}, gde

v(M) = iη(γ)(sgn δ−1)/2 · i(|δ|−1)2/4
(
β sgn δ
|δ|

)
,

M =
(
α β
γ δ

)
– matrica podstanovki ∈ Γ0(12).

Doka z a t e l ~ s t v o. 1. V lemme 2 polo�im: ψ(τ ; f9) = ψ(τ); f9 =
x2

1 + . . . + x2
9, t.e. a1 = . . . = a9 = a = ∆ = 1; θ(τ ; f9) = θ9(τ) =

1 +
∑∞
n=1 %9(n)e(nτ); λ = i/(34π3); g1 = g2 = g3 = 4, h1 = h2 = h3 = 0,

N1 = N2 = N3 = N = 3. Netrudno proverit~, qto funkci� ψ(τ)
udovletvor�et uslovi�m (1) i (2) lemmy 2.

2. Iz αδ ≡ 1 (mod 12) sleduet, qto

(3.2) α ≡ δ ≡ ±1,±5 (mod 12);

sledovatel~no, α ≡ ±1 (mod 3) i, soglasno (2.3), (2.4) i (2.7), polu-
qim

(3.3) ϑ′34α,0(τ ; 0, 6) = ϑ′3±4+4(α∓1),0(τ ; 0, 6)

= ϑ′3±4,0(τ ; 2(α∓ 1), 6) = ϑ′3±4,0(τ ; 0, 6)

=
{
ϑ′340(τ ; 0, 6) pri α ≡ 1 (mod 3), t.e. pri α ≡ 1,−5 (mod 12),

−ϑ′340(τ ; 0, 6) pri α ≡ −1 (mod 3), t.e. pri α ≡ −1, 5 (mod 12).

Dalee, pri δ > 0 imeem

sgn δ
(

3 · 3 · 3
|δ|

)
=
(

3
δ

)
=
{

1, esli δ ≡ ±1 (mod 12),
−1, esli δ ≡ ±5 (mod 12),(−1

|δ|
)

=
(−1
δ

)
=
{

1, esli δ ≡ 1, 5 (mod 12),
−1, esli δ ≡ −1,−5 (mod 12);

pri δ < 0 imeem

sgn δ
(

3 · 3 · 3
|δ|

)
= −

(
3
−δ
)

=
{−1, esli δ ≡ ±1 (mod 12),

1, esli δ ≡ ±5 (mod 12),(−1
|δ|
)

=
(−1
−δ
)

=
{

1, esli δ ≡ −1,−5 (mod 12),
−1, esli δ ≡ 1, 5 (mod 12).
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Sledovatel~no,

(3.4) sgn δ
(

3
|δ|
)3

=





(−1
|δ|
)

pri δ ≡ 1,−5 (mod 12),

−
(−1
|δ|
)

pri δ ≡ −1, 5 (mod 12).

Iz (3.2)–(3.4) sleduet, qto

sgn δ
(

3
|δ|
)3

ϑ′34α,0(τ ; 0, 6) =
(−1
|δ|
)
ϑ′340(τ ; 0, 6),

t.e. vypoln�ets� i uslovie (3) lemmy 2.

TEOREMA. Imeet mesto to�destvo

(3.5) ϑ9
00(τ ; 0, 2) = θ9(τ) +

i

34π3ϑ
′3
40(τ ; 0, 6).

Dokazatel~stvo. Poka�em, qto v razlo�enii funkcii ψ(τ)
po stepen�m Q = e(τ) ko�fficienty pri Qn ravny nul� dl� vseh
n ≤ 9.

Iz (2.5) sleduet, qto

ϑ00(τ ; 0, 2) =
∞∑

m=−∞
Qm

2
= 1 + 2Q+ 2Q4 + 2Q9 + . . . ,

otkuda

ϑ9
00(τ ; 0, 2) = 1 + 18Q+ 144Q2 + 672Q3 + 2034Q4 + 4320Q5(3.6)

+ 7392Q6 + 12672Q7 + 22608Q8 + 34802Q9 + . . .

Netrudno proverit~, qto vyqisliv znaqeni� %9(n) po formule
(1.2) dl� vseh n ≤ 9, poluqim

θ9(τ) = 1 +
274
17

Q+
2640
17

Q2 +
11040

17
Q3 +

34834
17

Q4 + 4320Q5(3.7)

+
125280

17
Q6 +

216960
17

Q7 +
382800

17
Q8 +

592114
17

Q9 + . . .

Iz (2.6) sleduet

ϑ′40(τ ; 0, 6) = 4πi
∞∑

m=−∞
(3m+ 1)Q(3m+1)2/3(3.8)

= 4πi(Q1/3 − 2Q4/3 + 4Q16/3 − 5Q25/3 + . . .),(3.9)

otkuda

ϑ′340(τ ; 0, 6) = 64π3i3Q(1− 2Q+ 4Q5 − 5Q8 + . . .)3

= 64π3i3Q(1− 6Q+ 12Q2 − 8Q3 + 12Q5 − 48Q6 + 48Q7 − 15Q8 + . . .);
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sledovatel~no,

(3.10)
i

34π3ϑ
′3
40(τ ; 0, 6)

=
32
17

(Q− 6Q2 + 12Q3 − 8Q4 + 12Q6 − 48Q7 + 48Q8 − 15Q9 + . . .).

Prin�v vo vnimanie (3.1), (3.6), (3.7) i (3.10), netrudno prove-
rit~, qto ko�fficienty pri Qn v razlo�enii funkcii ψ(τ) po
stepen�m Q ravny nul� dl� vseh n ≤ 9. Sledovatel~no, soglasno
lemme 1, funkci� ψ(τ) to�destvenno ravna nul�, t.e. to�destvo
(3.5) dokazano.

Do k a z a t e l ~ s t v o formuly (1.1). Iz (3.8) sleduet

(3.11)
i

64π3ϑ
′3
40(τ ; 0, 6)

=
∞∑

m1,m2,m3=−∞
(3m1 + 1)(3m2 + 1)(3m3 + 1)

×Q{(3m1+1)2+(3m2+1)2+(3m3+1)2}/3

=
∞∑
n=1

( ∑

(3m1+1)2+(3m2+1)2+(3m3+1)2=3n

(3m1 + 1)(3m2 + 1)(3m3 + 1)
)
Qn.

Priravn�v ko�fficienty pri Qn v obeih qast�h to�destva (3.5)
i prin�v vo vnimanie (2.8), (2.9) i (3.11), poluqim

(3.12) r9(n) = %9(n) +
32
17
w(n),

gde w(n) oboznaqaet ko�fficient pri Qn v razlo�enii funkcii
i

64π3ϑ
′3
40(τ ; 0, 6) po stepen�m Q, t.e.

w(n) =
∑

x2
1+x2

2+x2
3=3n

x1≡x2≡x3≡1 (mod 3)

x1x2x3(3.13)

=
∑

x2
1+x2

2+x2
3=3n

3-x1,3-x2,3-x3
x1>0,x2>0,x3>0

(
x1x2x3

3

)
x1x2x3.

Iz (3.12) i (3.13) sleduet formula (1.1).
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