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1. Position du probléme. On désigne par Fy[T] 'anneau des poly-
nomes en une variable a coefficients dans le corps fini F, de caractéristique p,
par k = [F,(T") son corps des fractions, par ko = Fy((1/7")) le complété de k
pour la valuation (1/7T)-adique v, que I’on prolonge a une cléture algébrique
k (resp. koo) de k (resp. koo).

On notera |a| = ¢~ (®) = ¢°87(®) 1 valeur absolue d’un élément de k.
Les éléments de k seront parfois appelés nombres algébriques.

On désigne encore par t une indéterminée, par A l'anneau F[t] des
polynémes en t et par deg, a le degré d’un polynéme a de F[t], et on convien-
dra que deg, 0 = —oo. Par t-module de dimension N, on entend la donnée
d’un couple E = ((G,)V,®) o (G,)N désigne le groupe additif de dimen-
sion N et ¢ un homomorphisme injectif d’anneau de F[t] dans 'anneau
My« n{F} des endomorphismes de (G,)" vérifiant

O(t) = agF° + ... + agF?,

ott les a; (0 < i < d) sont des matrices N x N & coefficients dans k.
avec ag # 0, et F est 'endomorphisme de Frobenius sur (G,)". Un sous-t-

module H de E sera un sous-groupe algébrique connexe de (G,)V vérifiant
&(t)(H) = H.

DEFINITIONS. Pour tout entier i > 1, on pose [i] = T9 — T et par
récurrence Dy, = [h](Dp—1)? et Dy = 1.

Le module de Carlitz est la donnée du groupe additif G, et de I’homo-
morphisme d’anneau @¢ : Fy[T] — End(G,) défini par

&c(T)=TF" + F.
Il existe alors une unique fonction exponentielle e(z), caractérisée par :
1) pour tout z € koo, (d/dz)(e(2)) = 1;
2) pour tout z € koo, e(T2) = Te(z) + e(2).

(75]
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On déduit de ces propriétés 'expression (cf. [C])

=32

e(z) = —.
o Dn

Rappelons aussi qu’il existe un élément m € ko, tel que Kere(z) =
A(T — T2/ @ Dx (cf. [C]). On posera 7 = (T — T9)Y/ (@D,

On note dorénavant par ' 'unique dérivation prolongeant contintiment la
dérivation d/dT de k & la cloture séparable (ks )® de k. On notera encore
k® la cloture séparable de k.

On peut également définir la dérivée n-ieme de I’exponentielle par rap-
port a T : elle est obtenue en dérivant terme a terme les coefficients de la
série entiere e(z) (cf. [D3]). Pour 1 <n < p—1, on trouve la dérivée d’ordre
n non nulle :

nl)z4

() = [h]" Dy,

M]3

h=1
Notons qu’on obtient e()(z) = 0. On a vu dans [D3] :

THEOREME. Soient av,...,an € koo linéairement indépendants sur k;
on a

deg, tr(z, e(a12), ..., e(anz),...,eP D(agz),...,eP V(a,2)) = np + 1.

Sans dérivation cet énoncé a été prouvé par J. Yu [Y2]. Pour le cas général
rappelons qu’on utilise dans [D3] le fait que ces fonctions sont toutes ad-
ditives et donc, par un théoreme d’Artin, que seuls des polynémes additifs
peuvent donner des relations de dépendance algébrique entre ces fonctions.
On conclut par une récurrence adéquate en utilisant les équations fonction-
nelles satisfaites (rappelées au lemme 5 ci-dessous).

On peut alors formuler un analogue renforcé a la conjecture de Schanuel
(voir par exemple [Wa]) :

CONJECTURE. Soient aq,...,a, appartenant d koo et linéairement in-
dépendants sur k; alors
degy, tr(a, - iy €(1), -y e(@n)s -, €P D (an), ..., P D (ap)) > np.

Comme dans le cas usuel, cette conjecture contient tous les résultats con-
nus (voir [B-B-T], [Dj], 1 < 5 <5, [T2], [Yi], 1 <i < 5) sur la transcendance
des valeurs de la fonction exponentielle.

On se propose d’obtenir ici le résultat suivant :

THEOREME 1. On suppose p > 5. Soient o, 8 € ko linéairement indé-
pendants sur k; alors

deg, tr(a, B, e(a),....eP(a), e(B),...,eN(B)) > 2.
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De ce théoréme on déduira le résultat suivant :

THEOREME 2. On suppose p > 5. Soient o, € (koo)® linéairement
indépendants sur k; alors

deg,, tr(a, B, e(a), €' (a),e(B), €' (B)) > 2.

Quand p > 5, ce résultat améliore le théoréme 2 de [D3] ol on obtenait
le résultat :

THEOREME. Soient o, 3,7 € koo linéairement indépendants sur k; alors
degy, tr(av, 3,7, e(a), e(B), e(7), €' (@), €'(B), €' (7)) = 2.

Le théoreme 2 permet ainsi d’améliorer les corollaires a), b), ¢) du
théoreme 1 de [D3] pour p > 5. On note e = ¢(1). On rappelle a la de-
mande du referee les corollaires au théoréme 2 de [D3] :

COROLLAIRES. (a) Pour q # 2, degy, tr(m, e, e(e), e, e (e), e/ (7)) > 2.

(b) degy tr(m, e, e(n),e(n?), e/ ¢ (n), e/ (x?)) > 2; et pour ¢ = 2,
degy tr(m, e, e(n?), e’ e (m), ' (7?)) > 2.

(c) degy tr(e,e(e),e(e?), e, e/ (e), e (e?)) > 2.

On va ici prouver (au paragraphe 2) :
COROLLAIRE 1. Pour p > 5 :

(a) degy tr(e, ele), €', /() > 2.
(b) Soient «, B des logarithmes de nombres algébriques séparables; alors
deg; tr(a, 5,0/, 3") > 2.

(Notons qu’on ne donne pas ici 'amélioration du (b), ce résultat étant
dépassé par le corollaire (b) du théoreme 3 ci-dessous.)

Remarque. Il est sans doute possible d’obtenir un énoncé semblable
au théoreme 1 valable pour tout p, en utilisant les dérivations divisées. Ce
résultat demanderait toutefois un lemme de multiplicité concernant des 7-
modules plus généraux que ceux apparaissant dans le résultat de J. Yu [Y4]
(et ceux de [A] et [A-T]). Cependant le défaut de composition de ces opéra-
teurs ne semble pas alors permettre d’en déduire le théoreme 2.

Une autre utilisation de la variable T" pour obtenir des résultats d’indé-
pendance algébrique est la méthode du changement de variable. Plus préci-
sément, on va changer T" en 7" ou & est dans F,,.

DEFINITION. Soit £ un élément de F7. On désigne par o¢ 'unique auto-
morphisme continu de ko tel que o¢(T) = £T. On prolonge o¢ a F,((1/T))

en décrétant que o¢ est I'identité sur IF,.

Cette méthode va conduire au résultat suivant :
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THEOREME 3. Soient donnés a et 3, non nuls, dans keo. On suppose
qu’il existe £ € F}, a et b € Z tels que oc(ar) = £ et o¢(8) = £°4.

(a) Si & ¢ {1,—1}, alors e(a) est transcendant sur k(3).
(b) Si & # 1 et si v est algébrique, alors e(a) est transcendant sur k([3).

En posant e = e(1), on obtiendra également les corollaires suivants :

COROLLAIRE 2. (a) Si ¢ > 3, alors e et w sont algébriquement indépen-
dants sur k.

(b) Si ¢ > 4, et si P € F,[X] est non nul, alors e(P(m)) et m sont
algébriquement indépendants sur k.

(c) Pour tout o € Fy((1/T971))—{0} quand q > 4, e(a) est transcendant
sur k().

Preuve. Voir paragraphe 5.

Au paragraphe 2 nous montrons que le théoreme 1 entraine le théoreme 2
ainsi que les corollaires 1(a) et (b). On utilise pour cela la dérivation par rap-
port a T'. La démonstration du théoréme 1 suit de pres celle du théoreme 1 de
[D3] et ne s’en écarte que par un ajout suffisant de fonctions qui n’est possible
que pour p > 5. Au paragraphe 3 nous établissons les lemmes préliminaires
qui seront utilisés au paragraphe 4 pour faire marcher la machine transcen-
dante. A la fin de ce méme paragraphe, on montre aussi comment on peut
conserver une partie des résultats précédents (et plus spécialement le (b)
du corollaire 1) quand p = 3. Enfin, le théoréme 3 et ses corollaires sont
démontrés au paragraphe 5.

2. Preuve du théoréme 2. On rappelle que k° désigne la cloture
séparable de k dans ko et que (koo )® est celle de k. Nous utiliserons la
généralisation suivante du lemme 11 de [D3] (essentiellement aussi dans
[Z-S]) :

LEMME 1. Si o, 3 sont dans (ks )® et que B est algébrique séparable sur
kS(«), alors 3 est algébrique séparable sur k*(a, o).

Preuve. Soit @ le polynéme minimal de [ sur k*(«). D’apres ’hypo-
these de séparabilité, (0Q/0X)(B) n’est pas nul. La dérivation par rapport
a T de la relation Q() = 0 entraine

(9Q/0X)(B)3 + (9Q/0T)(8) = 0.

Or 0Q/JT est un polynéme a coefficients dans k*(«, o), donc 3 est algé-
brique séparable sur k%(a, o).

Le cas des extensions inséparables va étre traité a l’aide des lemmes
suivants :



Indépendance algébrique et exponentielle de Carlitz 79

LEMME 2. Soient o, 3 dans (koo )® tels que v soit algébrique inséparable
sur k(B) de degré d’inséparabilité p". Alors ' et toutes ses dérivées sont

dans k(aP", 3).

Preuve. Les seules extensions algébriques de k inclues dans (k) étant
séparables (cf. lemme 11 de [D3]), « et 5 sont nécessairement transcendants.
Il existe alors un plus petit entier 7 > 1 tel que a?  soit algébrique séparable
sur k() de degré d. Ecrivons alors une relation, de degré en 3 minimal :

d

ZzaijijﬁkaipT =0, Qijk € Fq.

i=0 j,k
On dérive cette relation par rapport a T'. Si 3’ est nul, il n’y a rien & montrer.
Si le coefficient de 3’ est non nul, on en déduit le résultat du lemme 2. Dans
le cas contraire, par minimalité, il faut que les dérivées de B* soient nulles
pour tout entier k. Donc seuls des multiples de p apparaissent dans les
exposants de 8. Parmi les relations du type précédent, on en choisit une de
degré en T minimal, d’ot 'on déduit de méme que tous les exposants de T
sont divisibles par p. La minimalité de r se trouve alors contredite.

LEMME 3. Soit o € (kso)® tel que & soit algébrique sur k(a); alors o/
est algébrique séparable sur k(o).

Preuve. Si a est algébrique sur k, il n’y a rien a prouver. Si pour un
r > 1, (/)P est séparable sur k(a), alors d’aprés le lemme précédent, o
appartient & k((o/)P", a) qui est une extension séparable de k().

LEMME 4. Soient «, 3 dans (ks)® tels que o soit algébrique sur k5(3).
Une condition nécessaire et suffisante pour que o soit séparable sur k°(f3)
est que o € k*(a?, 3).

Preuve. On applique la proposition 4.9 de [L] & K = k*(«, ), k = k5(3)
et m=1.

Preuve du théoreme 2. Remarquons tout d’abord que si v est
dérivable, alors (e(7)) = €/(7) + ' et que pour i > 1, on a (e (7)) =
el (). Le théoreme de Wade ([W]) dit que si a est algébrique non nul,
e(a) est transcendant; le degré de transcendance qu’on cherche a minorer
est donc toujours > 1.

Supposons donc que

degy, tr(a, e(a), €' (), B, e(B), €'(B8)) = 1.
Si e(a) — «a est transcendant, alors ’hypothese précédente entraine que
€' (a) est algébrique sur k(e(a) — ). Comme (e(a) — )’ = €'(a), le lemme 3
montre que e’(a) est algébrique séparable sur k(e(a)—a). Par des dérivations

successives, on en déduit & 'aide du lemme 1 que e (o) est séparable sur
k(e(a) — ).
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Si e(a) —a est algébrique, sa dérivée e’ («) l'est également ainsi que toutes
les dérivées d’ordre supérieur.
Dans les deux cas on obtient donc

deg, tr(a, e(a), €' (a),...,eM(a), B, e(B),€(3) = 1.

Le méme raisonnement effectué avec § amene une contradiction avec le
théoreme 1.

Preuve du corollaire 1. (a) On applique le théoréme 2 avec o = 1
et B=e.

(b) On suppose e(a) et e(3) algébriques séparables sur k. Toutes les
extensions finies de k., étant completes, a l'aide du logarithme on montre
aussi que « et (@ sont séparables sur k.. Il reste alors a remarquer que les
dérivées €' (a) + o’ et €'(3) + ' sont également algébriques.

Remarque 1. Si a et 3 sont dans k., et algébriquement dépendants
sur k, on peut en fait montrer qu’au moins un des deux est séparable sur
l'autre.

Remarque 2. On peut en particulier déduire du corollaire (b) qu’il
existe des logarithmes de nombres algébriques «, 3 tels que a n’est pas
algébrique séparable sur k(5P).

3. Lemmes préliminaires. Rappelons d’abord quelques propriétés des
fonctions e(™(2), 0 < n < p—1 (cf. [D3], lemme 2).

LEMME 5. (1) Pour tout 0 < n < p — 1, e™(2) est une E, fonc-
tion au sens de J. Yu (cf. [Y1]), qui admet ((Dp)" ™ )pen comme suite de
dénominateurs.

(2) e(Tz) =Te(z) +e(2)?, z+ € (Tz) =e(z) + Te' (2), et pour 2 <n <
p—1, e™(Tz2) = ne™ 1V (2) + Te (2).

On va utiliser le T-module @4 (cf. [D3]), ce qui impose p > 5; c’est le
T-module de dimension 6 déterminé par @4(t) = AgF°+ A F!, olt on a posé

T70000O0 000000
070000 010000
Ay = -117T000 A, = 000000
002700’ 000000
0003TO 000000
00004T 000000

On a également vu dans

—

D3] (lemme 4) :

LEMME 6. Les seuls sous-T-modules de (((G,)%, ®4)) sont 0,0 x 0 x W,
ou W est de la forme W = 0° x (G,)*~% (pour un 0 < i < 4), 0 x (G,)°,
Ga x 0 x (Ga)* et (Ga)®, chacun muni de la restriction naturelle de ®y.
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Comme au lemme 5 de [D3], on montre

LEMME 7. &(2) = (2,e(2),€'(2),...,e"(2)) est un T-module a un para-
metre de Dy, c’est-a-dire, (Tz) = P4(T)[P(z)].
Nous allons maintenant utiliser le lemme de multiplicités de J. Yu. Soient

a, 3 € koo linéairement indépendants sur k; on définit le sous-groupe sui-
vant :

I'(S)={2(aax+b0) :a,b € A, degra,degpb<S, S>6}.
LEMME 8. Soit P un polynéme non identiquement nul sur (G,)° de mul-
tidegré < (J,K,...,K). On suppose que P s’annule d un ordre > 6M + 1

aux points de I'(S), le long du T-module a un paramétre &(z). Il existe alors
un réel ¢ > 0 tel qu’au moins une des inégalités suivantes soit vérifiée :

Mg¢*® <cJK® ou ¢° <cK.

Preuve. Le lemme de zéros de J. Yu (Theorem 2.3 de [Y4]) donne
I'existence d’un sous-T-module H de G, différent de G, et d’un réel ¢ > 0
tels que

M + (&, H)

(@, H)
ol (P, H) est la codimension analytique de &~ !(H) et H désigne la fonction
de Hilbert de H. L’examen des différents sous-groupes de G (voir lemme 6)

va nous permettre d’aboutir & la conclusion du lemme.
Si H = 0, I'inégalité devient

Mq2576 < CJKS;

) card((I'(S — 6) + H)/H)H(H, J,K,...,K) < cJK®,

si la projection de H sur la premiere coordonnée est 0, on a encore (P, H)
=1 et card((I'(S — 6) + H)/H) > ¢*>°~%. Comme dans le lemme de zéros
de [D3], les inégalités obtenues sont alors plus fortes que dans le cas H = 0.

Enfin, si H = G, x 0 x (G,)*, on a @~ Y(H) = {a7 : a € A} et donc
r(®,H) =0.Si&(z) € HNI'(S), alors e(z) = 0; le noyau de e(z) étant de
rang 1, card(H N I'(S)) < ¢°, d’on

qS 0 < ¢K.

En définitive, les deux conditions les moins contraignantes que ’on ob-

tienne sont bien
M@ 8 <cJK® et ¢°%<c¢K.

Nous aurons également besoin d’un cas particulier du lemme de Siegel

pour les extensions de type fini démontré par A. Thiery (proposition 4 de

[T1]). On se donne 6,0, dans k., tels que 6; soit transcendant sur k et
02 un entier algébrique séparable de degré D sur A[f;]. On désigne alors
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par s la taille sur k(6;,02) construite dans [T1]. Rappelons sa définition : si
x € k(61,02), on peut écrire
o il DT, 01)04
Pp(T,01)
et on pose s(x) = maxdegtotal (P;) et N(x) désigne la norme de k(6;,65)
sur k(61). 11 existe alors un réel ¢y > 0 tel que :

(s1) pour tout a,b € A[fy,6s], s(ab) < s(a) + s(b) + cg;

(s2) pour tout a,b € A[b1,02], s(a + b) < max(s(a),s(b));

(s3) pour tout = € k(01,02), s(N(x)) < cp(1 + s(x));

(s4) pour tout x € k(1,02), degy (N(x)) < degy (x) + co(1 + s(x)).

On dispose alors du lemme suivant ([T1]) :

LEMME 9. Sotent n, m des entiers naturels tels que n > Dm et soient
a;j (1 <i<n,1<j<m) des éléments de Alb,62]. Le systéme linéaire

n
i=1
admet une solution non triviale dans A[f1] avec

L (Dm)1/2
28X $(@) < T B

max s(a;;) + 1.
Rappelons qu’on a posé pour tout a € ko, |af = qdeer (@) On peut alors
énoncer le lemme de Schwarz—Jensen (cf. J. Yu [Y1]).

LEMME 10. Soit R > r > 0 deux réels et f une fonction entiére possédant
v, zéros dans le disque degp(z) < r; alors

M, (f) < Mr(f) —vr(R—7)

(00 My (f) = 5UPyeg, (o)<, (degr (()))).

Et enfin I'analogue du lemme de Gelfond obtenu par A. Thiery [T1] :

LEMME 11. Soit ¢ € ko et P, € A[X]. On note

by = degx(P),  hn=h(P), 50 = (Pa(e))
et on suppose que pour tout n > ng,
Sn, > max(hndn + hnlnt1 + hng10n, hndn + hndp—1 4+ hn—105)
et
nlLIr;o(sn/én — hy,) = 0.

Alors P, (1) = 0 pour n > nyg.
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4. La construction transcendante. On se place sous les hypotheses
du théoreme 1. D’apres les résultats de Wade, si « est algébrique non nul,
e(a) est transcendant. Pour prouver le théoréme 1, on va donc supposer que
le corps L = k(a, B, e(a),e(B),...,e™(a),e®(B)) est de degré de transcen-
dance 1 sur k et aboutir & une contradiction. On désigne par #; une base
de transcendance de L sur k et par L® la sous-extension séparable maxi-
male de k(1) contenue dans L. D’apres le théoréme de Noether il existe
alors 0y entier algébrique séparable sur A[f] tel que L® = k(60;,605). 1l existe
alors un entier naturel r tel que o, 37", e(a)?", ..., (e®(B3))?" appartien-
nent a L°. D’apres les équations fonctionnelles du lemme 5, il en est alors de
méme de o e(aa + bB)P", (¢/(aa +bB))P", ..., (e (ac + bB))P" pour tout
a,b € A. On désigne alors par A € A[f1,65] un dénominateur commun a
o G e(@) ..., (D (B

LEMME 12. Pour tout a € A, A est un dénominateur de (aa)?’ et de
(aB)P"; AT est un dénominateur commun e(aa)?”, ..., (e (apB))?".

Preuve. La premiére assertion est immédiate. Pour prouver la seconde,
on s’apercoit que e(az) = Pc(a)e(z) ou Pc(a) est un élément unitaire de
A{F} de degré en F égal & degp a. L’évaluation en « de cette égalité en-
traine bien que A9 " est un dénominateur de e(a)?” et de e(af)?". Par
dérivation par rapport & T' on a également a’z + €'(az) = [Dc(a)]e(z) +
ae’(z). Cette égalité avec z = « jointe aux propriétés précédentes montre
que A" est un dénominateur de (¢/(ac))?" et de (¢/(aB))P". La méme
méthode donne la conclusion pour les dérivées d’ordre supérieur.

On désignera par ¢; (1 < i < 14) des réels strictement positifs qui ne
dépendront que de « et de 8. Construisons d’abord la fonction auxiliaire.

LEMME 13. Il eziste un polynéme P sur (G,)® a coefficients dans A[6,]
de multidegré < (J, K, ..., K) et non identiquement nul, tel que si

DM¢*% < (J+1)(K + 1),

la fonction

F(z) =P e(2)" .., (W (2)7)
s’annule a un ordre > M aux points ac + b avec max(degy a,degyb) < S.
De plus, il existe c1 > 0 tel que
(DMq23)1/2
(JK5)1/2 _ (DMqQS)l/z
Preuve. La premiere partie de ce lemme vient du lemme de Siegel
avec n = (J + 1)(K + 1)% m = Mq%. 1l reste a estimer la taille des
coefficients du systeme linéaire pour conclure grace au lemme 9. Ce systéeme
linéaire est obtenu en annulant les coefficients Aj(a,b) pour tout a,b € A,

s(P) < ¢ (Mlog, M + SJ + ¢°K) + 1.
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max(degp a,degy b) < S et 0 < j < M des expressions
P((@(ac +b8) + D(2))") = > Aj(a,b)=7 .
J=20
Ces relations sont a coefficients dans A[f7, 02] dés qu’on les a multipliées par
le dénominateur dps = (D)8 A7 (AT 75T NYK o Tentier h est le plus
petit > log, M + 1 (cf. lemme 5). 11 suffit donc, d’apres les propriétés (s;)

et (s2) de la taille (voir avant le lemme 9), de majorer la taille d’expressions
de la forme

da(aug)e(au) ... (e (au.))’
o10<i<J,0<j; <Ketdegra<S, uc=aoup. Ona
s(dar) = 6degy Dy, + Js(A) +5Kq°s(A) < Mlog, M + c2(¢° K + J)
et s(a’) < SJ, et on montre par récurrence sur S qu’il existe c3 tel que
s(eW(au.)) < esq®  (0<i<4),
d’ou
s(dar(aue) e(aus ) ... (e (aue))) < cs(Mlog, M + SJ + ¢°K).

Ecrivons maintenant la suite des conditions a satisfaire pour obtenir le
théoreme 1. Considérons donc un polynéme P s’annulant sur I'(S). 11 faut

Mq*s < s JKP.

Cette condition est vérifiée en prenant ¢¥ = M96/190 J = [M], K =
M*2/190_ Te lemme de Siegel montre alors
DMa25)1/2
s(P)< ¢ (DMq™) (Mlog, M + SJ + ¢SK) + 1.

(JK5)1/2 _ (DMq2S)1/2
Notons S’ le plus grand entier tel que la fonction
F(z) = P(z" e(2)" .., (W (2))

s’annule & un ordre > M aux points de ®P(acx + bB) qui satisfont
max(degp a,degpb) < S’. On a bien sur S’ > S. D’apres le lemme de
zéros on a également le renseignement

M@ <cgJK® ou ¢° <erK.
Nous allons exclure la seconde alternative en imposant la condition
qS > C7K7

qui est bien vérifiée au vu du choix des parametres S et K.

Soient R > r > S§’. Si on écrit ¢5° = M*', on sait que (lemme de zéros et
choix de S, J, K) 2s’ < 210/100, donc s < 105/100. Il est donc possible de
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prendre ¢" = M105/100 gt R — pr110/100 hour que la condition R > r > S’
soit satisfaite. Le lemme 10 montre que pour tout z € ko, de degré < r on a
degy(F(2)) < es(JR+ Kq™ + s(P) — M¢*5 (R —)).

Comme on veut rendre ce terme petit, on regarde les conditions
M¢@**(R—7r) > JR+ Kq¢® + s(P).

Elles sont bien satisfaites pour M > c;11, grace a nos choix de parametres

S, J,K,R,r.

Définissons P, (01) := la norme sur k(6;) du M-ieme coefficient du
développement limité de P le long de @ en @(aa + bB3) multiplié par le
dénominateur A7 (AqdegT ordeer b)5K et estimons son degré en ¢;. A I'aide de
la propriété (s4) du degré et de la taille, on obtient

degy, [Pap(01)] < co(JS" + Kq* + 5(P)).
Enfin, la hauteur de P, ; est majorée par s(P).

On utilise alors le lemme de Gelfond (lemme 11) et si la derniére condi-
tion suivante est remplie on a bien une contradiction :

M@ (R=1)[JS" + Kq® + s(P)]™" > cros(P).

On vérifie encore que cette derniere est vérifiée avec les parametres que I'on
a choisi, pour M > c1s.

Regardons maintenant le cas p = 3. Il n’y a plus assez de fonctions
dérivées pour obtenir tous les résultats précédents. En conservant les nota-
tions du paragraphe 4 et en supposant que e(«) et e(3) sont algébriques, on
s’apercoit que le degré de P, ; est plus petit que précédemment. On va alors
obtenir le résultat suivant :

THEOREME 1’. On suppose p > 3. Soient a, 3 € (koo)® linéairement
indépendants sur k, tels que e(a) et e(3) appartiennent a k5. Alors
degy, tr(a, 5, e(a), ¢ (a), e (a), e(8), €' (8), e (8)) > 2.
COROLLAIRE. Sous les hypothéses du théoréme 1’,
deg,, tr(a, 8,0/, 3) > 2.

Le scheéma de la preuve est identique a celui du paragraphe 4. On suppose
donc que a, 3, e(a), ¢’ (a), e (a), e(B3), ' (B3), e (3) sont dans une extension
L algébrique inséparable sur k(61,62). On va utiliser le lemme suivant :

LEMME 14. Sous l’hypothése que e(a),e(3) € k°, il existe c13 tel que pour
tout a,b € A on ait degy, (e (ac + b3)) < c13.

Preuve. e(aa 4 bB) est algébrique, donc par dérivation e (aa + b3) +
(a4 bB) ) Test également. Le degré en #; d’un élément algébrique est nul.
On conclut alors en prenant c15 plus grand que le degré de o, o/, ', 3, 3, 3"
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On reprend la preuve précédente. Définissons P, ;(61) := la norme sur
k(61) du M-ieme coefficient du développement limité de P le long de & en

®(ac + bB3) multiplié par le dénominateur A’ (quch ordcer b)5K
cette fois dans A, et estimons son degré en 6, :

degy, [Pap(01)] < co(J + K 4 5(P)).
Ecrivons tous nos parametres en fonction de M :
G =M, ¢ =M, =M =M, J=M, K=M"

ou I est

En reprenant alors la méme preuve que ci-dessus mais avec le nouveau
controle de degy, [P,5(61)], pour M > ci4, on voit que toutes les inégalités
nécessaires sont satisfaites avec les choix j = 1, s = 60/100, k = 42/100. On
trouve s’ < 64/100, on choisit alors r = 64/100 et R = 65/100.

5. La méthode du changement de variable. On conserve les no-
tations du paragraphe 1 et la définition de o¢ de ce méme paragraphe
(0¢(T) = €T). On montre d’abord quelques lemmes préliminaires.

LEMME 15. o¢(Dy,) = £"Dy,.
Preuve. Par récurrence sur h.

DEFINITION. On pose

D
h=0 h

Donnons quelques propriétés de ces fonctions :

LEMME 16. (i) Soit u une solution de l’équation X971 = 1/¢. Alors
p€F, —TF, et pour tout z € koo, ec(2) = e(uz)/p.

(ii) e¢(2) est la fonction exponentielle du T-module ¢ de rang 1 défini
par $¢(T) =TF + ¢ LF.

(iii) o¢(e(2)) = eg(o¢(2))-

Preuve. (i) p n’est pas dans Fy car £ est différent de 1. On prouve par
récurrence sur b que p? —1 = £~ ce qui entraine bien ee(2) = e(pz)/p.

(ii) On vérifie 'équation fonctionnelle eg(T'2) = Teg(z) + £ Lee(2)9.

(iii) Suit du lemme 15.

On va maintenant utiliser des analogues aux résultats de Lindemann—
Weierstrafl et de Gelfond—Schneider démontrés respectivement par Thiery
et par Becker, Brownawell et Tubbs. Pour le module de Carlitz le résultat
de [T2] s’énonce de la maniere suivante :

THEOREME [T2]. Soient ay, ..., a, € k, linéairement indépendants sur k.
Alors e(ay), ..., e(ay) sont algébriquement indépendants sur k.
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Dans le cadre du module de Carlitz le corollaire 1 de [B-B-T] est le
suivant :

THEOREME [B-B-T]. Soit v € k, de degré ¢ > 3 sur k, et u € E;, tel que
kE(y)N1/u (A) ={0}; alors

deg, tr(e(u), e(wy),. .., e(uy"1)) > 2.
On peut alors prouver le théoreme 3 :

Preuve du théoreme 3. Soient a, (3 € ko différents de zéro tels
que o¢(a) = % et o¢(B) = £°B. Supposons que e(a) soit algébrique sur
k(B). En appliquant o¢ & une relation de dépendance algébrique, il vient que
o¢(e(ar)) est algébrique sur k(o¢(3)). Le (iii) du lemme 16 et la F,-linéarité
de e(z) montrent que ceci est équivalent au fait que e¢(a) est algébrique sur
k(9.

Or d’apres le (i) du lemme 16, e¢(o) = e(par)/p. De proche en proche,
il s’ensuit que e(pa), e(pa),. .., e(uta), on ¢ = deg(u), sont aussi algé-
briques sur k(/3). Pour prouver le (a) du théoréme, on applique le théoreme
de [B-B-T] ci-dessus avec 7 = u et « = u. L’hypothése sur « est bien vérifiée
car un élément non nul du réseau des périodes A n’est pas dans F,((1/7))
car ¢ # 2 (voir la description du réseau au paragraphe 1). Prouvons que
u est de degré > 3. 1l faut montre2r que i n’est pastans une extension de
degré 2 de Fy, ce qui équivaut & p4 = pu. Comme p? ~! = 1/€2 il suffit que
& soit différent de 0, 1, —1.

Pour prouver le (b), on remarque que comme £ # 0,1, u n’est pas dans
Fy, et le raisonnement précédent montre que si la conclusion du théoreme
est fausse, alors e(«) et e(pua) sont algébriquement dépendants. On a alors
une contradiction avec le théoreme de [T2].

On prouve maintenant le corollaire 2.
Preuve du corollaire. (a) On dispose de l'expression suivante :

I y)

1=0

Comme [i] = T9 — T, ce nombre est donc invariant par tous les o, il suffit
alors d’appliquer le cas (b) du théoreme 3a a =1, f=m, et a=b=0.

(b) On applique le cas (a) du théoreme & o = 8 = P(m).

(c) o est invariant par tous les o¢. En prenant § = m, le théoreme 3
montre que e(a) est transcendant sur k().

En liaison avec les dérivées qui apparaissaient aux paragraphes précé-
dents, on a aussi :

COROLLAIRE 3. Siq > 3 et 0 < m < p—1, alors e et (M) sont
algébriquement indépendants sur k.
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Preuve. Comme o¢(r) = m, par dérivation on a o¢(7(™) = ¢=mxr(m),
On sait également que (™) est transcendant ([D4]). Il reste alors & appliquer
le théoréme 3 avec o =1, B =7, a =0, b = —m.

Terminons en signalant une conjecture liée a la méthode de changement
de variable mais qui ne semble pas se déduire de notre conjecture de Schanuel
généralisée :

CONJECTURE. Soit X un entier naturel strictement plus grand que 1.
Alors pour tout o € F((1/T*)) — {0}, e(a) est transcendant.

PROPOSITION. Le résultat de cette conjecture est vrai dans les cas sui-
vants : (a) g >3 et A\=q—1, (b) A=p.

Preuve. Le cas (a) vient du corollaire (c) du théoréme 3. Le cas (b)
vient du théoréme 3 de [D4] ou 'on montre en particulier que la dérivée
d’un logarithme de nombre algébrique est non nulle.
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