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Sur la densité de certains ensembles de multiples, 2

par

A. RaouJ (Marrakech)

1. Introduction et énoncé des résultats. Considérons pour n entier
> 1 et A réel > 0, 'ensemble des multiples By(n) de la suite

Di(n) := U]d,dexp(log n)" NN.
d|n
Désignons par @ la fonction définie par Q(«a) := aloga — a+ 1 (o > 0).
Le but du présent travail est de montrer le résultat suivant.
THEOREME 1. On a
(1.1) dBy(n) = (logn)~FXM+e@) 4 .
ot l'on a posé

0 si0< A< A =logd—1,
Q(B) SEAT <A< A =log8—1

avec 3= (14 X)/log2 —1,
A—log2 si AN <A

F(\) =

Remarques. (i) La fonction F' est dérivable sur [0, ool.
(ii) Pour A < A* on a en fait dBy(n) =1+ o(1) p.p. [R93].

Interprétation probabiliste des valeurs critiques A* et \**. Considérons,
pour z entier, 'espace probabilisé 2, = {1,2,...,z} muni de la loi uniforme
vy et la suite (£4)q>1 de variables aléatoires définies par

_J1 sid]n,
Saln) = {O sinon.

Notant H(x,y, z) le nombre des entiers n < z ayant au moins un diviseur d
dans le sous-intervalle ]y, z] de ]0, z], on a

1 1
. (z,y,2) ; n<wyr£3§2 a(n) = Pro (yrgg; &a=1)

[171]
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Intuitivement, plus l'intervalle ]y, z] est petit plus les ; se rapprochent de
I'indépendance. Cette derniere hypothese implique

1|z

P = = — = ~ — — — | = .

rOb(ng?%{zfd 1)=1 Prob(y@(?%czfd 0)~1 Il (1 m[d})
y<d<z

11 s’ensuit

1 _
(1.2) “H(z,y,z)~ Y
X

Remarquons en outre que 'inégalité de Behrend [B48] montre qu’on a

toujours la majoration
1 zZ—=Y .

(1.3) EH(%% z) < (1+ 5(.@))7 (ylinolo e(y) = 0).
Posons z = y(1+ (logy)~*). Le théoreme 21 de [HT88] montre que I’appro-
ximation (1.2) est effectivement valable si, et seulement si, A > log4 — 1, ce
qui représente donc le seuil d’indépendance pour ce probleme.

Par ailleurs, désignons par H(x,Dx(n)) le nombre des entiers m < z
(z > xo(A\,n)) ayant au moins un diviseur dans D) (n); 'hypothese d’indé-
pendance des & (t € Dy(n)) implique

1
(1.4)  =H(xz,Dr(n)) = Prob( max & =1) = (logn)°82= 2T pp,
xT tED)\(n)
car en utilisant la majoration (voir [HT88], Theorem 56)
A(n) = mfuxcard{d cd|n, z < d<ez} < (logyn)t°V  pp.
on montre facilement que
(L5) D 1/m=(logn)E e pp,
meDy(n)

Ainsi, la valeur A** = log8 — 1 de X\ du théoreme 1 peut étre interprétée
comme le seuil d’indépendance des &; (t € Dy(n)).

De plus, en écrivant
1.6 max = max max = max¢); disons,
(1.6) t€Dx(n) & djn d<t§(1+(logn)—)‘)d§t djn &
on voit que, pour A < A**, les ) ne sont plus indépendants, alors que,
pour chaque d|n, \* représente, au vu du théoreme 21 de [HT88], le seuil
d’indépendance des &;, pour d < t < (1 + (logd)~*)d.

Commencons par établir les lemmes utiles.

2. Lemmes. Le lemme suivant, dii & Halberstam et Richert [HR79] et
généralisant un résultat de Hall, nous sera tres utile.
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LEMME 1 (voir [T90]). Si f est une fonction multiplicative, positive et a
laquelle on peut associer un couple (A1, \2) de RT x [0, 2] tel que pour tout
nombre premier p et pour tout entier j > 0 on ait

F@) < 2N
alors, pour tout réel x > 2,
)Y f(n) 6T+ F A2 = Ao) D [[A—p )Y F(0)p
nlw p<T 720
Le résultat suivant d & Shiu [S80] nous sera utile. On considere la classe

F des fonctions multiplicatives vérifiant les deux propriétés suivantes :

(F1) il existe une constante A; > 0 telle que pour tout nombre premier
p et pour tout entier v > 0,

0<f(p¥) < AY,
(F2) pour tout € > 0, il existe une constante As = Ay () telle que pour
tout entier n > 0,
f(n) < Aanf.

LEMME 2. Soient f € F, 0 < a < 1/2 et z* < y < x. Alors, uni-
formément pour y et x, on a

(2:2) > Fm) <gayloga)exp (D f0)/p).

r—y<n<lzx p<z

On désigne exclusivement par la lettre p un nombre premier. w(n) est le
nombre de facteurs premiers de n et £2(n) est le nombre de facteurs premiers
de n, comptés avec leurs ordres de multiplicités.

Le lemme suivant est une conséquence du lemme 2.

LEMME 3. Uniformément pour 0 < a<1,0<y<zet0<m<z—y,
on a

2.3 P T AR S
@3) 2 Sy <Og2—y> (Ogm> ‘

y/m<t<z/m

Démonstration. Distinguons deux cas, selon que y/m > (y/(z—y))>/?

ou non. Dans le premier cas nous avons (z —¥)/m > (y/m)/3 et donc (2.3)
résulte du lemme 2. Dans le second cas, la majoration triviale

> t<loglz/y) + mly < (z—y)/y

y/m<t<z/m

suffit. m
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On pose

Qn,t) = Z 1, w(n,t):= Z 1,
Pl

pj\n,j>0
p<t p<t

P (n) le plus grand facteur premier de n et p(n) := (—1)“ si n est sans
facteur carré, sinon p(n) := 0.

Le lemme 3 sera appliqué pour démontrer le résultat suivant.

LEMME 4. Soient 0 < y < 1 et A > 0. Pour n assez grand, posons
e = e(n) = logz n/+/logy n, T(n) = exp(logn)'=¢ et n = (logn)~*. Alors il
existe une fonction Xo(n) telle que pour X > Xo(n) on ait

(2.4) Sou(@? )] yPtmIm Y 1< X(logn)” pop.

d|n m<X t,t'|m
P*(d)>T(n) 0<t,t’ <(1+n)d

ot l'on a posé E =4y — 3 — 2\ + log 2 + 3e.

Démonstration. Notons S = S(X,n) la somme ci-dessus. Sit et ¢/
sont comptés dans la somme intérieure de .S alors en posant

to = (t,t"), t=sty, t =s'ty,
on a [t,t'] =tgss’, d/tg < s < s < (1+n)d/ty et ty < nd. Donc

S < Z 1u(d)? Z y(to) Z y25)

dn to<(1+n)d d/to<s<(14mn)d/to
PT(d)>T(n)
% Z yQ(s ) Z yQ(m,Sn)'
d/to<s'<(14+m)d/to m<X/(toss")

Utilisant les lemmes 1 et 3 on peut écrire pour Xo(n) > n?,

Z y?msn) « (X /(toss'))(logn)? L,

m<X/(tpss)
2(s) 1—y y—1
> y s < n(log(1/n)) " (log(d/t0))" ",
d/to<s<(14+n)d/to
d’ou
S < X(logn)Y"172*(Alog, n)*~ %
x> u(d)? ) (log(d/te))* Pty ty ),

d|n to<nd
PH(d)>T(n)

Désignons par S’ la derniére somme en to. Par intégration par parties nous
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avons
Vd
S < (log(1/n))*2(logd)?~* + (log d)?¥~2 f (logt)y~—'t~tat
1
nd
+ (logd)?~" [ (log(d/t))?~2t~" dt
Vd
< (logd)? "0 (logy n)®  (n > no(y, \)).

On a donc

S <y X(logn)?=172*(log, n)*~2¥ Z p(d)?(log d)®¥—2.

d|n
Pt (d)>T(n)

La derniere somme en d est majorée par

(log n)sy—2+(2—3y)+e ow(n) < (log n)Sy—2+log2 +e+(2-3y)te p.p.

On obtient ainsi S < X (logn)¥ =372 o243 o

LEMME 5. Pour 0.33<a <1, ona

(2.5) 1r>1f1 t~“costdt >9-1073.
=10

Démonstration. Pour 0 < a <1 et k € N, notons

Fy(x):= Ofto‘ costdt, my = 7r/2+2k7r§aengli7rr}2+(2k+2)7r F,(x).
On a
my = Fo(m/2 + (2k + 1)7)
Tm /2
=mp_1+ f (t+2(k — 1)) “costdt
37/2
5m/2

=mra+ [ ((t+2(k—1)m) " = (t+ (2k — 1)m) ) cost dt.

37 /2

En particulier, mg > myg_1 (k> 1).
Comme F,, est croissante sur [1,7/2], on peut écrire

;gfl Fo(x) = min(F,(37/2), Fo(1)).

En utilisant 'estimation
cost >1—t2/2 +t*/4! —1%/6! +8/81 —'°/10! (¢ > 0),

175
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on peut écrire
Fo(37/2) > (3n/2)'~*h(a)

ou l'on a posé
1 1

h(a) = o 33 _a) (3m/2) +

(37/2)% +

(3m/2)"

1
41(5 — a)

) m(?)ﬂ/Q)s - m(swm)m.

En effectuant une vérification numérique il vient h(0.33) = 0.0097... > 0
3

Le lemme 5 sera donc prouvé si on montre que h est croissante sur [0.33, 1].

Posons
1 1

hi(a) == o 2B-a) (3m/2)?,

ha(a) i= o — (3n/2)?
2T 20 30(7T—a) ’

ha(a) = — L (3x/2)%

9—a 90(11 —a)
de sorte que h(a) = Z?Zl cihi(a) (¢; > 0). On vérifie aisément que h; () > 0
(1 = 1,2,3) pour 1/4 < a < 1. Cela montre que h est croissante sur
1/4,1]. m
Le lemme suivant est une conséquence immédiate du lemme 5.

LEMME 6. Pour 0 < 9 <0.67 etu € R, on a
1
(2.6) (1+u))™ <100 [ [t[e~ e dt.
-1
Démonstration. On a
1 1 |ul
f [t|e~tet dt = 2 f 2= cos(ut) dt = 2|u|? f 2t cost dt.
-1 0 0
Distinguons le cas ou |u| <1 et |u| > 1. Dans le premier cas nous avons

|

2lul™® f 2 'costdt > 20 cos1 > 1> (1+ |ul)”2
0

Dans le second cas on a, d’apres le lemme 5,

Jul

2lul™® [ e costdt > 107 |ul7 > 107>(1 + [uf)7°.
0

On pose ny := Hp\n,pgcxpek p.
Nous avons besoin du lemme 6 pour établir le résultat suivant.
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LEMME 7. Soient € > 0 suffisamment petit, 0 < o < 0.67, o/log2 <
a<l,6d>1etlog(l/e) <k <log,z. On a

(27) Z (1 + |log(d//d)|)—g < 9—18—16(610g4—g)k
d,d'|ng
pour tous les entiers n < x sauf

< 2(Q() Q@ | QW | (qlog2 — o) LeloB2-0)

Démonstration. D’apres le lemme 6 on a

N\ - 010g(d /a) A9
> <1+logd'> <100 [ ) el o
d,d’ |ng =1 d,d'|ng
1
<200 [ |7*(ny,0)|?
0

do
612

ol
T (n, 0) = Y p(d)*d”.
d|nk
Pour k fixé, on sait (voir le lemme 5.1 de [R93]) que w(ny) < 0k pour

tous les entiers n < x a ’exception d’au plus O(xe*Q(‘S)k). Pour ces entiers
n non exceptionnels on a

1/(ce®) 1/(ee®)

. do do wlne) —1 —p —
f |7 (nk,9)|291_g < 7(ng)? f 72 = qe(ne) p=lo—eo—ke
0 0

ce qui entraine

1/(ee") do
[, ) i < gtk
0

pour tous les entiers n < z sauf < ze~ Q% Par ailleurs, posant
wo(n) :==card{p: p|n, p <exp(1/6)} et R(n,0) = |7*(n,O)|? /2 +we()

on peut écrire

1

* 2 — w(n ) ! °
j’ |7* (1, )] =47 Jﬁ Qu(nk)—we(ny) gl-e’
1/(ee®) 1/(ze")

Répartissons alors les entiers n < x pour lesquels cette quantité excede

4%k =0k en trois classes Ci,Co,Cs définies par les conditions
(Cl) w(nk) > (5](5,
(C2) min wln) = wo(ny) < a,

1/(aek;<9§1 log(6e*)
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min w(ng) — wa(ng)
1/(cek)<0<1 log(Bek)
Utilisant le lemme 51.2 de [HT88], on a
Cs| < zQ(ar) 1e@(@),

(Cs) wng) <0k et

> .

En outre,

1
|C3] < 470k eok Z 4« (k) f R(ny, 0) de

w(ng)—we(nk) ' Pl—e
n<z 1/(ee®)

Cety fl R(ng.0)  do

(Qek)alog2 gl—o"

n<z 1/(ee®)

Et puisque pour k > 0 et 6 réel > 0, on a

Z R(ng,0) < x

n<w
(voir lemme 6.1 de [R93]), on obtient donc
C3| < z(alog2 — p)telos2e,
Cela acheve la démonstration du lemme 7. =
Le lemme suivant nous sera utile :

LEMME 8 (voir [T90], Théoreme 11.6.4). Soit A > 0. Il existe des con-
stantes positives ¢; = c1(A) et co = co(A) telles que uniformément pour
x>3etl<k<Alogyx, on ait

B R N O e

n<z

w(n)=k

= e 5)(5)

Le lemme suivant est un résultat classique du crible. On désigne par
U (x,y) le nombre des entiers n < z tels que P (n) < y.

LEMME 9 (voir [T90], p. 396). Pour z >y > 2, on a

(2.9) U(z,y) < zexp(—logz/(2logy)).
On désigne par @(z, z) le nombre des entiers n < z tels que P~ (n) > z.
LEMME 10 (voir [HT88], p. 11). Pour x > 2z >4, on a

(2.10) b(x,z) < x/log 2.

avec
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LEMME 11 (voir [HR66], p. 147). Soient n > 1 et (x1,...,x,) € R%.
Posant pour chaque entier k de {1,...,n},

Sk == Z Hfﬁi,

Ic{1,...,n} i€l
[ I|=k

on a

K\ X 2i | ST
. > _ e N S AN
(2.11) 5> {1 (2) 5 } it

Le résultat suivant fournit une condition suffisante sur A pour que les
intervalles |d, (1 + (logn)~*)d], d|n, soient deux & deux disjoints.

LEMME 12 (voir théoreme 54 de [HT88]). Posant E(n) := min{log (d'/d) }}
d,d |n,d<d}, ona
(2.12) E(n) = (logn)' 783 exp{O(y/logy n - logsn)}  p.p.

Dans le paragraphe suivant, nous regroupons les notations et les conven-
tions que nous allons introduire dans la démonstration du théoreme 2.

Notations et conventions. Posons

1+ A
—— —1 silogd—1 <1 —1
5:ﬁ>\1={10g2 5108 <A< log8—1,
2 si A >log8—1,
. eI silogd—1< A <log8—1,
F_FO\)'_{)\logQ si A >log8 —1,
= i D]

S=8X;n,0):={m < X :02(m,3n) < [logyn},
logs n
w/loan’

T = T(n) := exp{(logn)' =M},

e=c¢e(n):=

n:= (logn) ™%,

D= |J  ld(+nd],
d|n,u(d)?=1
PT(d)>T(n)

D, := | J1d. (1 + n)d,
d|n

T(m,A) = Y 1 (ACN),

tim,te A

B(X;n,A) :={m < X :7(m,D) > 0}.
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3. La minoration de dB,(n). Soient n > 1 et X > Xy(n) choisi
comme dans I'énoncé du lemme 4, 0 < yg,y1 < 1. Considérons parmi les
entiers m comptés dans S ceux qui s’écrivent sous la forme m = ab avec

aeD,, w()<K(np), wbdn)<Kn/pg e b<X/a
On a

(3.1) S rmDy) = > oL

meS a€D;, b<X/a
w(a)SK w(b,3n)<K

Faisant appel aux lemmes 10 et 11, on peut écrire

Z 1> Z pu(by)? Z 1

ng/a b1 bQSX/(CLbl)
w(b,3n)<K P*((bbl))gl?én P~ (b2)>3n
w(01 )=
X
alogn Z u(ba)* /by
b
P+(b11)§3n
w(bl)—K
X
1 @)
> - llogan + O()".
La formule de Stirling entraine alors
(3.2) > 12> (X/a)(logn)~ 9B/,
b<X/a
w(b,3n)<K

Il en découle

(3.3) > 7(m, D) > X(logn) =W/t N /g,
meS a€eD”
w(a)<K

Puisque A > log3 — 1, le lemme 12 montre que si n est dans une suite
convenable de densité 1 alors les intervalles |d, (1 + n)d], d|n, sont deux a
deux disjoints. Par conséquent,

(34) Y m(m,D")

mesS
X (logn)~@B/2)+e(1) Z pu(d)? Z 1/a.

d|n d<a<(1+n)d
PT(d)>T(n) w(a)<K

Appliquant le lemme 8 on a pour chaque d tel que d > T'(n),
(3.5) Y 1/a>n(logd)  (logy d)* MK — 1)1

d<a<(1+n)d
w(a)=K
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11 suit
Z 7(m,D*) > X (logn)~@B/2=AeM) (g _ 1)1}
mes

x> (logyd)~(logd) " u(d)”

d|n
PT(d)>T(n)

> X (logn)~ QD=0 (1 — ¢) log, n)<~!
1
— d)?.

d|n
PH(d)>T(n)

D’apres le lemme 9, on a Pt (n) > T'(n) p.p. Cela implique que la somme
en d est supérieure ou égale a (logn)(1=2)1°82 p p. Par ailleurs, la formule
de Stirling montre que

(1=2)% logyn)X MK —1)I"" > e *F(logn)' =W/ pp.
11 vient donc
(3.6) Z 7(m, D*) > X (logn)~(QB/2)+A-log2)Fo(1) 1, 1y
meS
Pour A >log4 —1 on a 2Q(5/2) + XA —log2 = F'(\), d’ou
(3.7) X>i§f( ) (1/X) > 7(m,D;) = (logn) FNre pp,
=-tolm meS(X;n,B)
Par ailleurs, pour minorer dBB)(n) on utilise I'inégalité de Cauchy—Schwarz :
2
3.8 dBy(n) > liminf 7(m, D} X 7(m, D*)? L.
X n n
* mes mes

On est donc conduit & majorer . s 7(m,D})% On a

(3.9) > 7(m,D})?
meS
S SENTC D SRS SENED S

dln d'|n,d'>d mes t,t' |m
Pt (d)>T(n) PH(d')>T(n) d<t<(1+n)d
d <t'<(1+n)d’
Sit et t’ sont comptés dans cette derniere somme intérieure, alors en posant
r=(tt), s=t/r, s =t/r,
on a
[t,t'] = rss,

dir<s< (A +n)d/r, d/r<s<(1+n)d/r,
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r<l+nd sis#]l.

Nous allons en fait décomposer la somme en question selon les cas

s=s =1 s=1lets >1, s>1lets >1

en remarquant que le cas s > 1 et s’ = 1 est impossible. Notons alors

So(X;n,d) = Z ( Z 1)2,

m<X tlm
2(m,3n)<Plogon  d<t<(14+n)d

S1(Xin,d,d') = (logn) Plogm 3™ P00

d<r<(1+n)d
(s’ 2(m,3n
X Z Y1 (=) Z Y1 ( )7
d'/r<s'<(14m)d’/r m<X/(rs’)
. AN —Blogyz £2(r) £2(s)
S2(Xin,d,d') == (logn) Z Yo Z Yo
r<(1+n)d/2 d/r<s<(14n)d/r
(s’ 2(m,3n
X Z Ya ) Z Ya ( g
d'Jr<s'<(14n)d’ /r m<X/(rss’)
On a
(3.10) > 7(m,D*)?
meS
< Y udSo(Xin,d)
d|n
P (d)>T(n)
+2 > p(d)?p(d){S1(X;n,d, d') + Sa(X;n,d,d)}.

d|n,d’'|n
PH(d)>T(n),PT(d')>T(n)
d'>d

D’apres les lemmes 1 et 3 on a

(3.11) Sa(X;n,d,d) < X(logn)ve—1=Flosvz N 200y
r<(14n)d/2
D SR LTS S O
d/r<s<(1+n)d/r d' Jr<s'<(1+n)d’ /r
< X(log n)y2—1—510%y2—2>\(10g(1/n))2—2y2
xS (log (2d/r))*~ (log (2d' /r))¥= 1y /1.

r<d
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Par sommation d’Abel, la derniére somme en r est

d
< f(log (2d/r))v2(log (2d' /r))v2 " (log r)¥2~1r— L dr.

Décomposons la derniére intégrale en I; + I ayant respectivement [1, \/ﬁ]
et [vV/d,d] pour domaines d’intégration. On a

(3.12) I < (logd)?2~!(logd’)v2—1.

Par ailleurs, si d’ > d? alors I, < (logd’)¥271(logd)?¥2~!. Dans le cas
d<d <d?>ona

d
I, < (logd)¥>~1 f (log(22))¥2~ (log(22d' /d))¥2> " 2~ d=
1
d

< (log d)w—l{(log(zd'/d))?w—l + [ (log(22))2=2 dz}.
d/d
Donc, si d < d’ < d? et si yp < 1/2 alors
(3.13) I, < (logd)¥>~*(log (2d' /d))?¥>~ log, n.

Or, cette majoration est > (logd)?271(logd)¥>!log, n lorsque d' > d?.
Par conséquent, on a dans tous les cas

> (log (2d/r))*> " (log (2d' fr))** 'y r

r<d

< (logd)¥>~*(log (2d' /d))?¥>~ log, n.
D’ou
So(X:;n,d,d) < X(logn)®?(log, n)(logd)¥>~* (log (2d’ /d))?¥>~!

avec ay = Y3 — 1 — Blogya — 2\ et puisque logd > log P*(d) > logT(n) =
(logn)!=¢, on a
(3.14) Sy(X;n,d,d) < X (logn)2H°® (log(d' /d)) 221
avec yo = 2yo — 2 — Blogys — 2.

Par le lemme 7, si 1 — 2ys < 0.67, soit yo > 0.165, on en déduit

(3.15) > p(dd)?Sy(X;n,d,d') < X(logn)AT°M  pop.
d,d'|n
PH(d),PT(d")>T(n)

avec

A=y +logd+2ys — 1 =4dys — 3 — Blogys — 2\ + log 4.
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On choisit yo = /4 > 1/4, de sorte que la condition y; > 0.165 est bien
réalisée. On obtient donc

(3.16) > w(dd)2S5(X;n,d,d') < X (logn) FNFTe@) b4

d,d'|n
PY(d),PT(d)>T(n)

Nous sommes maintenant en mesure de majorer

> w(d)u(d)?S1(X;n,d,d).
d,d’'|n
PT(d),PT(d")>T(n)
d'>d
Pour cela, en faisant appel aux lemmes 1 et 3 on a pour d’' > d,
(3.17)  S1(X;n,d,d') < X(logn)yr—1=Flosu
D DRy D SR ey
d<t<(14m)d d’'/t<s'<(1+n)d' /t
< X (logn)¥i—1=Flosvi=A(log(1/n))' ¥
-1 0
<Y Qog((L+md Tty gt
d<t<(1+n)d
< X(logn)¥1—1=-Aleeyi=A(X]og, n)t~¥
x (log(d /)=t Y e
d<t<(14n)d
< X(log n)yl—l—ﬂlogy1—2>\(log2 n)2—2y2
x (log(d'/d))**~* (log d)”* 1.

Posant o := 2y; — 2 — Blogy; — 2, il suit

> @ u(d)?Si(X;n,d,d)
d,d'|n
d’'>3d
Pt (d)>T(n)
< X(logn)* ™= Y~ (1+ [log(d'/d)[)**  u(d)?p(d')>.
d,d'|n
d'#d
On a de méme

> wd)u(d)?Si(X;n,d,d) < X(logn) FXTM - pp,
d,d'|n

d’'>3d
PH(d)>T(n)
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Par ailleurs, dans le cas d < d’ < 3d 'inégalité (3.10) implique
(3.18) S1(X;n,d,d) < X(logn)¥r—1-Fleen Z yer(t)/t'
d<t<(14+n)d
Par le lemme 3 on a donc
S1(X;n,d,d) < X(logn)?1—2-Flogyi=A
Il en découle

(3.19) Z S1(X;n,d,d) < X(logn)?v—2-Flosyi—Aguw(n)

d,d'|n
d<d'<3d
PT(d)>T(n)

< X(logn)~ "t pop.
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ou l'on a posé 71 = —2y; +2+Flogy; +A—log 2. Le choix y; = 3/2 implique

M =F(A).
Enfin, il reste a majorer

> wd)*So(X;n,d).
d|n
PT(d)>T(n)

(3.20)  So(X;n,d)

D S SEEEE T SEND S

m<X tlm m<X t,t'|m
2(m,3n)<Blogyn d<t<(1+n)d 02(m,3n)<Blogyn d<t<t'<(1+n)d

D’une part, pour 0 < yo < 1/2 on a

_ 2(m,3n
DR R E RS o D>
m<X tlm m<X tim
2(m,3n)<Blogyn d<t<(1+n)d d<t<(1+n)d

La derniére somme en m est majorée par

2 2(m,3n — 2
Z Yo ® Z yo( " < X (logn)¥?! Z Yo (t)/t

d<t<(14n)d m<X/t d<t<(14n)d
< X(logn)¥~1=*(log d)¥ 1
en utilisant le lemme 3. Or,
> (logd)* ' pu(d)* < (logn)vo—'Hlee2t2e pp

d|n
PH(d)>T(n)
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Ainsi, le choix yo = 3/2 < 1 implique

(3.21) > ud)? > o1

d|n m<X tlm
PT(d)>T(n) £2(m,3n)<Blogyn d<t<(1+n)d

< X(logn)~FN+e) 5y,

Par ailleurs, en majorant la fonction indicatrice de 2(m,3n) < (log, n par
y*2(m3n)=Plogn (0 < ¢ < 1, on a d’apres le lemme 3,

(3.22) > ud)? > > 1

d|n m<X t,t'|m
PH(d)>T(n) £2(m,3n)<Blogyn det<t! <(1+4n)d

< X(logn)~Hx+3  pop.
ou 'on a posé
Hy=—-4y+ 3+ 2\ —log2+ Blogy.
Le choix y = /4 implique

Hy — Q(F) +1log2 silogd—1< A <log8—1,
AT 120 +1—1log8 siA>log8—1.

Et puisque Hy > F()), on a alors en vertu de (3.20)—(3.22),

(3.23) > u(d)So(X;n,d) < X(logn) TNV pp,
d|n
Pt (d)>T(n)
En conséquence, il découle de (3.9), (3.10), (3.16), (3.19) et (3.23) que
(3.24) Y r(m,D;)* < X(logn) FN+e) pp,
meS

Ainsi, par (3.7), (3.8) et (3.24) on obtient pour A > log4 — 1,
dBy(n) > (logn) FN+eM)  h 1 »

4. La majoration de dBy(n). Notre point de départ est la majoration
(41) B(X;n,A\)=|{m <X :7(m,D,) > 0}|
< Z 1+ Z yQ(m,3n)—ﬂlog2nT(m7Dn)

2(m,3n)>pF log,n

oun X > Xp(n), 0 <y <1let A>logd— 1. D'une part, en suivant une
démonstration analogue & celle du théoreme 010 de [HT88] on a

Z 1 < X(logn)~QW,

m<X
Q(m.3n)>Blogyn
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d’autre part, en faisant appel aux lemmes 1 et 2 on a

Z yQ(m,?m)fﬁ 10g2n7_(7n7 D)

m<X
§(logn)_’mogyz Z yﬂ(t) Z yﬂ(m)

din d<t<(1+n)d m<X/t
< X(log n)—ﬂlogy—i-y—l Z Z yQ(t)/t

dln d<t<(14n)d

< X (logn)~Plesvty=1=X(Jog(1/n))t 7Y Z (logd)v—1.
din
koA

Or, on sait que

> (logd)r~t <2708 <logyn pop.
d|n,d#1
Pt (d)<logn

Par ailleurs on a

Z (logd)? ! < Z ek Z 1

d|n logsn<k<logyn d|n
Pt (d)>logn k—1<logy PT (n)<k
< § e(y—l)k2ﬂ(n,expek).
logsn<k<log,n

Utilisant 'inégalité suivante donnée par le lemme 50.1 de [HTS8S] :

max Qn,expe)/k <1+ (1/loggn) p.p.,
logzn<k<log,n

nous obtenons ainsi pour 1 —log2 <y <1,

(4.2) > (logad)r!

d|n
Pt (d)>logn

< Z exp{(y — 1 +log2 + (log,n) ")k} p.p.
k<log,n

< (logn)y~—tHloe2+o(l)  p
Par conséquent, nous avons

(4.3)  B(X;n,A)
< X(logn) @) 4 X (logn)2v—2tles2=flogy=2to(l) 1 1
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Dans le cas log4d — 1 < A < 3log2 — 1 nous obtenons donc en choisissant
y=DB/2>1log2>1-log?2,

(4.4)

B(X;n,)\) < X(logn)~ QW+ 4

Par ailleurs, si A > 3log2 —1on a

(4.5)

B(X;n,\) SXZ Z 1/t < X (logn)~*2%m
dln d<t<(14n)d

< X(log n)logQ—A+o(1) p.p.

En conséquence, pour A > logd —1 on a

(4.6)

[B48]
[HR79]
[HR66)
[HTSS]

[R93]

[S80]

[T90]

B(X;n,\) < X(logn) FXN*TM ph (X > Xo(n)). =
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