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1. Einleitung und Formulierung des Ergebnisses. Für die An-
zahl h(d) der Äquivalenzklassen primitiver binärer quadratischer Formen
zur Diskriminante d beweist Siegel [22]∑

1<d≤x

h(d) log εd =
π2

18ζ(3)
x3/2 +O(x log x),

wobei εd > 1 die Fundamentallösung der Pellschen Gleichung u2 − dv2 = 4
ist. Für d ≡ 0 (4) wurde eine analoge Formel von Gauß vermutet (“Dis-
quisitiones Arithmeticae”); siehe auch I. M. Vinogradov [27], Mertens [13],
I. M. Vinogradov [26], Shintani [20], Hooley [8]. Die Formel

(1)
∑
εd≤x

h(d) log εd = 1
2x

2 +O(x3/2 log3 x)

wurde von Sarnak [16] mit Hilfe der Selbergschen Zetafunktion für diskon-
tinuierliche Gruppen bewiesen; siehe auch Iwaniec [9] und Sarnak [18]. In
[17] beweist Sarnak die Formel (1) für quadratische Formen, deren Koef-
fizienten ganze Zahlen aus einem imaginärquadratischen Zahlkörper mit
Klassenzahl 1 sind. Wolke [28] beweist die Formel∑

n≤x

h(−n)α = Θ(α)x(α+2)/2 +O(x(α+2)/2−1/4+ε) (α, ε > 0)

(vgl. Barban [1]).
Ziel der vorliegenden Arbeit ist folgende Verallgemeinerung von (1): k

sei totalreeller Zahlkörper mit ungerader Klassenzahl. Sei Ok der Ring der
ganzen Zahlen in k, E(Ok) seine Einheitengruppe, σi : k → R, 1 ≤ i ≤ n :=
[k : Q], seine Q-Einbettungen und o.E. σ1 = idk, k ⊂ R.

Auf der Menge

D̃ := {D ∈ Ok | x2 ≡ D (4) in Ok lösbar, D kein Quadrat in Ok,

σ1(D) > 0, σ2(D), . . . , σn(D) < 0}

[43]
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werde die Äquivalenzrelation ∼ durch

D1 ∼ D2 :⇔ D1 = e2D2 für ein e ∈ E(Ok)

definiert; D ⊂ D̃ sei ein vollständiges Repräsentantensystem von ∼.
Für D ∈ D̃ definiere man die Gruppe

(2) UD :=
{

1
2 (x+ y

√
D) |x, y ∈ Ok, x

2 −Dy2 = 4
}
.

In (33) wird gezeigt, daß es eine direkte Zerlegung UD = {±1} � 〈εD〉 mit
eindeutig bestimmtem εD > 1 gibt. Ist D ∈ Ok, x

2 ≡ D (4) lösbar, so heißt

(3) ax2+bxy+cy2 mit a, b, c ∈ Ok, aOk +bOk +cOk = Ok, D = b2−4ac

primitive quadratische Form mit Diskriminante D.
Äquivalenz von quadratischen Formen (3) ist wie üblich bezüglich li-

nearer Variablentransformationen mit Koeffizientenmatrizen
(
p q
r s

)
, p, q, r, s ∈

Ok, ps−qr = 1, definiert; die Anzahl der Äquivalenzklassen werde mit h(D)
bezeichnet.

Sei m ∈ N, ε > 0.

Satz 1.1. Mit einer nur von n abhängigen Konstante % < 1 (siehe (74))
und einem von k und m abhängigen λm > 0 gilt für x→∞

Θm(x) :=
∑

D∈D:εD≤x

(h(D) log εD)m = λmx
m+1 +O(xm+%+ε).

Die zum Beweis verwendete Methode geht auf Sarnak [18] zurück.
Für x ≥ 1 sei N(x) := |{D ∈ D | εD ≤ x}|. Analog zu Satz 1.1 beweist

man ∑
D∈D:εD≤x

(
h(D) logD
D1/2

)m

= µmx+O

(
x

log x

)
.

Wie bei Barban [1] kann daraus gefolgert werden:

Satz 1.2. Es existiert eine Verteilungsfunktion F : R → [0, 1], sodaß in
jedem Stetigkeitspunkt z von F für x→∞ gilt

1
N(x)

∣∣∣∣{D ∈ D
∣∣∣∣ εD ≤ x,

h(D) logD
D1/2

≤ z

}∣∣∣∣→ F (z).

Diese Arbeit ist eine Zusammenfassung meiner Doktorarbeit. Ich danke
Herrn Prof. Wolke für die Betreuung meiner Arbeit und Herrn Prof. Hinz
für seine Kommentare zu einer vorläufigen Version.

2. Die Dirichletsche Klassenzahlformel über Zahlkörpern. In
diesem Abschnitt wird nur vorausgesetzt, daß k Zahlkörper mit ungerader
Klassenzahl hk ist (das geht in Lemma 2.11 und (41) ein). Seien σ1, . . . , σr

die reellen und σr+1, σr+1, . . . , σr+s, σr+s die komplexen Q-Einbettungen
von k in C (n = r + 2s).
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Für eine Diskriminante D ∈ Ok (d.h. X2 ≡ D (4) soll in Ok lösbar
sein), D kein Quadrat, definiere man K := k(

√
D); für ein Primideal p 6= 0

in Ok mit pa‖2 sei

χD(p) :=
(
D

p

)
:=

 1, p -D, x2 ≡ D (p2a+1) lösbar,
−1, p -D, x2 ≡ D (p2a+1) unlösbar,
0, p |D,

(4)

χ∗D(p) :=

 1, p spaltet in K auf (pOk = P1P2, P1 6= P2),
−1, p ist in K träge (pOk = P),
0, p ist in K verzweigt (pOk = P2),

χD bzw. χ∗D wird multiplikativ auf die zu D bzw. zur Diskriminante dK/k

vonK/k teilerfremden gebrochenen Ideale von k fortgesetzt; auf den übrigen
wird der Wert 0 definiert. Bei Hilbert [6], §5, Sätze 6–8, sind die folgenden
Eigenschaften zu finden:

Lemma 2.1. (a) χ∗D(p) = χD(p) für Primideale p -D.
(b) p verzweigt in K ⇔ p | dK/k für beliebige Primideale p 6= 0 in Ok.

Wie im Fall der Riemannschen Zetafunktion und Dirichletscher L-Reihen
beweist man

Lemma 2.2. Sind ζK bzw. ζk die Dedekindschen Zetafunktionen von K
bzw. k und ist

L(s, χ∗D) :=
∑

a

χ∗D(a)
Nk/Q(a)s

(<s > 1),

wobei a alle ganzen Ideale 6= 0 von Ok durchläuft , so gilt

L(s, χ∗D) =
∏
p

(
1− χ∗D(p)

N(p)s

)−1

, ζK(s) = ζk(s)L(s, χ∗D) (<s > 1).

In der Terminologie von Landau [11] folgt aus dem Artinschen Reziprozi-
tätsgesetz im Spezialfall relativquadratischer Erweiterungen:

Lemma 2.3. χD ist Idealklassencharakter modDOk im engeren Sinn,
ist nicht der Hauptcharakter und wird von χ∗D induziert. χ∗D ist primitiver
Idealklassencharakter. χD und χ∗D haben den Führer dK/k.

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis von

Proposition 2.4. Ist die Klassenzahl von k ungerade, so gilt

h(D) = |dk/QNk/Q(D)|1/2 |T (UD)|
2pπn−pR(D)

L(1, χD),

wobei R(D) durch (30) definiert ist , p := rangUD und

L(s, χD) :=
∑

a

χD(a)
Nk/Q(a)s

(<s > 1).
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Da ich keinen Beweis von Proposition 2.4 in der Literatur finden kon-
nte (Dirichlet [3] untersucht k = Q(

√
−1), Speiser [23] legt einen anderen

Äquivalenzbegriff zugrunde, Shyr [21] behandelt algebraische Tori), wird
im Folgenden ein Beweis skizziert, der eine Übertragung des Beweises von
Zagier [29], S. 92ff, und S. 95, Aufgabe 5, sowie Borewicz–Šafarevič [2],
S. 153ff und S. 170, Aufgaben 6–11, ist. Dabei wird der allgemeine Fall durch
Lokalisierung bezüglich Primidealen auf den Spezialfall hk = 1 zurückgeführt.

Daher wird alles für einen beliebigen Dedekindring Ok ⊂ A ⊂ k durchge-
führt. Sei B := A[K] der ganze Abschluß von A in K. Die Lokalisierung
eines A-Moduls M ⊂ K bezüglich eines Primideals p von Ok wird mit Mp

bezeichnet. Es gilt

(5) M =
⋂
p

Mp

wobei p alle maximalen Ideale von A durchläuft. α → α′ bezeichne die
k-Konjugation auf K.

Nach O’Meara [15], Theorem (81:3), existiert eine k-Basis 1, ω von K
und ein ganzes Ideal b von A mit

(6) B = A⊕ bω.

Durch Lokalisieren und verwenden der Formel für die Diskriminante freier
Ap-Moduln erhält man

(7) dK/k = b2(ω − ω′)2.

Sei u ∈ Ok mit u2 ≡ D (4). Dann ist M̃ := A⊕ Au+
√

D
2 freier A-Modul in

B und mit dem ganzen Ideal c := NK/k(M̃) gilt

(8) DA =

∣∣∣∣∣ 1 u+
√

D
2

1 u−
√

D
2

∣∣∣∣∣
2

A = dK/k(M̃) = NK/k(M̃)2dK/k = c2dK/k.

Sei M ⊂ K A-Netz (endlich erzeugter A-Modul vom Rang 2) und O :=
{α ∈ K | αM ⊂M} sein Multiplikatorenring; für ihn gilt

O(M) ⊂ B, O(M)p = O(Mp) für jedes Primideal p von A,

und ferner ist O(M) A-Ordnung (d.h. A-Netz und Ring mit Eins). Der von
der Menge

{det(aij) ∈ k∗ | αi, βi ∈ K,β1A⊕ β2A ⊂M, α1A⊕ α2A ⊃ O(M),
βi = ai1α1 + ai2α2, aij ∈ k, i = 1, 2}

erzeugte A-Modul werde mit N (M) bezeichnet (vgl. Borewicz–Šafarevič [2],
S. 142). N (M) ist gebrochenes A-Ideal, das i.a. nicht mit der Körpernorm
NK/k(M) übereinstimmt; bei dieser lautet die zweite Bedingung α1A ⊕
α2A ⊃ B.
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Sind M = β1A ⊕ β2A und O(M) = α1A ⊕ α2A freie A-Moduln und
βi = ai1α1 + ai2α2, aij ∈ k, so ist N (M) = det(aij)A. Für jedes Primideal
p von A gilt N (M)p = N (Mp). Der konjugierte Modul M ′ := {α′ | α ∈M}
ist wieder A-Netz; es gilt O(M ′) = O(M)′ = O(M). Ist a 6= 0 gebrochenes
A-Ideal, so folgt wegen seiner Invertierbarkeit O(aM) = O(M).

Analog zu Lemma 1 in Borewicz–Šafarevič [2], S. 153, beweist man

Lemma 2.5. Für γ ∈ K \ k, M := A⊕Aγ, sei

Irr(γ, k) = X2 +
b

a
X +

c

a
(a, b, c ∈ A)

das Minimalpolynom von γ über k und

a := A ∩ a

b
A ∩ a

c
A = ggT (bA, cA)−1kgV (ggT (bA, cA), aA).

Dann ist O(M) = A⊕ aγ.

Sind O1,O2 ⊂ K A-Ordnungen und a 6= 0 gebrochenes A-Ideal mit
aO1 = O2, so ist O1 = a−1O2 = a−1O2O2 = O1O2 = O1aO1 = aO1 = O2.
Damit und mit Lemma 2.5 kann folgendes Lemma genauso bewiesen werden
wie (8), S. 155 und Satz 2, S. 156 in [2], falls A ein Hauptidealring ist. Der
allgemeine Fall wird mit (5) auf diesen Spezialfall zurückgeführt.

Lemma 2.6. (a) MM ′ = N (M)O(M) für A-Netze M ⊂ K.
(b) Für jede A-Ordnung O ⊂ K ist G(O) := {M | M ⊂ K A-Netz ,

O(M) = O} bezüglich Modulmultiplikation eine abelsche Gruppe. Insbeson-
dere ist G(B) die Gruppe der gebrochenen B-Ideale.

Mit den Bezeichnungen (6) und (8) sei die A-Ordnung

(9) O := A⊕ bcω ⊂ B

definiert. Durch Lokalisieren folgt

(10) NK/k(O) = c.

Lemma 2.7. φ : G(O) → G(B), M → MB, ist surjektiver Gruppenho-
momorphismus.

B e w e i s. 1. Aus der Invertierbarkeit von Elementen aus G(O) folgt,
daß φ wohldefinierter Gruppenhomomorphismus ist.

2. Sei A zunächst Hauptidealring, b = tA, c = rA. Um die Surjektivität
von φ nachzuweisen, genügt es zu zeigen, daß jedes N = A ⊕ Aγ ∈ G(B)
(γ ∈ K \ k) unter φ ein Urbild hat. Sei

Irr(γ, k) = X2 +
b

a
X +

c

a
, a, b, c ∈ A, (a, b, c) = 1.

Indem man γ durch γ + g,

g :=
∏

p∈A prim: p|a, p - c

p ∈ A,
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ersetzt, kann o.E. (a, c) = 1 angenommen werden. Dann existieren l,m ∈ A
mit r = lm, (l,m) = 1, (l, a) = 1, (m, c) = 1. Lemma 2.5 liefert für das
A-Netz M := mA⊕ lγA

O(M) = O
(
A⊕ l

m
γA

)
= A⊕Aam2 l

m
γA = A+ lm(A+Aaγ)

und wegen N ∈ G(B)

(11) A⊕Aaγ = O(N) = B = A⊕ tωA,

d.h. insgesamt M ∈ G(O). Aus (11) und aγ2 = −bγ− c folgt φ(M) = N .
3. Sei A jetzt beliebig, N ∈ G(B) und o.E. N ⊂ B. Die Menge

M := {p | p 6= 0 Primideal in A, p | c oder Np 6= Bp}
ist endlich. Für p ∈ M existiert nach 2. ein Ap-Netz M(p) ⊂ K mit
O(M(p)) = Op, M(p)Bp = Np. Der A-Modul M :=

⋂
p∈MM(p) ∩ B ist

A-Netz, und es gilt

(12) Mp = M(p) für alle p ∈M.

Zum Beweis der nichttrivialen Inklusion sein α ∈M(p). Für q ∈M\{p}
ist Aq diskreter Bewertungsring und es gibt n ≥ 0 mit

{a ∈ A | aα ∈M(q)} = A ∩ {a ∈ Aq | aα ∈M(q)} = A ∩ (qAq)n = qn,

d.h. es gibt aq ∈ A\p mit aqα ∈M(q). Ferner existiert wegen M(p) ⊂ Np ⊂
Bp ein s ∈ A\p mit sα ∈ B. Wegen (

∏
p6=q∈M aq)sα ∈M , (

∏
p6=q∈M aq)s ∈

A \ p ist α ∈Mp.
Analog beweist man Mp = Bp für alle p 6∈ M. Zusammen mit (12) folgt

durch Lokalisieren MB = N und O(M) = O.

Lemma 2.8. Für ein A-Netz M ⊂ K gilt

O(M) = O, BM = M ⇔ Es gibt ξ ∈ B mit cB + ξB = B, M = cB + ξA.

B e w e i s. “⇐”: MB = B ist klar. Ist α ∈ O(M), so ist αξ ∈ M =
cB + ξA, d.h. es gibt x ∈ A mit (α− x)ξ ∈ cB. Da cB und ξB teilerfremd
sind, ist α− x ∈ cB, d.h. α ∈ A+ cB = O.

Für α ∈ O ⊂ B ist ferner αM = αcB + αξA ⊂ cB + (A + bcω)ξA =
cB + ξA = M , d.h. α ∈ O(M).

“⇒”: 1. Sei A zunächst diskreter Bewertungsring mit Primelement p,
b = tA, c = rA. Nach O’Meara [15], Theorem (81:3), existiert zu M ⊂ B =
A⊕ tωA eine Zerlegung

M = peA⊕ δA, δ = pf + pgεtω, e, f, g ≥ 0, ε ∈ E(A).

Wegen B = MB = peB + δB sind pe und δδ′ in A teilerfremd. δ/pe ist
Nullstelle von

X2 − (δ + δ′)pe

p2e
X +

δδ′

p2e
,
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d.h. nach Lemma 2.5 ist

A⊕ trωA = O = O(M) = A⊕ p2e δ

pe
A = A⊕ pe(pf + pgεtω)A,

d.h. rA = pe+gA. Damit ist

rB = pe+gA⊕ pe+gtωA ⊂ peA⊕ (pf + pgεtω)A = M.

Für e = 0 sei ξ := 1 ∈ M , ansonsten ξ := δ = pf + pgεtω ∈ M . Wegen
B = peB + (pf + pgεtω)B ist ferner min{e, f, g} = 0. Damit folgt in jedem
Fall rB + ξA = M .

2. Sei A jetzt beliebig. Ist p | c Primideal von A, so existiert nach 1. ein
ξ(p) ∈ Bp mit Mp = cBp+ξ(p)Ap. Durch Multiplikation mit einem Element
von A \ p kann ξ(p) ∈ B erreicht werden. Nach dem Chinesischen Restsatz
existiert ξ ∈ B mit ξ ≡ ξ(p) mod pordpcB für alle p | c. Für diese p ist dann
(ξ − ξ(p))Ap ⊂ pordp cBp = (cB)p, d.h.

(13) Mp = cBp + ξ(p)Ap + (ξ − ξ(p))Ap = (cB + ξA)p.

Für p - c ist O(Mp) = Op = Bp,MpBp = Bp, d.h. Mp = Bp = (cB)p =
(cB + ξA)p. Zusammen mit (13) ergibt sich M = cB + ξA. Ferner ist
B = MB = cB + ξB.

Lemma 2.9. Für A := Ok gilt

|Kernφ| = Nk/Q(c)
∏
p|c

(
1− χ∗D(p)

Nk/Q(p)

)
=: γ(D).

B e w e i s. Nach Lemma 2.8 ist

ψ : E(OK/cOK) → Kernφ, ξmod cOK → cOK + ξOk,

wohldefinierter surjektiver Gruppenhomomorphismus. Er hat den Kern
E(O/cOK). Der kanonische Homomorphismus

Ok → O/cOK , x→ xmod cOK

ist surjektiv und hat den Kern Ok ∩ cOK = c. Es gilt also

(14) |Kernφ| = |E(OK/cOK)| : |Kernψ| = |E(OK/cOK)| : |E(Ok/c)|.

Mit der Verallgemeinerung der Eulerschen φ-Funktion (Narkiewicz [14], The-
orem 1.8) und der Definition von χ∗D folgt

|E(OK/cOK)| = NK/Q(cOK)
∏

P|cOK

(
1− 1

NK/Q(P)

)

= N(c)2
∏
p|c

(
1− 1

N(p)

)(
1− χ∗D(p)

N(p)

)
,
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|E(Ok/c)| = N(c)
∏
p|c

(
1− 1

N(p)

)
und damit aus (14) die Behauptung.

Wie bei Narkiewicz [14], Chap. III, §5, Bem. 4 der 1. Auflage von 1974
zeigt man, daß es eine Untergruppe U ⊂ k∗ gibt, sodaß die direkte Zerlegung

(15) k∗ = E(Ok)� U
gilt.

Zwei Ok-Netze M1,M2 ⊂ K heißen äquivalent im engen Sinn (M1 ∼eng

M2), wenn es ξ ∈ K∗ gibt mit NK/k(ξ) ∈ U und M1 = ξM2.
Sei ν(D) := [{α ∈ E(OK) |NK/k(α) = 1} : {α ∈ E(O) |NK/k(α) = 1}].
Lemma 2.10. Für die in (2) definierte Gruppe gilt

UD = {α ∈ E(O) |NK/k(α) = 1}, ν(D) <∞,

|G(O)/∼eng| = |G(OK)/∼eng| · γ(D) : ν(D).

B e w e i s. Die Endlichkeit der Äquivalenzklassen-Anzahlen wird sich aus
dem Beweis von Lemma 2.12 ergeben. Da U Gruppe ist, kann auf G̃(O) :=
G(O)/∼eng und ˜G(OK) := G(OK)/∼eng vertreterweise die Multiplikation
definiert werden. φ induziert einen Gruppenhomomorphismus

φ : G̃(O) → ˜G(OK), [M ]eng → [MOK ]eng,

der nach Lemma 2.7 surjektiv ist; [M ]eng sei die Äquivalenzklasse von M .
Mit der Untergruppe G := {ξOK | ξ ∈ K∗, NK/k(ξ) ∈ U} ⊂ G(OK) gilt

dann unter Verwendung von U ∩ E(Ok) = {1},

G̃(O)/{[M ]eng |φ(M) ∈ G} ∼= ˜G(OK),
Kernφ/{ξO | ξ ∈ E(OK), NK/k(ξ) = 1} ∼= {[M ]eng |φ(M) ∈ G},

{ξ ∈ E(OK) |NK/k(ξ) = 1}/{ξ ∈ E(O) |NK/k(ξ) = 1}
∼= {ξO | ξ ∈ E(OK), NK/k(ξ) = 1}.

Mit Lemma 2.9 folgen daraus die beiden letzten Behauptungen.
Ist α = (x+ y

√
D)/2 ∈ UD, so ist α + α′ = x ∈ Ok und αα′ =

(x2 − y2D)/4 = 1 ∈ Ok. Daraus folgt α = z + tω ∈ OK = Ok ⊕ bω
und mit (7) und (8), y2c2b2(ω − ω′)2 = (α − α′)2Ok = t2(ω − ω′)2Ok, d.h.
t ∈ ycb ⊂ cb und damit α ∈ O. Ebenso folgt α′ ∈ O und damit α ∈ E(O).
Die umgekehrte Richtung wird analog bewiesen.

Sei MD := {M ∈ G(O) |M freier A-Modul}. Jede Äquivalenzklasse aus
G(O), die MD schneidet, liegt ganz in MD.

Lemma 2.11. Hat k ungerade Klassenzahl hk, so gilt

| G̃(O) | = hk|MD/∼eng|.
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B e w e i s. Bezüglich der durch

M1 ≈M2 :⇔ Es existiert ein Automorphismus %
des k-Vektorraums K mit M1 = %(M2)

aufG(O) definierten Äquivalenzrelation istMD eine Äquivalenzklasse. Jede
∼eng-Äquivalenzklasse liegt in einer ≈-Äquivalenzklasse. Sei [[M ]] die ≈-
Äquivalenzklasse von M . Für a ∈ G(Ok) ist die Abbildung

G(O) → G(O), M → aM,

wohldefiniert und bijektiv; Äquivalenzklassen bezüglich ∼eng und ≈ bleiben
unter ihr erhalten, d.h.∑

[N ]eng⊂[[M ]]

1 =
∑

[P ]eng⊂[[aM ]]

1 für M ∈ G(O).

Sind M1,M2 ∈ G(O), so existieren nach Narkiewicz [14], Theorem 1.13,
gebrochene Ideale a1, a2 ∈ G(Ok) mit M1

∼= Ok ⊕ a1, M2
∼= Ok ⊕ a2,

wobei ∼= die Isomorphie von Ok-Moduln bezeichnet; sie kann jeweils zu
einem Isomorphismus der k-Vektorräume K und k ⊕ k fortgesetzt werden.
Quadrieren ist auf der Idealklassengruppe von k ein Isomorphismus, da sie
ungerade Ordnung hk hat. Es gibt daher a ∈ G(Ok) und 0 6= α ∈ k mit
αa2a1 = a2. Wegen aM1

∼= a⊕aa1 folgt aus [14], Theorem 1.14, aM1
∼= M2,

d.h. aM1 ≈ M2 nach Fortsetzen des Ok-Modul-Isomorphismus zu einem
k-Automorphismus von K. Insgesamt gilt also∑

[N ]eng⊂[[M1]]

1 =
∑

[P ]eng⊂[[M2]]

1,

|G̃(O)| =
∑

[[M ]]∈G(O)/≈

1
∑

[N ]eng⊂[[M ]]

1 = |G(O)/≈| · |MD/∼eng|.

Sei M0 ∈ G(O), M0
∼= Ok ⊕ a0, a0 ∈ G(Ok). Für a1, a2 ∈ G(Ok) folgt aus

den oben zitierten Sätzen

[[a1M0]] = [[a2M0]] ⇔ a1a
−1
2 ist Hauptideal

und damit |G(O)/≈| = hk.

Lemma 2.12. Ist hk ungerade, so gilt

h(D) =
hK

hk
γ(D)

[E(Ok) : NK/k(E(OK))]
[{α ∈ E(OK) |NK/k(α) = 1} : UD]

.

B e w e i s. Die folgenden Schlüsse sind analog zu denen in Zagier [29],
S. 92ff.

(1) Für M ∈MD, M = Okα⊕Okβ folgt aus∣∣∣∣α α′

β β′

∣∣∣∣2Ok = dK/k(M) = NK/k(M)2dK/k
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mit (8) und der Invarianz von (αβ′ − α′β)/
√
D unter Konjugation

αβ′ − α′β√
D

∈ k∗ und
αβ′ − α′β√

D
Ok = NK/k(M)c−1,

d.h. es gibt genau ein n(M) ∈ U mit

(16) NK/k(M)c−1 = n(M)Ok,
αβ′ − α′β

n(M)
√
D
∈ E(Ok).

Die Ok-Basis (α, β) von M heißt positiv orientiert , falls αβ′ − α′β =
n(M)

√
D. Jedes M ∈ MD hat eine solche Basis (α, β), und für sie wird

definiert

fM,α,β(x, y) :=
NK/k(αx+ βy)

n(M)
=

αα′

n(M)
x2 +

αβ′ + α′β

n(M)
xy +

ββ′

n(M)
y2.

Wegen der positiven Orientiertheit der Basis hat diese quadratische Form
die Diskriminante D. Man bezeichne ihre Koeffizienten mit a, b, c. Ist

Irr
(
β

α
, k

)
= X2 +

r

t
X +

s

t
, r, s, t ∈ Ok,

so folgt aus Lemma 2.5, (10) und (8)

O = O(M) = Ok ⊕ a
β

α
, a = ggT (rOk, sOk)−1kgV (ggT (rOk, sOk), tOk),

DOk = NK/k(O)2dK/k = dK/k(O) = a2 (αβ′ − α′β)2

(αα′)2
= a2n(M)2D

(αα′)2
,

d.h. a = aOk. Damit ergibt sich

aOk + bOk + cOk = a

(
Ok +

r

t
Ok +

s

t
Ok

)
=
a

t
ggT (tOk, ggT (rOk, sOk)) = Ok.

fM,α,β ist also primitive quadratische Form über Ok mit Diskriminante D.
(2) Seien Mi ∈ MD, i = 1, 2, im engeren Sinn äquivalent mit positiv

orientierten Basen (αi, βi). Ist λ ∈ K∗, NK/k(λ) ∈ U , M1 = λM2, so
existiert

(
p q
v w

)
∈ GL2(Ok) mit(

α1

β1

)
=
(
p q
v w

)(
λ α2

λ β2

)
.

Es folgt n(M1)c = NK/k(λ)n(M2)c, d.h. n(M1) = NK/k(λ)n(M2). Damit
ist fM1,α1,β1(x, y) = fM2,α2,β2(px + vy, qx + wy) und wegen der positiven
Orientiertheit n(M1)

√
D = (pw − qv)n(M1)

√
D, d.h. pw − qv = 1. Also

sind fMi,αi,βi , i = 1, 2, äquivalent.
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Ist AD die Menge aller primitiven quadratischen Formen über Ok mit
Diskriminante D, so ist also die Abbildung

Φ : MD/∼eng → AD/∼, [M1]eng → [fM1,α1,β1 ],

wohldefiniert.
(3) Die Äquivalenzklasse jedes Elements von

A∗D := {ax2 + bxy + cy2 | aOk + bOk + cOk = Ok, b
2 − 4ac = D,

a ∈ NK/k(K∗)U}
ist stets ganz in A∗D enthalten (a 6= 0, da D kein Quadrat ist), und es gilt

BildΦ = A∗D/∼.
Dabei ist die Inklusion “⊂” trivial. Umgekehrt, sei

f = ax2 + bxy + cy2 ∈ A∗D, M := Ok ⊕Okβ, β :=
b−

√
D

2a
∈ K \ k.

Aus Lemma 2.5 folgt O(M) = Ok ⊕ aβOk. Wegen aβ ∈ OK = Ok ⊕ bω ist
aβ = x+ yω, x ∈ Ok, y ∈ b. Aus (7) und (8) folgt DOk = (aβ′− aβ)2Ok =
Dy2b−2c−2, d.h. yOk = bc. Daraus folgt O(M) = O, d.h. M ∈MD.

Seien λ∈K∗, z∈U , mit a=NK/k(λ)z−1. Man definiere α1 :=λ, β1 :=λβ.
Mit (16) folgt, daß (α1, β1) positiv orientierte Ok-Basis von M1 :=λM ∈MD

ist mit z=n(M1). Ferner ist fM1,α1,β1 =f , d.h. [f ]=Φ([M1]eng).
Φ ist injektiv. Dazu sei f ∈ A∗D und M1 wie oben. Hat M̃ ∈ MD die

positiv orientierte Basis (α̃, β̃) und ist f
M̃,α̃,β̃

= f , so ist

β =
β̃

α̃
und M̃ = α̃(Ok ⊕ βOk) =

α̃

λ
M1 mit NK/k

(
α̃

λ

)
=
n(M̃)
z

∈ U ,

d.h. M̃ ∼eng M1. Ist nun M̃ ∈MD mit positiv orientierter Basis (˜̃α, ˜̃β) und
Φ([M̃ ]eng) = [f ], so existiert

(
p q
v w

)
∈ SL2(Ok) mit f = f

M̃,˜̃α,˜̃β(px+ qy, vx+

wy) = f
M̃,α̃,β̃

; dabei ist (
α̃

β̃

)
:=
(
p v
q w

)( ˜̃α˜̃
β

)
positiv orientierte Basis von M̃ , d.h. nach dem eben Bewiesenen M̃∼engM1.

Insgesamt ist

(17) |MD/∼eng| = |A∗D/∼|.
(4) Durch

f1 = a1x
2 + b1xy+ c1y

2 ≈ f2 = a2x
2 + b2xy+ c2y

2 :⇔ a1/a2 ∈ NK/k(K∗)U

ist auf AD eine Äquivalenzrelation erklärt mit f1 ∼ f2 ⇒ f1 ≈ f2.
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Sei L ∈ AD/≈ und f = e−1zx2 + . . . ∈ L, e ∈ E(Ok), z ∈ U . Dann ist
die Abbildung

L → A∗De2 , g → eg,

bijektiv und mit der∼-Äquivalenz quadratischer Formen verträglich. Wegen
MDe2 = MD ist also nach (17)

(18) |L/∼| = |A∗De2/∼| = |MD/∼eng|,
d.h. |AD/∼| = |AD/≈| · |MD/∼eng|.

Die Abbildung

AD/≈ → k∗/NK/k(K∗)U , f = ax2 + . . .→ amodNK/k(K∗)U ,

ist bijektiv, da ex2 + uxy + u2−D
4e y2, e ∈ E(Ok), u2 ≡ D (4), auf e mod

NK/k(K∗)U abgebildet wird. Aus (18) folgt

(19) h(D) = |AD/∼| = |MD/∼eng| · [k∗ : NK/k(K∗)U ].

(5) Für den Gruppenhomomorphismus NK/k : E(OK) → E(Ok) gilt
wegen der endlichen Erzeugtheit von E(Ok)

E(Ok)2 ⊂ BildNK/k ⊂ E(Ok),

(20) m := [E(Ok) : BildNK/k] ≤ [E(Ok) : E(Ok)2] <∞,

E(Ok) → k∗/U BildNK/k, a→ amodU BildNK/k,

ist surjektiver Gruppenhomomorphismus, der BildNK/k als Kern hat. Sei
v := [NK/k(K∗)U : BildNK/kU ]. Dann ist also

[k∗ : UNK/k(K∗)] = [E(Ok) : BildNK/k] : [UNK/k(K∗) : U BildNK/k](21)
= m/v <∞.

Ist NK/k(αi), αi ∈ K∗, i = 1, . . . , v, vollständiges Repräsentantensystem
von NK/k(K∗)U/BildNK/kU , K ⊂ G(OK) Äquivalenzklasse im weiteren
Sinn, A ∈ K, so ist αiA, i = 1, . . . , v, vollständiges Repräsentantensystem
von K/∼eng, d.h. |K/∼eng| = v. Ist hK die Idealklassenzahl von K im
weiteren Sinn, so gilt also

(22) |G(OK)/∼eng| = vhK .

Aus (19), (21), (22), Lemma 2.10 und Lemma 2.11 folgt schließlich

h(D) = |MD/∼eng|
m

v
=
|G̃(O)|
hk

m

v
=

m

ν(D)
hK

hk
γ(D).

B e w e i s v o n P r o p o s i t i o n 2.4. Die Numerierung der Körperho-
momorphismen sei wie folgt:

σ1(D) > 0, . . . , σr1(D) > 0, σr1+1(D) < 0, . . . , σr(D) < 0, 0 ≤ r1 ≤ r.
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Die Vorzeichen der Wurzeln seien so gewählt, daß gilt√
σi(D) =

√
σi+s(D), r + 1 ≤ i ≤ r + s.

Für α = x+ y
√
D ∈ K, x, y ∈ k, sei

σ̃i(α) := σi(x) + σi(y)
√
σi(D), ˜̃σi(α) := σi(x)− σi(y)

√
σi(D),

1 ≤ i ≤ r + 2s.

Dann sind σ̃i, ˜̃σi für 1 ≤ i ≤ r1 die reellen und für r1 + 1 ≤ i ≤ r + 2s die
komplexen Q-Einbettungen von K in C. Sei r′ := 2r1, 2s′ := 2n − 2r1. Es
gilt

(23)

σ̃i = ˜̃σi für r1 + 1 ≤ i ≤ r,

σ̃i = σ̃i+s für r + 1 ≤ i ≤ r + s,˜̃σi = ˜̃σi+s für r + 1 ≤ i ≤ r + s,˜̃σi(α) = σ̃i(α′) für 1 ≤ i ≤ r + 2s, α ∈ K.
Sei

(KernNK/k)∗ := {α ∈ E(OK) |αm ∈ KernNK/k für ein m ≥ 1}.
Die Torsionsfreiheit von E(OK)/(KernNK/k)∗ und T ((KernNK/k)∗) =
T (E(O)) liefert mit dem Hauptsatz über endlich erzeugte abelsche Gruppen

E(OK) = (KernNK/k)∗ � 〈ε1〉 � . . .� 〈εl〉,
(KernNK/k)∗ = T (E(OK))� 〈η1〉 � . . .� 〈ηp〉,(24)
E(OK) = T (E(OK))� 〈η1〉 � . . .� 〈ηp〉 � 〈ε1〉 � . . .� 〈εl〉.

Der Dirichletsche Einheitensatz ergibt mit E(OK)/KernNK/k
∼= BildNK/k

und (20)

l = rangE(OK)/KernNK/k = rangE(Ok) = r+s−1, p+ l = r′+s′−1,
d.h. p = r1 + s.

Für 1 ≤ j ≤ p und eine Q-Einbettung σ : K → C ist

(25) |σ(ηj)σ(η′j)| = 1.

Mit (23) ergibt sich daraus

(26) |σ̃i(ηj)| = 1 für r1 + 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ p,

(27) log |σi(NK/k(εq))| = log |σ̃i(εq)|2 für r1 + 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ q ≤ l.

Nach (23) besteht die Regulatormatrix von K aus zwei Spalten, wobei in
der ersten die Matrizen

A1 = (log |σ̃i(ηj)|) 1≤i≤r1
1≤j≤p

, A2 = (log |σ̃i(ηj)|2) r1+1≤i≤r
1≤j≤p

,

A3 = (log |σ̃i(ηj)|2) r+1≤i≤r+s
1≤j≤p

,
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A4 = (log |σ̃i(η′j)|) 1≤i≤r1
1≤j≤p

, A5 = (log |σ̃i(η′j)|2) r+1≤i≤r+s−1
1≤j≤p

und in der zweiten die entsprechenden Matrizen mit εq, 1 ≤ q ≤ l, statt ηj ,
1 ≤ j ≤ p, vorkommen. Wegen (25), (26) und (27) ist

A2 = 0, A1 +A4 = 0, (erste s− 1 Zeilen von A3) +A5 = 0,

d.h.

(28) RK = R1 ·R2

mit

R1 = abs det t((log |σ̃i(ηj)|) 1≤i≤r1
1≤j≤p

, (log |σ̃i(ηj)|2) r+1≤i≤r+s
1≤j≤p

),

R2 = |det(log |σi(NK/k(εq))|)1≤i,q≤r+s−1| · 2s−1.

Aus (24) folgt

BildNK/k = T (BildNK/k)� 〈NK/k(ε1)〉 � . . .� 〈NK/k(εl)〉,

d.h. R2 ist der Regulator von BildNK/k. Da der Regulator von E(Ok) auch
der Regulator Rk von k ist, folgt

(29) [E(Ok) : BildNK/k] = [T (E(Ok)) : T (BildNK/k)]
R2

Rk
.

Da (KernNK/k)∗/KernNK/k eine endlich erzeugte Torsionsgruppe ist, folgt
mit Lemma 2.10

p = rang(KernNK/k)∗ = rangUD

und die Existenz einer direkten Zerlegung

UD = T (UD)� 〈β1〉 � . . .� 〈βp〉.

Mit

(30) R(D) := abs det t((log |σ̃i(βj)|) 1≤i≤r1
1≤j≤p

, (log |σ̃i(βj)|2) r+1≤i≤r+s
1≤j≤p

)

und da R1 Regulator von (KernNK/k)∗ ist, gilt

[(KernNK/k)∗ : UD] = [T (E(OK)) : T (UD)]
R(D)
R1

.

Einschränkung von NK/k auf (KernNK/k)∗ liefert

(KernNK/k)∗/KernNK/k
∼= T (BildNK/k)

und damit

(31) R(D) = R1

|T (UD)| · [KernNK/k : UD]|T (BildNK/k)|
|T (E(OK))|

.
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Mit der Klassenzahlformel für Zahlkörper ([2], S. 336, Satz 2) folgt aus
Lemma 2.12, (28), (29), (31), Lemma 2.2, (8), Lemma 2.9, und Lemma 2.1

h(D) =
[E(Ok) : BildNK/k]
[KernNK/k : UD]

γ(D)
Ress=1 ζK(s)|T (E(OK))||dK/Q|1/2

2r′+s′πs′RK

× 2r+sπsRk

Ress=1 ζk(s)|T (E(Ok))||dk/Q|1/2

=
|T (UD)||dk/Q|1/2|NK/k(D)|1/2

R(D)2pπn−p
L(1, χD).

Da χ∗D und χD Idealklassencharaktere im engeren Sinn sind und keine
Hauptcharaktere, sind L(s, χ∗D) und L(s, χD) Heckesche L-Reihen und damit
ganze Funktionen (Landau, [11], Satz LXIII).

3. Der Spezialfall p = 1. Erfüllt k die in Abschnitt 1 genannten
schärferen Voraussetzungen, so ist für D ∈ D̃

(32)
r = n, r1 = 1, s = 0, p = 1,

k,K ⊂ R, σ̃1 = idK , T (K∗) = {±1}.
Ferner ist

(33) UD = {±1} � 〈εD〉, R(D) = log εD,

mit eindeutig bestimmtem εD > 1. Für α = (u+ v
√
D)/2 ∈ UD gilt

(34) 1 < α ≤ x⇔ 2 < u ≤ x+ x−1, v
√
D > 0.

Für D,u, v ∈ Ok, u2 −Dv2 = 4, u > 2, 2 ≤ i ≤ n gilt: v 6= 0, D > 0 und

(35) σi(D) < 0 ⇔ |σi(u)| < 2 ⇒ D kein Quadrat in Ok.

Für die Halbgruppe V := U ∩ Ok gilt

(36) Ok \ {0} = E(Ok)� V.

Für D1 ∈ D̃, K := k(
√
D1), x ≥ 2, definiere man

(37) SK := {(D,u, v) |D ∈ Ok Diskriminante, k(
√
D) = K, u ∈ Ok,

v ∈ V, u2 −Dv2 = 4, 2 < σ1(u) ≤ x, |σi(u)| < 2, i = 2, . . . , n}.
Dann ist für x′ := (x+

√
x2 − 4)/2

|SK | =
∑

α∈Kern NK/k: 1<α≤x′ oder 1<α−1≤x′

∣∣{(D,u, v) ∈ SK

∣∣ 1
2 (u+ v

√
D) = α

}∣∣.
Ist α fest, (D1, u1, v1) ∈ SK , (u1 + v1

√
D)/2 = α, so ist der Summand

wegen (36)

≤
∑

(D,v)∈Ok×V: u2
1−4=Dv2

1 ≤ τ2((u2
1 − 4)Ok) � Nk/Q((u2

1 − 4)Ok)ε � x2ε.
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Nach Lemma 2.10 ist [KernNK/k : UD1 ] <∞, d.h. KernNK/k = {±1}�〈ε〉,
ε = (y + z

√
D1)/2 > 1. Dabei ist y = ε + ε′ ∈ Ok, y2 −D1z

2 = 4εε′ = 4,
d.h. z

√
D1 > 0, y > 2, |σi(y)| < 2, i = 2, . . . , n, und damit ε ≥ y/2.

Das Bild von Ok unter der Abbildung

(38) φ : k → Rn, a→ t(σ1(a), . . . , σn(a)),

ist ein Gitter in Rn. Daher ist ε ≥ µ(k) > 1 und

(39) |SK | � x2ε
∑

α∈Kern NK/k: 1<α≤x′

1 � x2ε log x′

logµ(k)
� x3ε.

Ferner ist εD1 = εl für ein l ∈ N und damit

(40) εD1 ≥ µ(k) > 1

für alle D1 ∈ D̃. Für ein Ideal q 6= 0 in Ok definiere man

Tq := {K |Es gibt D ∈ D̃ mit K = k(
√
D), dK/k = q}.

FürK,K1 ∈ Tq existierenDK , DK1 ∈ D̃ mitK = k(
√
DK),K1 = k(

√
DK1),

und nach (8) ganze Ideale cK , cK1 mit DKOk = qc2K , DK1Ok = qc2K1
. Da

hk ungerade ist, existiert lK ∈ k∗ mit DKD
−1
K1
Ok = (ckc−1

K1
)2 = l2KOk, d.h.

es gibt eK ∈ E(Ok) mit DK = eK l
2
KDK1 . Für festes K1 ist die Abbildung

Tq → E(Ok)/E(Ok)2, K → eK modE(Ok)2,

injektiv. Damit gilt

(41) |Tq| ≤ [E(Ok) : E(Ok)2] � 1.

4. Beweis von Satz 1.1. Für x > 1 gilt mit (34) einerseits

S̃m(x) : =
∑

D∈D, α∈UD: 1<α≤x

(h(D) log εD)m(42)

=
∑

D∈D, u,v∈Ok: u2−Dv2=4, 2<u≤x+x−1, v
√

D>0

(h(D) log εD)m

und mit (33) andererseits

(43) S̃m(x) =
∑

D∈D, l∈N: εl
D
≤x

(h(D) log εD)m =
∑
l≥1

Θm(x1/l).

Die Summe

Sm(x) :=
∑

D∈Ok Diskr., u∈Ok, v∈V:
u2−Dv2=4, N(v)≤2n−1x
2<σ1(u)≤x, |σi(u)|<2, i=2,...,n

(h(D) log εD)m

ist wegen (35) wohldefiniert; wegen (36) und da φ(Ok) ⊂ Rn Gitter ist (siehe
(38)), ist Sm(x) endlich.



Klassenzahlen binärer quadratischer Formen 59

Seien (Dj , uj , vj), 1 ≤ j ≤ N , die Tripel, über die in Sm(x + x−1) sum-
miert wird. Wegen (35) ist Dj ∈ D̃ und es gibt genau ein ej ∈ E(Ok) mit

e2jDj ∈ D, e−1
j vj

√
e2jDj > 0. Dann sind (e2jDj , uj , e

−1
j vj), 1 ≤ j ≤ N ,

genau die verschiedenen Tripel, über die in (42) summiert wird, d.h. es gilt

S̃m(x) =
N∑

j=1

(h(e2jDj) log εe2
j
Dj

)m(44)

=
N∑

j=1

(h(Dj) log εDj
)m = Sm(x+ x−1).

Seien Dj mod4Ok, 1 ≤ j ≤ L, die Quadrate in Ok/4Ok. Für 1 ≤ j ≤ L,
0 6= v ∈ Ok, seien mij(v) mod 4v2, 1 ≤ i ≤ sj(v), die Lösungen von x2 ≡
4 +Djv

2 (4v2).
Mit dem Chinesischen Restsatz und (x− 2)Ok + (x+ 2)Ok | 4Ok folgt

sj(v) ≤ Nk/Q(4Ok) · |{xmod v2 |x2 ≡ 4 (v2)}|

�
∏
p|v

|{xmod p2 ordp v |x ≡ ±2 (p2 max{ordp v−ordp 2, 0})}|

≤
∏
p|v

2Nk/Q(p)2 ordp v−2 max{ordp v−ordp 2, 0} ≤ 2ω(vOk)Nk/Q(4Ok),

wobei ω(a) :=
∑

p|a 1 ist. Mit τl(a) :=
∑

a1...al=a 1 gilt wie im rationalen
Fall

(45) 2ω(a) ≤ τ2(a) � N(a)ε, sj(v) � N(v)ε.

Sei fv,i,j(t) := 16v2t2 +8mijt+(m2
ij − 4)/v2 ∈ Ok[t]. Dann gilt für 0 6= v ∈

Ok, 1 ≤ j ≤ L, u ∈ Ok,

(46) u2 −Dv2 = 4 lösbar mit einem D ≡ Dj (4)
⇔ Es gibt 1 ≤ i ≤ sj(v) mit u ≡ mij (4v2).

Lemma 4.1. Für jedes Primideal p - 2 zerfällt fv,i,j mod p im algebra-
ischen Abschluß von Ok/p in ein oder zwei verschiedene Linearfaktoren;
insbesondere ist es nicht das Nullpolynom mod p.

B e w e i s. Wegen p -mijOk + vOk hat f ′v,i,j mod p keine oder eine Null-
stelle, die nicht Nullstelle von fv,i,j mod p ist.

Für ein ganzes Ideal a 6= 0 von Ok sei M(a) vollständiges Repräsentan-
tensystem von Ok/4Ok. Für 0 6= v ∈ Ok, 1 ≤ j ≤ L, sei

(47) cj(v, a) :=
sj(v)∑
i=1

∑
a∈M(a)

(
fv,i,j(a)

a

)
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((4) ist für beliebiges D ∈ Ok sinnvoll). Wegen fv,i,j(a) ≡ (m2
ij − 4)/v2 ≡

Dj (4) ist fv,i,j(a) immer Diskriminante. Die Definition ist unabhängig von
der speziellen Wahl von M(a), da das Gewicht 4a-periodisch ist.

Lemma 4.2. Für ein Primideal p - 2 und einen Charakter φ von (Ok/p,+)
gilt ∣∣∣∣ ∑

a mod p

(
fv,i,j(a)

p

)
φ(a)

∣∣∣∣ ≤ 2Nk/Q(p)1/2.

B e w e i s.
( ·

p

)
ist Charakter von ((Ok/p)∗, ·) (Hecke [5], S. 196) und nicht

der Hauptcharakter. Aus den Weilschen Charaktersummenabschätzungen
(Schmidt [19], Lemma 2C, S.11 und Theorem 2C und 2G, S. 43 und 45)
zusammen mit Lemma 4.1 folgt die Behauptung.

Für ein ganzes Ideal a 6= 0 definiere man K(a) :=
∏

p|a: ordp a ungerade p.

Lemma 4.3. Sei 0 6= v ∈ Ok, a 6= 0 Ideal von Ok, 1 ≤ j ≤ L, 1 ≤ i ≤
sj(v), R vollständiges Repräsentantensystem von Ok/4a, φ Charakter von
(Ok/4a,+). Dann ist∑

a∈R

(
fv,i,j(a)

a

)
φ(a) � Nk/Q(a)Nk/Q(K(a))−1/22ω(a).

B e w e i s. Seien 4a = pa1
1 . . . pat

t , a = pc1
1 . . . pct

t Primidealzerlegungen.
Nach dem Chinesischen Restsatz existieren die Isomorphismen der folgenden
Gruppe und ihrer Dualgruppe:

Ok/4a ∼= Ok/p
a1
1 ⊕ . . .⊕Ok/p

at
t ,

̂(Ok/4a) ∼= ̂(Ok/p
a1
1 )� . . .� ̂(Ok/p

at
t ).

Die abzuschätzende Summe S ist unabhängig von R und damit

S =
∑

br mod par
r , r=1,...,t

t∏
l=1

(
fv,i,j(bl)

pl

)cl

φl(bl)(48)

=
t∏

l=1

∑
bl mod p

al
l

(
fv,i,j(bl)

pl

)cl

φl(bl) =:
t∏

l=1

Sl

wobei φl der durch φ auf Ok/p
al

l induzierte additive Charakter ist. Tri-
vialerweise ist

(49) |Sl| ≤
∑

bl mod p
al
l

1 = Nk/Q(pal

l ).

Ist pl - 2, cl ungerade, so ist al = cl und

Sl =
∑

d mod pl

∑
c∈pl/p

cl
l

(
fv,i,j(d+ c)

pl

)
φl(d+ c)
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=
∑

d mod pl

(
fv,i,j(d)

pl

)
φl(d)

∑
c∈pl/p

cl
l

φl(c).

Ist φl auf der Untergruppe pl/p
cl

l ⊂ Ok/p
cl

l nicht der Hauptcharakter, so
verschwindet die zweite Summe und es ist Sl = 0. Im anderen Fall kann
φl als Charakter von Ok/pl aufgefaßt werden, und mit Lemma 4.2 folgt
|Sl| ≤ Nk/Q(pcl−1

l ) · 2Nk/Q(pl)1/2. Aus (48) und (49) folgt damit

|S| ≤
∏

l: pl|2 oder cl gerade

Nk/Q(pl)al

∏
l: pl - 2, cl ungerade

2Nk/Q(pl)al−1/2

� Nk/Q(a)Nk/Q(K(a))−1/22ω(a).

Sei α1, . . . , αn eine feste Z-Basis von Ok.

Lemma 4.4. Sei 0 6= v ∈ Ok, a 6= 0 ganzes Ideal , 1 ≤ j ≤ L, 1 ≤ i ≤
sj(v). Dann existiert eine Z-Basis β1, . . . , βn von 4a mit βl = al1α1 + . . .+
allαl, alq ∈ Z, l = 1, . . . , n. Für 0 ≤ ul ≤ vl ≤ |all| − 1, l = 1, . . . , n,
e ∈ E(Ok), gilt∑

ul≤tl≤vl, l=1,...,n

(
fv,i,j(e

∑n
l=1 αltl)

a

)
� N(a)N(K(a))−1/22ω(a) lognN(4a).

B e w e i s. Die Existenz der Basis β1, . . . , βn folgt aus Theorem 35 von
Hecke [5]. Nach Theorem 36 in [5] ist N(4a) = |a11 . . . ann| und

(50) R :=
{
e

n∑
l=1

αlxl

∣∣∣xl ∈ Z, 0 ≤ xl < |all|, l = 1, . . . , n
}

vollständiges Repräsentantensystem vonOk/4a. Seien α∗1, . . . , α
∗
n und β∗1 , . . .

. . . , β∗n die dualen Basen zu α1, . . . , αn und β1, . . . , βn. Dann sind O∗k =
α∗1Z⊕ . . .⊕α∗nZ und (4a)∗ = β∗1Z⊕ . . .⊕β∗nZ die dualen Moduln zu Ok und
4a (Lang [12], S. 57, Proposition 1). Ist β∗l =

∑n
m=1 blmα

∗
m, blm ∈ Q, so gilt

δlt = Spk/Q(β∗l βt) =
n∑

m=1

n∑
u=1

blmatuSpk/Q(α∗mαu) =
n∑

m=1

blmatm,

1 ≤ l, t ≤ n.

Da (alm) untere Dreiecksmatrix ist, ist also (blm) obere Dreiecksmatrix, d.h.

(51) blm = 0 für l > m, bll = a−1
ll für alle l.

Für x1, . . . , xn ∈ Z bzw. λ1, . . . , λn ∈ Z sei

F (x1, . . . , xn) :=
(
fv,i,j(e

∑n
l=1 αlxl)

a

)
,
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F̂ (λ1, . . . , λn) :=
∑

0≤xl<|all|, l=1,...,n

F (x1, . . . , xn)e
( n∑

m,r=1

bmrλmxr

)

=
∑

0≤xl<|all|, l=1,...,n

F (x1, . . . , xn)e
(
Spk/Q

(
γ

n∑
l=1

eαlxl

))
,

γ = γ(λ1, . . . , λn; a) := e−1
n∑

m=1

β∗mλm ∈ (4a)∗.

Dabei ist e(x) := e2πix. φ(α) := e(Spk/Q(γα)) ist Charakter von (Ok/4a,+).
Mit (50) folgt aus Lemma 4.3 für alle λ1, . . . , λn ∈ Z

(52) F̂ (λ1, . . . , λn) =
∑
α∈R

(
fv,i,j(α)

a

)
φ(α) � N(a)N(K(a))−1/22ω(a).

Aus (51) und der Orthogonalitätsrelation folgt durch Auswerten der Sum-
men von innen nach außen∑

0≤λ1<|a11|

. . .
∑

0≤λn<|ann|

e
( n∑

m,r=1

bmrλm(xr − tr)
)

=
{ |a11 . . . ann| für (x1, . . . , xn) = (t1, . . . , tn),

0 sonst

für 0 ≤ tl, xl < |all|, tl, xl ∈ Z, l = 1, . . . , n. Damit gilt für 0 ≤ tl < |all|,
tl ∈ Z, l = 1, . . . , n,

(53) F (t1, . . . , tn)

= |a11 . . . ann|−1
∑

0≤λl<|all|, l=1,...,n

F̂ (λ1, . . . , λn)e
(
−

n∑
m,r=1

bmrλmtr

)
.

Seien ul, vl wie in der Voraussetzung, λ1, . . . , λn ∈ Z. Mit (51) und ‖x‖ :=
minl∈Z |x− l| gilt

|G(λ1, . . . , λn)| :=
∣∣∣ ∑

ul≤tl≤vl, l=1,...,n

e
(
−

n∑
m,r=1

bmrλmtr

)∣∣∣(54)

=
n∏

r=1

∣∣∣ ∑
ur≤tr≤vr

e
((
−

n∑
m=1

bmrλm

)
tr

)∣∣∣
≤

n∏
r=1

min
{
|arr|,

1
2

∥∥∥ r∑
m=1

bmrλm

∥∥∥−1
}
.

Summation über λn liefert für λ1, . . . , λn−1 ∈ Z
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0≤λn<|ann|

|G(λ1, . . . , λn−1, λn)|

�
n−1∏
r=1

min
{
|arr|,

∥∥∥ r∑
m=1

bmrλm

∥∥∥−1}

×
∑

0≤λn<|ann|

min
{
|ann|,

∥∥∥ n−1∑
m=1

bmnλm + a−1
nnλn

∥∥∥−1}

�
n−1∏
r=1

min{ } · 2
(
|ann|+

∑
1≤l≤ 1

2 |ann|

1
l/|ann|

)

�
n−1∏
r=1

min{ }|ann| log(|ann|+ 2)

mit �-Konstante unabhängig von bmn und λ1, . . . , λn−1. (n − 1)-fache
Wiederholung dieses Schlusses liefert∑

0≤λl<|all|, l=1,...,n

|G(λ1, . . . , λn)| �
n∏

l=1

|all| log(|all|+ 2).

Damit folgt aus (53) und (52)∑
ul≤tl≤vl, l=1,...,n

F (t1, . . . , tn)

= |a11 . . . ann|−1
∑

0≤λl<|all|, l=1,...,n

F̂ (λ1, . . . , λn)G(λ1, . . . , λn)

� |a11 . . . ann|−1N(a)N(K(a))−1/22ω(a)
∑

0≤λl<|all|, l=1,...,n

|G(λ1, . . . , λn)|

� N(a)N(K(a))−1/22ω(a) lognN(4a).

Lemma 4.5. Für jedes Gitter Γ ⊂ Rn−1 existiert eine Konstante c > 0
mit der Eigenschaft : Für alle x = t(x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1 gibt es y ∈ Γ mit
xi − c ≤ yi ≤ xi + c, i = 1, . . . , n− 1.

B e w e i s. Wähle für 2c die Kantenlänge eines achsenparallelen Würfels
mit Mittelpunkt 0, der ein Fundamentalparallelotop von Γ enthält.

Lemma 4.6. Ist G ⊂ Rn Gitter mit Basis z1, . . . , zn und Fundamental-
parallelotop

F :=
{ n∑

l=1

λlzl

∣∣∣ 0 ≤ λl < 1, λl ∈ R
}
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und H ⊂ Rn Hyperebene, so existiert 1 ≤ l0 ≤ n mit der Eigenschaft

|{λ ∈ Z | (γ + λzl0 + F) ∩H 6= ∅}| ≤ n für alle γ ∈ G.

B e w e i s. Angenommen, die Behauptung ist falsch. Zu jedem 1 ≤ l ≤ n
existieren dann γl ∈ G, µl ∈ Z, |µl| ≥ n, ul, u

′
l ∈ F mit γl + ul, γl +

µlzl + u′l ∈ H. Ist H̃ die zu H parallele Hyperebene durch 0, so ist also
xl := µlzl + (u′l − ul) ∈ H̃. Für x ∈ Rn bezeichne x(j) die j-te Koordinate
von x in der Basis z1, . . . , zn. Nach Definition von F ist |u(j)

l − u
′(j)
l | < 1

für alle j = 1, . . . , n, d.h.

(55) |x(l)
l | = |µl + (u′l − ul)(l)| > n− 1, |x(j)

l | = |(u′l − ul)(j)| < 1
für j 6= l.

Da x1, . . . , xn im (n− 1)-dimensionalen affinen Teilraum H̃ liegen, existiert
0 6= (b1, . . . , bn) ∈ Rn mit

∑n
l=1 blxl = 0. Nimmt man o.E. |b1| ≥ |b2|, . . . , |bn|

an, so ist b1 6= 0 und aus
∑n

l=1 blx
(1)
l = 0 folgt mit (55) der Widerspruch

|b1|(n− 1) < |b1x(1)
1 | =

∣∣∣ n∑
l=2

blx
(1)
l

∣∣∣ ≤ n∑
l=2

|bl||x(1)
l | ≤ |b1|(n− 1).

Lemma 4.7. Für 0 6= v ∈ Ok, a 6= 0 ganzes Ideal , 1 ≤ j ≤ L, 1 ≤ i ≤
sj(v), Al < Bl, l = 1, . . . , n, V :=

∏n
l=1(Bl −Al) gilt

T :=
∑

a∈Ok:
A1<σ1(a)≤B1
Al<σl(a)<Bl, l=2,...,n

(
fv,i,j(a)

a

)

=
( ∑

a∈M(a)

(
fv,i,j(a)

a

))
V

N(4a)|dk/Q|1/2

+O((V (n−1)/n + 1)N(a)N(K(a))−1/22ω(a) lognN(4a)),∑
a∈M(a)

(
fv,i,j(a)

a

)
�k N(a)N(K(a))−1/22ω(a).

B e w e i s. Mit (38) ist Γ := φ(Ok) ⊂ Rn Gitter und Γ ′ := φ(4a) Unter-
gitter von Γ . Man definiere die Abbildung

ψ : E(Ok) → Rn−1, a→ t(log |σ1(a)|, . . . , log |σn−1(a)|).
Nach dem Dirichletschen Einheitensatz ist ψ(E(Ok)) Gitter in Rn−1. Nach
Lemma 4.5 existiert dazu eine Konstante c = c(k) > 0, sodaß e ∈ E(Ok)
existiert mit

− log(Bl−Al)+log V 1/n−c ≤ log |σl(e)| ≤ − log(Bl−Al)+log V 1/n +c,
l = 1, . . . , n− 1.
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Für

(Cl, Dl) :=
{

(Alσl(e), Blσl(e)), falls σl(e) > 0,
(Blσl(e), Alσl(e)), falls σl(e) < 0, l = 1, . . . , n,

gilt damit

e−cV 1/n ≤ (Bl −Al)|σl(e)| = Dl − Cl ≤ ecV 1/n, l = 1, . . . , n− 1,
n∏

l=1

(Dl − Cl) = V,

e−c(n−1)V 1/n ≤ Dn − Cn = V

n−1∏
l=1

(Dl − Cl)−1 ≤ ec(n−1)V 1/n.

Im Folgenden wird der Fall σ1(e) > 0 behandelt. Man setze

Φ(x) :=
(
fv,i,j(e−1φ−1(x))

a

)
für x ∈ Γ.

xl := φ(αl), l = 1, . . . , n, ist Basis von Γ und yl := φ(βl), l = 1, . . . , n, ist
Basis von Γ ′ mit yl = al1x1 + . . .+ allxl, l = 1, . . . , n. Sei

F :=
{ n∑

l=1

µlxl

∣∣∣ 0 ≤ µl < |all|, µl ∈ R, l = 1, . . . , n
}
,

Q := (C1, D1]× (C2, D2)× . . .× (Cn, Dn).

Dann wird Rn durch die Mengen y + F , y ∈ Γ ′, lückenlos und überschnei-
dungsfrei überdeckt, und es gilt

(56) T =
∑

a∈Ok:
C1<σ1(a)≤D1

Cl<σl(a)<Dl, l=2,...,n

(
fv,i,j(e−1a)

a

)
=

∑
x∈Γ∩Q

Φ(x)

=
∑

y∈Γ ′: y+F⊂Q̇

∑
x∈Γ∩(y+F)

Φ(x) +
∑

y∈Γ ′: (y+F)∩∂Q6=∅

∑
x∈Γ∩Q∩(y+F)

Φ(x).

∂Q bestehe aus den Hyperebenenflächenstücken Sl, l = 1, . . . , 2n. Sei Hl

die Hyperebene, in der Sl liegt. Der zweite Term von (56) hat dann den
Wert

(57)
R =

2n∑
l=1

Rl,

Rl :=
∑

y∈Γ ′: (y+F)∩Sl 6=∅, (y+F)∩(S1∪...∪Sl−1)=∅

∑
x∈Γ∩Q∩(y+F)

Φ(x).

Für festes 1 ≤ l ≤ 2n existiert zum Gitter G :=
⊕n

j=1 Z|ajj |xj ein 1 ≤ ι ≤ n
mit

(58) |{λ ∈ Z | (γ + λ|aιι|xι + F) ∩Hl 6= ∅}| ≤ n für alle γ ∈ G.
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Bezeichnet P die Projektion von Rn auf
⊕

m6=ι Rxm längs xι und setzt man
x = x′ + µιxι, x

′ = P (x), so gilt

(59) |Rl| ≤
∑

x′∈P (Γ∩Q)

|I(x′)|

mit I(x′) = I(x′, ι, l) :=
∑

µ Φ(x′ + µxι), wobei über alle µ ∈ Z summiert
wird, zu denen es ein y ∈ Γ ′ mit (y+F)∩Sl 6= ∅, (y+F)∩(S1∪. . .∪Sl−1) = ∅,
x′ + µxι ∈ (y+F)∩Q gibt. Wegen max1≤r≤n(Dr −Cr) � V 1/n und da P
lineare Abbildung ist, gilt

(60) |P (Γ ∩Q)| ≤
∣∣∣(⊕

m6=ι

Zxm

)
∩ P (Q)

∣∣∣� (V 1/n + 1)n−1.

Für x′ ∈
⊕

m6=ι Zxm, y ∈ Γ ′, folgt aus der Γ ′-Periodizität von Φ(x)

I(x′, y) :=
∑

µ∈Z: x′+µxι∈(y+F)∩Q

Φ(x′ + µxι)

=
∑

µ∈Z: (x′−y)+µxι∈F∩(Q−y)

Φ((x′ − y) + µxι).

Da F ∩ (Q − y) konvex ist, existieren ganzzahlige 0 ≤ uι ≤ vι < |aιι| und
0 ≤ um < |amm|, m 6= ι, mit

I(x′, y) =
∑

uι≤tι≤vι, tm=um, m 6=ι

Φ
( n∑

m=1

tmxm

)
.

Mit Lemma 4.4 ist also I(x′, y) � N(a)N(K(a))−1/22ω(a) lognN(4a) =: E.
Damit ist

(61) I(x′) =
∑

y∈Γ ′:
(y+F)∩Sl 6=∅

(y+F)∩(S1∪...∪Sl−1)=∅

I(x′, y) � E|M(x′)|

mitM(x′) := {y ∈ Γ ′ | (y+F)∩Hl 6= ∅, es gibt µ ∈ Z mit x′+µxι ∈ (y+F)}.
Sei x′ =

∑
m6=ι(λm|amm| + vm)xm ∈ P (Γ ∩ Q), λm, vm ∈ Z, 0 ≤ vm <

|amm|, fest. Ist y ∈M(x′) und µ = λι|aιι|+vι ∈ Z, λι, vι ∈ Z, 0 ≤ vι < |aιι|,
ein Wert mit x′ + µxι ∈ y + F , so ist

y + F = (y − x′ − µxι) +
n∑

m=1

vmxm +
n∑

m=1

λm|amm|xm + F ,

wobei der erste Summand in −F und der zweite in F liegt. Die 3n Nachbar-
Parallelotope von F1 := F(λ1, . . . , λn) :=

∑n
m=1 λm|amm|xm +F im Gitter⊕n

m=1 Z|amm|xm überdecken also y + F . Wegen y ∈ M(x′) existiert ein
Nachbar-Parallelotop F2 := F(λ1 + t1, . . . , λn + tn), |tm| ≤ 1, 1 ≤ m ≤ n,
von F1 mit F2 ∩ (y + F) ∩ Hl 6= ∅. Die Nachbar-Parallelotope von F2
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überdecken deshalb wieder y + F . Setzt man λ := λι + tι, so ist y + F
enthalten in der Vereinigungsmenge⋃

ui∈{0,±1}, i=1,...,n
ti∈{0,±1}, i 6=ι

⋃
λ∈Z:F(λ1+t1,...,λ,...,λn+tn)∩Hl 6=∅

Fλ,

mit Fλ := F(λ1 + t1 + u1, . . . , λ + uι, . . . , λn + tn + un), die wegen (58)
aus höchstens 3n · 3n−1 · n zu F kongruenten Parallelotopen besteht. Eine
Volumenbetrachtung liefert dann |M(x′)| ≤ 3n · 3n−1 · n. Mit (57), (59),
(60) und (61) folgt

R� (V (n−1)/n + 1)E.
Standardüberlegungen ergeben

|{y ∈ Γ ′ | y + F ⊂ Q̇}| = vol(Q)
vol(F)

+O(|{y ∈ Γ ′ | (y + F) ∩ ∂Q 6= ∅}|).

F̃ := {
∑n

m=1 µmxm |µm ∈ [0, 1), m = 1, . . . , n} ist Fundamentalparal-
lelotop von Γ . M := F ∩ Γ ist vollständiges Repräsentantensystem von
Γ/Γ ′ und es ist F =

⋃̇
x∈M(x + F̃). Mit Q′ :=

∏n
l=1(Cl + d,Dl − d),

Q′′ :=
∏n

l=1[Cl − d,Dl + d] (d sei der Durchmesser von F̃ bezüglich der
Standard-Maximumnorm) gilt

|{y ∈ Γ ′ | (y + F) ∩ ∂Q 6= ∅}|
≤ |{z ∈ Γ | (z + F̃) ∩ ∂Q 6= ∅}| ≤ |{z ∈ Γ | z + F̃ ⊂ Q′′ \Q′}|

≤ vol(Q′′ \Q′)
vol(F̃)

� ( max
1≤l≤n

(Dl − Cl) + 1)n−1 � V (n−1)/n + 1.

Es ist vol(F) = |M| vol(F̃), |M| = |a11 . . . ann| = N(4a),

vol(F̃)2 = det(σi(αj))2 = |dk/Q| und
∑

x∈M
Φ(x) =

∑
a∈M(a)

(
fv,i,j(a)

a

)
.

Aus Lemma 4.3 folgt∑
a∈M(a)

(
fv,i,j(a)

a

)
� N(a)N(K(a))−1/22ω(a) � E

und mit der Γ ′-Periodizität von Φ(x) und (56)

T =
∑

y∈Γ ′: y+F⊂Q̇

( ∑
x−y∈Γ∩F

Φ(x− y)
)

+O((V (n−1)/n + 1)E)

=
( ∑

a∈M(a)

(
fv,i,j(a)

a

))(
V

N(4a)|dk/Q|1/2
+O(V (n−1)/n + 1)

)
+O((V (n−1)/n + 1)E)

und damit die Behauptung.
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Man definiere

c(v, a) :=
L∑

j=1

cj(v, a), s(v) :=
L∑

j=1

sj(v),

c := 16−n|dk/Q|−1/2(m+ 1)−1
( 2∫
−2

(4− τ2)m/2 dτ
)n−1

.

Lemma 4.8. Für 0 6= v ∈ Ok, a 6= 0 ganzes Ideal und x > 2 gilt∑
D∈Ok Diskr., u∈Ok:

u2−Dv2=4
2<σ1(u)≤x, |σl(u)|<2, l=2,...,n

|Nk/Q(D)|m/2χD(a)

=
c · c(v, a)xm+1

N(a)N(v)m+2
+O

(
s(v)
N(v)m

N(a)1+ε

N(K(a))1/2
xm+(n−1)/n

)
und

c(v, a) � s(v)
N(a)1+ε

N(K(a))1/2
.

B e w e i s. Die zweite Behauptung folgt mit Lemma 4.7 unmittelbar aus
den Definitionen.

Für Al < Bl, l = 1, . . . , n, V :=
∏n

l=1(Bl −Al), 1 ≤ j ≤ L, folgt aus (46)
und Lemma 4.7 ∑
u,D∈Ok:

D≡Dj (4), u2−Dv2=4
A1<σ1(u)≤B1, Al<σl(u)<Bl, l=2,...,n

χD(a)

=
sj(v)∑
i=1

∑
t∈Ok:

A1<σ1(mij+4v2t)≤B1

Al<σl(mij+4v2t)<Bl, l=2,...,n

(
((mij + 4v2t)2 − 4)/v2

a

)

=
sj(v)∑
i=1

∑
t∈Ok:

A1−σ1(mij)

σ1(4v2)
<σ1(t)≤

B1−σ1(mij)

σ1(4v2)
Al−σl(mij)

σl(4v2)
<σl(t)<

Bl−σl(mij)

σl(4v2)
, l=2,...,n

(
fv,i,j(a)

a

)

=
cj(v, a)V

N(4v2)N(4a)|dk/Q|1/2
+O

(
(V (n−1)/n + 1)sj(v)

N(a)1+ε

N(K(a))1/2

)
.

Durch n-malige Anwendung der partiellen Summation wird daraus∑
u,D∈Ok:

D≡Dj (4), u2−Dv2=4
2<σ1(u)≤x,−2<σl(u)<2, l=2,...,n

χD(a)|σ1(u)2−4|m/2 . . . |σn(u)2−4|m/2
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=
x∫

2

|τ2 − 4|m/2dτ
( 2∫
−2

|τ2 − 4|m/2dτ
)n−1 cj(v, a)

N(4v2)N(4a)|dk/Q|1/2

+O

(
xm+(n−1)/nsj(v)

N(a)1+ε

N(K(a))1/2

)
.

Einsetzen von %m/2 = (%+4)m/2+O(%m/2−1), % ≥ 1 undN(D) = N(v2)−1×∏n
l=1 |σl(u)2 − 4| und Aufsummieren über j liefert die erste Behauptung.

Sei D ∈ Ok Diskriminante, kein Quadrat. Nach Landau [10] gilt die
verallgemeinerte Pólya–Vinogradov-Abschätzung

(62)
∑

N(a)≤x

χD(a) � N(D)1/(n+1) lognN(D)x(n−1)/(n+1), x ≥ 1.

Mit einer geeigneten Konstante c4(n) > 0 folgert man daraus wie bei Dirich-
letschen L-Reihen

(63) L(s, χD) � (|t|+ 1) log(N(D) + 2)
für s = σ + it, 1− c4/log(N(D) + 2) ≤ σ ≤ 1.

Lemma 2.6 von Hinz [7] lautet

(64) L(s, χD) � N(D)1/2(|t|+ 1)n/2 log(N(D)(|t|+ 2)),
0 ≤ σ ≤ 2, t ∈ R.

Die folgenden Überlegungen verlaufen wie bei Barban [1], §5.
Seien 1/2 < γ < 1, ε > 0. Die O-Konstanten dürfen von γ und ε

abhängen. Seien N,x ≥ 1. Aus der Stirlingschen Formel folgt

(65) Γ (s− 1) =
Γ (s)
s− 1

� e−c5|t|

|s− 1|
, 1/2 ≤ σ ≤ 2, t ∈ R, s 6= 1.

Mit dem Residuensatz folgt

1
2πi

2+i∞∫
2−i∞

Γ (s− 1)Lm(s, χD)Ns−1 ds

= Lm(1, χD) +
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

Γ (s− 1)Lm(s, χD)Ns−1 ds.

Die Dirichlet-Reihe

Lm(s, χD) =
∑

a

χD(a)τm(a)
N(a)s

konvergiert absolut in der Halbebene <s > 1 und gleichmäßig auf <s = 2.
Mit der Mellinschen Formel
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1
2πi

a+i∞∫
a−i∞

Γ (s)u−s ds = e−u (a, u > 0)

und

I(D) :=
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

Γ (s− 1)Lm(s, χD)Ns−1 ds

folgt

(66) Lm(1, χD) =
∑

a

χD(a)τm(a)
N(a)

e−N(a)/N − I(D).

I(D) ist von γ unabhängig, da es die beiden anderen Terme sind. Wählt
man für den Augenblick γ := 1− c4/log(N(D) + 2), so folgt aus (63)

(67) I(D) � logm+1(N(D) + 2).

(33), Proposition 2.4 und (66) liefern mit c̃ := ((1/π)n−1|dk/Q|1/2)m

(68) Sm(x)

= c̃
∑

D∈Ok Diskr., u∈Ok, v∈V:
u2−Dv2=4, N(v)≤2n−1x
2<σ1(u)≤x, |σl(u)|<2, l=2,...,n

(N(D)1/2L(1, χD))m

= c̃
∑

a

τm(a)
N(a)

e−N(a)/N
∑

v∈V: N(v)≤2n−1x

∑
D,u

N(D)m/2χD(a)

− c̃
∑

v∈V: N(v)≤2n−1x

∑
D,u

N(D)m/2I(D)

= H(x)−R(x)

wobei in den inneren Summen über alle Diskriminanten D ∈ Ok und alle
u ∈ Ok summiert wird mit u2 − Dv2 = 4, 2 < σ1(u) ≤ x, |σl(u)| < 2,
l = 2, . . . , n.

Lemma 4.9. Mit C := cc̃ gilt

H(x) = Cxm+1
∑

v∈V, a6=0

τm(a)c(v, a)
N(a)2N(v)m+2

+O(xm+1N−1/2+ε +N1/2+εxm+(n−1)/n+ε).

B e w e i s. Die beiden inneren Summen in H(x) lassen sich mit Lemma
4.8 asymptotisch berechnen zu

cxm+1

N(a)

∑
v∈V: N(v)≤2n−1x

c(v, a)
N(v)m+2



Klassenzahlen binärer quadratischer Formen 71

+O

(
N(a)1+ε

N(K(a))1/2
xm+(n−1)/n

∑
v∈V: N(v)≤2n−1x

s(v)
N(v)m

)
.

Lemma 4.8 liefert mit (45)

(69) c(v, a) � N(v)εN(a)1+εN(K(a))−1/2.

Mit ∑
v∈V: y<N(v)≤z

1 ≤
∑

b ganzes Ideal: y<N(b)≤z

1 � z

und partieller Summation ergibt sich daraus∑
v∈V: N(v)>y

c(v, a)
N(v)m+2

� N(a)1+ε

N(K(a))1/2
y−m−1+ε,

∑
v∈V: N(v)≤2n−1x

s(v)
N(v)m

� xε.

Damit folgt

H(x) = c̃
∑

a

τm(a)
N(a)

e−N(a)/N

(
cxm+1

N(a)

(∑
v∈V

c(v, a)
N(v)m+2

(70)

+O

(
N(a)1+ε

N(K(a))1/2
x−m−1+ε

))
+

N(a)1+ε

N(K(a))1/2
xm+(n−1)/n+ε

)
= Cxm+1

∑
a

τm(a)
N(a)2

e−N(a)/N
∑
v∈V

c(v, a)
N(v)m+2

+O

(∑
a

N(a)2ε

N(K(a))1/2
e−N(a)/Nxm+(n−1)/n+ε

)
.

Seien p1, . . . , pt paarweise verschiedene Primideale in Ok, c := p1 . . . pt. Für
y ≥ 1 gilt dann

|{a | N(a) ≤ y,K(a) = c}| = |{cb2 | N(cb)2 ≤ y, b ganz}|

= |{b | N(b) ≤ (y/N(c))1/2}| � (y/N(c))1/2,∑
N(a)≤y

1
N(K(a))1/2

=
∑

c quadratfrei: N(c)≤y

N(c)−1/2
∑

a: N(a)≤y, K(a)=c

1

�
∑

c: N(c)≤y

1
N(c)1/2

(
y

N(c)

)1/2

� y1/2 log(y + 2).

Daraus folgt durch partielle Summation∑
a

N(a)2ε

N(K(a))1/2
e−N(a)/N � N1/2+3ε,



72 M. Peter

∑
c∈V,a

τm(a)c(v, a)
N(a)2N(v)m+2

(e−N(a)/N − 1)

�
∑

v∈V,a

min{N(a)/N, 1}
N(K(a))1/2N(a)1−2εN(v)m+2−ε

=
∑
v∈V

1
N(v)m+2−ε

( ∑
N(a)≤N

+
∑

N(a)>N

)
� N−1/2+2ε.

Einsetzen in (70) liefert die Behauptung.

Das folgende Lemma wird für Dirichlet-Reihen in Barban [1], Lemma
5.3, angegeben und in Titchmarsh [25], Theorem 14.2, für die Riemannsche
Zetafunktion unter der Voraussetzung der Riemannschen Vermutung be-
wiesen. Mit den gleichen Hilfsmitteln und (64) erhält man die hier benötigte
Version.

Lemma 4.10. Sei D ∈ Ok Diskriminante, kein Quadrat , 1/2 < σ0 <
1, B ≥ 1. L(s, χD) habe im Gebiet {σ + it |σ ≥ σ0, |t| ≤ B} keine Null-
stellen. Dann gilt für s = σ+ it, σ0 +(1− σ0)/(c7 log log((|t|+ 3)N(D))) ≤
σ ≤ 1, |t|+ c6 log log((|t|+ 3)N(D)) ≤ B − 2,

|logL(s, χD)|

≤ c8
1− σ0

log log((|t|+ 3)N(D)){log((|t|+ 3)N(D))}(1−σ)/(1−σ0).

Für einen Idealklassencharakter χmod q im engeren Sinn sei

L(s, χ) :=
∑

a

χ(a)
N(a)s

, <s > 1,

die zugehörige Heckesche L-Reihe. Für σ > 1/2, T ≥ 2, sei N(σ, T, χ) die
Anzahl der Nullstellen % = β + it von L(s, χ) im Gebiet β ≥ σ, |t| ≤ T und
R(σ, T ) := {β + it | 1 ≥ β ≥ σ, |t| ≤ T}. Aus Satz B von Hinz [7] folgt:

|{χmod q |χ primitiv, N(q) ≤ Q,L(s, χ) hat in R(σ, T ) eine Nullstelle}|
� TA(n) logB(n)Q ·Q4(1−σ)/σ, 3/4 ≤ σ ≤ 1, T ≥ 2, Q ≥ 1.

Lemma 4.11. Für 3/4 ≤ σ ≤ 1, T, x ≥ 2, ε > 0 gilt

A(x, σ, T )
:= |{(D,u, v) |D ∈ Ok Diskriminante, u ∈ Ok, v ∈ V, u2 −Dv2 = 4,

2 < σ1(u) ≤ x, |σl(u)| < 2, l = 2, . . . , n,

L(s, χD) hat in R(σ, T ) eine Nullstelle}|

� x8(1−σ)/σ+εTA(n).
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B e w e i s. (D,u, v) liege in der betrachteten Menge. Für K := k(
√
D)

existiert nach (8) ein ganzes Ideal c mit DOk = dK/kc2, d.h.

N(dK/k) ≤ N(D) = N(v)−2
n∏

l=1

|σl(u2 − 4)| ≤ 4n−1x2.

Nach Lemma 2.1 ist

L(s, χD) = L(s, χ∗D)
∏
p|D

(
1− χ∗D(p)

N(p)s

)
,

d.h. auch L(s, χ∗D) hat eine Nullstelle in R(σ, T ). Aus (37), (35), (39), (41),
Lemma 2.3 und (4) folgt

A(x, σ, T ) ≤
∑

K:
Es gibt D1∈D̃ mit K=k(

√
D1), N(dK/k)≤4n−1x2,

L(s,χ∗D1
) hat in R(σ,T ) eine Nullstelle

|SK |

≤ xε
∑

N(q)≤4n−1x2:
Es gibt primitiven Charakter χ mod q im engeren Sinn,
sodaß L(s,χ) in R(σ,T ) eine Nullstelle hat

|Tq|

� xεTA(n) logB(n) x2 · (x2)4(1−σ)/σ.

Lemma 4.12. Sei 3/4 < σ0 < γ < 1, ε > 0, x ≥ x0(σ0, γ, ε), N ≥ 1.
Dann gilt

R(x) �σ0,γ,ε x
m+ε(x8(1−σ0)/σ0 + xNγ−1).

B e w e i s. Für D0 ∈ D, D0Ok = a ist die Abbildung

φ : {D ∈ D |DOk = a} → E(Ok)/E(Ok)2, D → DD−1
0 modE(Ok)2,

injektiv und damit

(71) |{D ∈ D |DOk = a}| � 1.

Sei D ∈ Ok Diskriminante, kein Quadrat, c9(σ0, γ) ≤ N(D) ≤ c10x
2, und

L(s, χD) habe in R(σ0, log2 x) keine Nullstelle. Nach Lemma 4.10 ist dann

L(s, χD) � xε für s = γ + it, |t| ≤ 1
2 log2 x, x ≥ x0(σ0, γ, ε).

Nach (64) ist
L(s, χD) � (|t|+ 2)n/2+εx1+ε für s = γ + it, |t| ≥ 1

2 log2 x.

Mit (65) folgt daraus

I(D) �
∞∫

−∞
|Γ (γ − 1 + it)||L(γ + it, χD)|mNγ−1 dt(72)

=
∫

|t|≤(log2 x)/2

+
∫

|t|≥(log2 x)/2

� xmεNγ−1.
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Aus (68) folgt

R(x) � xm
(∑

1
|I(D)|+

∑
2
|I(D)|+

∑
3
|I(D)|

)
.

Dabei wird in der dritten Summe summiert über D ∈ Ok Diskriminante,
u ∈ Ok, v ∈ V, mit u2 −Dv2 = 4, 2 < σ1(u) ≤ x, |σl(u)| < 2, l = 2, . . . , n,
und der zusätzlichen Bedingung:

N(D) > c9(σ0, γ) und L(s, χD) hat in R(σ0, log2 x) eine Nullstelle.

Mit (67) und Lemma 4.11 ist also

(73)
∑

3
|I(D)| � logm+1xA(x, σ0, log2 x) � x8(1−σ0)/σ0+ε.

In der ersten Summe lautet die zusätzliche Bedingung: N(D) ≤ c9(σ0, γ),
und in der zweiten Summe: N(D) > c9(σ0, γ), L(s, χD) hat in R(σ0, log2 x)
keine Nullstelle. Mit (67), (35), (34), (40) und (71) ist∑

1
|I(D)| �

∑
D∈D̃, u∈Ok, v∈V: u2−Dv2=4, 2<σ1(u)≤x, N(D)�1

logm+1(N(D) + 2)

�
∑

D∈D, u∈Ok, v∈V, e∈E(Ok): u2−D(ev)2=4, 2<σ1(u)≤x, N(D)�1

1

=
∑

D∈D, u,v∈Ok: u2−Dv2=4, 2<σ1(u)≤x, N(D)�1

1

=
∑

D∈D: N(D)�1

∑
α∈UD: 1<α≤x

2 �
∑

D∈D: N(D)�1

log x
log εD

� log x.

Auf die gleiche Weise ergibt sich mit (72)∑
2
|I(D)| � xmεNγ−1

∑
u∈Ok:

2<σ1(u)≤x
|σl(u)|<2, l=2,...,n

∑
D∈D, v∈Ok: u2−Dv2=4

1.

Mit der Definition von D ist die innere Summe

≤
∑

d,v:dv2=(u2−4)Ok

2 ≤ 2τ2((u2 − 4)Ok) � xε,

d.h.∑
2
|I(D)| � xmεNγ−1xε

∑
u∈Ok:

2<σ1(u)≤x
|σl(u)|<2, l=2,...,n

1 � x1+(m+1)εNγ−1,

womit alles gezeigt ist.



Klassenzahlen binärer quadratischer Formen 75

B e w e i s v o n S a t z 1.1. Die optimale Wahl der Parameter lautet

(74)

N = xα, γ = σ0 + ε, α =
1
n
· 1
3/2− σ0

,

σ0 =
21.5− 1/n
18− 2/n

−

√(
21.5− 1/n
18− 2/n

)2

− 12
9− 1/n

.

Mit %(n) = 8(1− σ0)/σ0 folgt dann aus (68), Lemma 4.9 und Lemma 4.12
(75) Sm(x) = λmx

m+1 +Oε(xm+%(n)+ε), x ≥ x1(n, ε),

λm := C
∑

v∈V,a

τm(a)c(v, a)
N(a)2N(v)m+2

.

Aus (44) und (43) ergibt sich damitΘm(x) ≤ S̃m(x) = λmx
m+1+O(xm+%+ε)

(� xm+1), und aus (40) folgt Θm(x) = 0 für 1 ≤ x < µ(k). (43) liefert
schließlich

Θm(x) = S̃m(x)−
∑

2≤l≤log x/log µ

Θm(x1/l)

= λmx
m+1 +O(xm+%+ε) +O

( ∑
2≤l≤log x/log µ

(x1/l)m+1
)

= λmx
m+1 +O(xm+%+ε).

B e m e r k u n g . Ist man mit einem etwas schlechteren %(n) zufrieden,
so kann der größte Teil von Abschnitt 4 eingespart werden. Die Summe in
Lemma 4.2 wird trivial durch N(p) abgeschätzt. Lemma 4.7 läßt sich dann
viel einfacher mit dem Fehlerterm O((V (n−1)/n + 1)N(a)) beweisen. Die
zweite Abschätzung in Lemma 4.7 muß allerdings weiterhin benutzt werden,
um eine nichttriviale Abschätzung für c(v, a) zu erhalten, die dann in Lemma
4.9 verwendet wird. In diesem Fall lauten die optimalen Parameter

N = xα, γ = σ0 + ε, α =
1
n
· 1
2− σ0

,

σ0 =
26− 1/n
18− 2/n

−

√(
26− 1/n
18− 2/n

)2

− 16
9− 1/n

.

Der Wert für %(n) = 8(1− σ0)/σ0 ist stets größer als der in (74) angegebene
Wert.

Für n = 1 z.B. ist %(1) = 0.840 mit und %(1) = 0.908 ohne Weilsche
Charaktersummenabschätzungen.

Die Konstante λm. Die Berechnung des exakten Werts von λm ist müh-
sam. Mit einer Rechnung wie bei Sarnak [18] (Berechnung von b1) ergibt
sich für k = Q, m = 1: λ1 = 1/2.

Für k = Q, m > 1, kann λm als unendliches Produkt dargestellt werden;
einen einfachen Ausdruck konnte ich nicht finden.
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Für k 6= Q wird schon im Fall m = 1 die Rechnung unübersichtlich, da
die Lösungsanzahl von quadratischen Kongruenzen mod pa bestimmt werden
muß; für p | 2 sind dafür Fallunterscheidungen nötig.

Im allgemeinen Fall kann λm > 0 wie folgt gezeigt werden:
Wegen Sm(x) ≥ 0 folgt λm ≥ 0 aus (75). Wäre λm = 0, so wäre

einerseits
(76) Sm(x) � xm+%+ε.

Andererseits gilt für eine Diskriminante D ∈ Ok, kein Quadrat, K :=
k(
√
D),

[K : Q] = 2n, T (E(OK)) ⊂ {ξ ∈ C | ξm = 1, φ(m) ≤ 2n},
d.h. |T (E(OK))| � 1. Nach Lemma 2.12, (31), (28) und (29) ist

h(D) =
hK

hk
γ(D)

[E(Ok) : BildNK/k]
[KernNK/k : UD]

,

R(D) =
RK

Rk

|T (UD)| · [KernNK/k : UD] · |T (E(Ok))|
|T (E(OK))| · [E(Ok) : BildNK/k]

.

Mit Lemma 2.9 folgt daraus:
h(D)R(D) �k hKRKN(c)2−ω(c) � hKRKN(c)1−ε.

Mit dem Satz von Brauer–Siegel (Stark [24], S. 968) und (8) ist damit
h(D)R(D) �k,ε |dK/Q|1/2−εN(c)1−ε = ||dk/Q|1/2Nk/Q(dK/k)|1/2−εN(c)1−ε

�k,ε N(D)1/2−ε.

Wegen c(1,Ok) > 0 folgt aus Lemma 4.8 für v = 1, a = Ok

Sm(x) ≥ c18
∑

D∈Ok Diskr., u∈Ok:
u2−D=4
2<σ1(u)≤x, |σl(u)|<2, l=2,...,n

(N(D)1/2−ε)m

≥ c19(ε)xm+1−2εm.

Ist ε > 0 in Abhängigkeit von % und m klein genug, so steht das zu (76) im
Widerspruch.
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