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Momente der Klassenzahlen binarer quadratischer Formen
mit ganzalgebraischen Koeffizienten

von

MANFRED PETER (Freiburg)

1. Einleitung und Formulierung des Ergebnisses. Fiir die An-
zahl h(d) der Aquivalenzklassen primitiver bindrer quadratischer Formen
zur Diskriminante d beweist Siegel [22]

2
__T 3/2
Z h(d)logeq 18((3)3: + O(xzlogx),

1<d<z

wobei £4 > 1 die Fundamentalldsung der Pellschen Gleichung u? — dv? = 4
ist. Fir d = 0 (4) wurde eine analoge Formel von Gauf§ vermutet (“Dis-
quisitiones Arithmeticae”); siehe auch I. M. Vinogradov [27], Mertens [13],
I. M. Vinogradov [26], Shintani [20], Hooley [8]. Die Formel

(1) Z h(d)logeq = $22 + O(x%/%log® z)

EdSl‘
wurde von Sarnak [16] mit Hilfe der Selbergschen Zetafunktion fiir diskon-
tinuierliche Gruppen bewiesen; siche auch Iwaniec [9] und Sarnak [18]. In
[17] beweist Sarnak die Formel (1) fiir quadratische Formen, deren Koef-

fizienten ganze Zahlen aus einem imaginarquadratischen Zahlkorper mit
Klassenzahl 1 sind. Wolke [28] beweist die Formel

Z h(—n)o‘ _ @(a)x(a—&-Q)/Q + O(l‘(a+2)/2_1/4+5) (Oz,& > 0)
n<x
(vgl. Barban [1]).

Ziel der vorliegenden Arbeit ist folgende Verallgemeinerung von (1): k
sei totalreeller Zahlkorper mit ungerader Klassenzahl. Sei Oy der Ring der
ganzen Zahlen in k, E(Oy) seine Einheitengruppe, o; : k - R, 1 <i<n:=
[k : Q], seine Q-Einbettungen und o.E. o1 =idg, £ C R.

Auf der Menge

D:={Dc O |2>=D (4) in O lésbar, D kein Quadrat in Oy,
01(D) >0, 02(D),...,0n(D) < 0}

(43]
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werde die Aquivalenzrelation ~ durch
Dy~ Dy:& Dy = €2D2 fir ein e € E(Ok)

definiert; D C D sei ein vollstandiges Reprasentantensystem von ~.
Fir D € D definiere man die Gruppe

(2) Up := {%(w—l—y\/ﬁ)m,ye(’)k, z? — Dy? = 4}.

In (33) wird gezeigt, daB es eine direkte Zerlegung Up = {+1} ® (ep) mit
eindeutig bestimmtem ep > 1 gibt. Ist D € O, 2% = D (4) lésbar, so heifit
(3) ax*+bry+cy® mit a,b,c € O, aOp+bOy+cOy = O, D = b*—4ac

primitive quadratische Form mit Diskriminante D.
Aquivalenz von quadratischen Formen (3) ist wie {iblich beziiglich li-
nearer Variablentransformationen mit Koeffizientenmatrizen (f,’ Z) , D, q, T, 8 €

O, ps—qr = 1, definiert; die Anzahl der Aquivalenzklassen werde mit h(D)
bezeichnet.
Sei m € N,g > 0.

SATz 1.1. Mit einer nur von n abhdngigen Konstante o < 1 (siehe (74))
und einem von k und m abhdngigen A, > 0 gilt fir r — oo

Om(z):= > (MD)logep)™ = Apa™ ! + O(z™Fete),
DeD:ep<z

Die zum Beweis verwendete Methode geht auf Sarnak [18] zuriick.
Fir x > 1 sei N(z) := [{D € D | ep < z}|. Analog zu Satz 1.1 beweist

man
h(D)logD\™ x
Z <Dl/2> _me+0<loga}>'
DeD:ep<z
Wie bei Barban [1] kann daraus gefolgert werden:

SATZ 1.2. Es existiert eine Verteilungsfunktion F : R — [0, 1], sodaf in
jedem Stetigkeitspunkt z von F fir x — oo gilt
h(D)log D
N (@) Tz =A@
Diese Arbeit ist eine Zusammenfassung meiner Doktorarbeit. Ich danke

Herrn Prof. Wolke fiir die Betreuung meiner Arbeit und Herrn Prof. Hinz
fiir seine Kommentare zu einer vorlaufigen Version.

8D§x7

{DGD

2. Die Dirichletsche Klassenzahlformel iiber Zahlkorpern. In
diesem Abschnitt wird nur vorausgesetzt, dafi & Zahlkorper mit ungerader
Klassenzahl hy, ist (das geht in Lemma 2.11 und (41) ein). Seien oy,...,0,
die reellen und o,41,0741,-..,0,4s,0r+5 die komplexen Q-Einbettungen
von k in C (n =r + 2s).
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Fiir eine Diskriminante D € O (d.h. X? = D (4) soll in Oy 15sbar
sein), D kein Quadrat, definiere man K := k(v/D); fiir ein Primideal p # 0
in O mit p*||2 sei

D 1, ptD, 2% =D (p?¢t!) I6sbar,
(4)  xp(p): <) : —1, ptD, z? =D (p**!) unlésbar
F 0, p|D,
1,  p spaltet in K auf (pOr = P1P2, P1 # Po)
Xp(p) =4 —1, pisti

p ist in K trage (pOr = P),

p ist in K verzweigt (pOr = P?),

p bzw. xp wird multiplikativ auf die zu D bzw. zur Diskriminante dg i,
von K /k teilerfremden gebrochenen Ideale von k fortgesetzt; auf den iibrigen

wird der Wert 0 definiert. Bei Hilbert [6], §5, Sétze 6-8, sind die folgenden
Eigenschaften zu finden:

LEMMA 2.1. (a) x},(p) = xp(p) fir Primideale p{D.
(b) p verzweigt in K < p|dg )y fiir beliebige Primideale p # 0 in Oy,

0,

Wie im Fall der Riemannschen Zetafunktion und Dirichletscher L-Reihen
beweist man

LEMMA 2.2. Sind (g bzw. (x die Dedekindschen Zetafunktionen von K
bzw. k und ist
, Xp(a)
L(s,xp) = = Rs > 1),
( D) Nk/@(a)s ( )
wobei a alle ganzen Ideale # 0 von Oy durchlauft, so gilt

£y _ XD(Pp) _ "
L(s,xw—];[(l—N(p)s) G =G)LEsxp)  (Rs> 1)

In der Terminologie von Landau [11] folgt aus dem Artinschen Reziprozi-
tatsgesetz im Spezialfall relativquadratischer Erweiterungen

LEMMA 2.3. xp ist Idealklassencharakter mod DOy im engeren Sinn,
ist nicht der Hauptcharakter und wird von xp, induziert. xp, ist primitiver
Idealklassencharakter. xp und xp, haben den Fihrer dg i

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis von
PROPOSITION 2.4. Ist die Klassenzahl von k ungerade, so gilt

_ 172 |T(Up)|
wobei R(D) durch (30) definiert ist, p :== rangUp und

)
(s,xDp) Z Nk/@ 2" (Rs > 1).
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Da ich keinen Beweis von Proposition 2.4 in der Literatur finden kon-
nte (Dirichlet [3] untersucht k& = Q(v/—1), Speiser [23] legt einen anderen
Aquivalenzbegriff zugrunde, Shyr [21] behandelt algebraische Tori), wird
im Folgenden ein Beweis skizziert, der eine Ubertragung des Beweises von
Zagier [29], S. 92ff, und S. 95, Aufgabe 5, sowie Borewicz-Safarevic [2],
S. 153ffund S. 170, Aufgaben 6-11, ist. Dabei wird der allgemeine Fall durch
Lokalisierung beziiglich Primidealen auf den Spezialfall hy, = 1 zurtickgefiihrt.

Daher wird alles fiir einen beliebigen Dedekindring O, C A C k durchge-
fiihrt. Sei B := A[g] der ganze Abschlul von A in K. Die Lokalisierung
eines A-Moduls M C K beziiglich eines Primideals p von Oy wird mit M,
bezeichnet. Es gilt

(5) M = (M,
p

wobei p alle maximalen Ideale von A durchlauft. o — o' bezeichne die
k-Konjugation auf K.

Nach O’Meara [15], Theorem (81:3), existiert eine k-Basis 1,w von K
und ein ganzes Ideal b von A mit

(6) B=A®bw.

Durch Lokalisieren und verwenden der Formel fiir die Diskriminante freier
Ap-Moduln erhélt man

(7) dres = 0% (w — w')*.

Sei u € O, mit u? = D (4). Dann ist M:=A® A% freier A-Modul in
B und mit dem ganzen Ideal ¢ := Ng /k(M ) gilt

2
1 “*35 F IVay 2
2

Sei M C K A-Netz (endlich erzeugter A-Modul vom Rang 2) und O :=
{a € K | aM C M} sein Multiplikatorenring; fiir ihn gilt
OM)cB, OM),=0O(M,) fir jedes Primideal p von A,

und ferner ist O(M) A-Ordnung (d.h. A-Netz und Ring mit Eins). Der von
der Menge

{det(aij) e k* ’ a;, B € K,01A® A C M, a0 AD asAD O(M),

Bi = aion + apog, a;; €k, i=1,2}

erzeugte A-Modul werde mit A'(M) bezeichnet (vgl. Borewicz-Safarevic [2],
S. 142). N(M) ist gebrochenes A-Ideal, das i.a. nicht mit der Kérpernorm

Ng (M) iibereinstimmt; bei dieser lautet die zweite Bedingung a;A @
OZQA D B.
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Sind M = 1A & A und O(M) = a1 A & A freie A-Moduln und
Bi = aj10n + a20a, a;j € k, so ist N (M) = det(a;;)A. Fir jedes Primideal
p von A gilt N (M), = N(M,). Der konjugierte Modul M’ := {/ | € M}
ist wieder A-Netz; es gilt O(M') = O(M)' = O(M). Ist a # 0 gebrochenes
A-Ideal, so folgt wegen seiner Invertierbarkeit O(aM) = O(M).

Analog zu Lemma 1 in Borewicz—Safarevi¢ [2], S. 153, beweist man

LEMMA 2.5. Fir vy€ K\ k, M := A® A~, sei
b
a
das Minimalpolynom von v tiber k und

a:=AnN %A n%a= ggT (bA, cA) Y kgV (ggT (bA, cA),aA).
c
Dann ist O(M) = A& ay.

Sind 01,02 C K A-Ordnungen und a # 0 gebrochenes A-Ideal mit
a0 = 02, so ist O = CI_102 = (1_10202 = 0105 = 01001 = a0 = Os.
Damit und mit Lemma 2.5 kann folgendes Lemma genauso bewiesen werden
wie (8), S. 155 und Satz 2, S. 156 in [2], falls A ein Hauptidealring ist. Der
allgemeine Fall wird mit (5) auf diesen Spezialfall zuriickgefiihrt.

LEMMA 2.6. (a) MM' =N (M)O(M) fir A-Netze M C K.

(b) Fliir jede A-Ordnung O C K ist G(O) := {M | M C K A-Netz,
O(M) = O} beziglich Modulmultiplikation eine abelsche Gruppe. Insbeson-
dere ist G(B) die Gruppe der gebrochenen B-Ideale.

Mit den Bezeichnungen (6) und (8) sei die A-Ordnung

Im%m:XM-X+§ (a,b,c € A)

(9) O=AdbcwCB
definiert. Durch Lokalisieren folgt
(10) NK/k(O) = C.

LEMMA 2.7. ¢ : G(O) — G(B), M — MB, ist surjektiver Gruppenho-
momorphismus.

Beweis. 1. Aus der Invertierbarkeit von Elementen aus G(QO) folgt,
dal ¢ wohldefinierter Gruppenhomomorphismus ist.

2. Sei A zunichst Hauptidealring, b = tA, ¢ = rA. Um die Surjektivitat
von ¢ nachzuweisen, geniigt es zu zeigen, dafl jedes N = A ® Ay € G(B)
(v € K\ k) unter ¢ ein Urbild hat. Sei
b

Irr(fy,kz):X2+fX—|—E, a,b,c€ A, (a,b,c) =1.
a a

Indem man ~ durch v + g,

9= 11 pE A,

pEAprim: pla, pfc
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ersetzt, kann 0.E. (a,c¢) = 1 angenommen werden. Dann existieren I,m € A
mit 7 = Im, (I,m) = 1, (l,a) = 1, (m,c) = 1. Lemma 2.5 liefert fiir das
A-Netz M := mA ®IvA

l l
OoM) = (’)<A @ myA) =A® AamQE'yA =A+Im(A+ Aay)

und wegen N € G(B)
(11) A®Aay=0O(N)=B=AdtwA,
d.h. insgesamt M € G(O). Aus (11) und ay? = —by —c folgt (M) = N. m

3. Sei A jetzt beliebig, N € G(B) und o.E. N C B. Die Menge

M :={p|p # 0 Primideal in A, p|c oder N, # B,}

ist endlich. Fiir p € M existiert nach 2. ein Ap,-Netz M(p) C K mit
O(M(p)) = Oy, M(p)By = Np. Der A-Modul M := (), M(p) N B ist
A-Netz, und es gilt
(12) M, = M(p) fir allep e M.

Zum Beweis der nichttrivialen Inklusion sein o € M(p). Fiir g € M\ {p}
ist Aq diskreter Bewertungsring und es gibt n > 0 mit

fac Alaa e M(@)} = AN {a € Ay|aa € M(@)} = AN (44q)" = 4",

d.h. es gibt aqy € A\p mit aqa € M(q). Ferner existiert wegen M (p) C N, C
By ein s € A\p mit sa € B. Wegen ([[,_qcr @q)sa € M, (I1,qer1 @q)s €
A\ pist a € M,.

Analog beweist man M, = B, fiir alle p ¢ M. Zusammen mit (12) folgt
durch Lokalisieren MB = N und O(M) =0. =

LEMMA 2.8. Fiir ein A-Netz M C K gilt
O(M)=0, BM =M < Esgibt{ € B mit cB+¢B =B, M =c¢B+¢A.

Beweis. “<”: MB = B ist klar. Ist a« € O(M), so ist a§ € M =
¢B+¢A, d.h. es gibt x € A mit (o — x)€ € ¢B. Da ¢B und ¢B teilerfremd
sind, ist « —x € ¢B,d.h. a € A+ c¢B=0.

Fir « € O C B ist ferner aM = acB + oA C ¢B+ (A+ bcw)éA =
B+ EA=M,dh acOM).

“=7: 1. Sei A zunichst diskreter Bewertungsring mit Primelement p,
b=tA, c =rA. Nach O’'Meara [15], Theorem (81:3), existiert zu M C B =
A @ twA eine Zerlegung

M=p°A®5A, 6=p' +pctw, e, f,g >0, e € E(A).

Wegen B = MB = p°B + dB sind p°® und 60" in A teilerfremd. 6/p® ist
Nullstelle von
(0 + 5’)peX 5o’

2
X7 = er er ’
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d.h. nach Lemma 2.5 ist
)
AdtrwA=0=0(M)=A EBp%EA = A@p°(p) + pletw)A,

d.h. rA = p®T9A. Damit ist
rB =p*TIA®pTIWA C pPA @ (pf 4 pletw)A = M.

Fiir e = 0 sei € := 1 € M, ansonsten & := § = p/ + pIctw € M. Wegen
B = p*B + (p/ + pIetw)B ist ferner min{e, f, g} = 0. Damit folgt in jedem
Fall rB +§A =M.

2. Sei A jetzt beliebig. Ist p|¢ Primideal von A, so existiert nach 1. ein
&(p) € By mit M, = ¢By+£(p)Ap. Durch Multiplikation mit einem Element
von A\ p kann £(p) € B erreicht werden. Nach dem Chinesischen Restsatz
existiert ¢ € B mit ¢ = £(p) mod p°*» ¢ B fiir alle p |c. Fiir diese p ist dann
(£~ £(n)) Ap C P <B, = (¢B)y, b
(13) My, = ¢By +&£(p)Ap + (£ —&£(p))Ap = (¢B + £A)p.

Fiir pfc ist O(M,) = Op = B,, MyB, = B,, dh. M, = B, = (cB), =
(¢B + ¢A),. Zusammen mit (13) ergibt sich M = ¢B + £A. Ferner ist
B=MB=c¢B+¢(B. n

LEMMA 2.9. Fir A := Oy gilt

ernol — _ Xp®) ) _.

Beweis. Nach Lemma 2.8 ist
V: E(Ok/cOk) — Kerng, €¢modcOx — ¢Ok + £Ok,

wohldefinierter surjektiver Gruppenhomomorphismus. FEr hat den Kern
E(0O/cOk). Der kanonische Homomorphismus

Or — 0/cOkg, x— xmodcOk
ist surjektiv und hat den Kern Op N ¢Ok = ¢. Es gilt also
(14)  [Kern¢| = |E(Ok /cOk)| : [Kerntp| = |E(Ok /cOk)| : |E(Ok/¢)].

Mit der Verallgemeinerung der Eulerschen ¢-Funktion (Narkiewicz [14], The-
orem 1.8) und der Definition von x7, folgt

1
|E(Ok/cOk)| = N jg(cOk) WHOK <1 - NK/Qm>

(i) 65)
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1EOr/0)l=N©O]] (1 - JVZO))

ple
und damit aus (14) die Behauptung. m

Wie bei Narkiewicz [14], Chap. III, §5, Bem. 4 der 1. Auflage von 1974
zeigt man, daf} es eine Untergruppe U C k* gibt, sodafl die direkte Zerlegung

(15) k*=EOy)oU

gilt.

Zwei Op-Netze My, My C K heien dquivalent im engen Sinn (M ~eng
My), wenn es § € K* gibt mit N, (§) € U und My = EMo.

Sei v(D) := [{a € E(Ok) | Ng/i(a) = 1} : {a € E(O) | Ngi,(r) = 1}].

LEMMA 2.10. Fir die in (2) definierte Gruppe gilt
Up ={a € E(O)|Nk/r(a) =1}, v(D) < o0,
|G(O)/~eng| = |G(Ok)/~eng| - 7(D) : v(D).

Beweis. Die Endlichkeit der Aquivalenzklassen-Anzahlen wird sich aus

dem Beweis von Lemma 2.12 ergeben. Da U Gruppe ist, kann auf G(O) :=

G(O)/~eng und G(Ok) := G(Ok)/~eng vertreterweise die Multiplikation
definiert werden. ¢ induziert einen Gruppenhomomorphismus

¢:G(0) = G(Ok),  [M]eng — [MOkleng,

der nach Lemma 2.7 surjektiv ist; [M]eng sei die Aquivalenzklasse von M.
Mit der Untergruppe G := {0k | £ € K*, Nk (§) € U} C G(Ok) gilt
dann unter Verwendung von U N E(Oy) = {1},
)

G(O)/{[M]eng | (M) € G} = G(Ok),
Kern ¢/{§0|§ € E(Ok), Ni/i(§) = 1} = {[M]eng | (M) € G},

{§ € E(Ok) | Nk/i(§) = 1}/{¢€ € E(O) | Ng/i(§) =1}

= {£0|¢ € E(Ok), Ng/x(§) =1}
Mit Lemma 2.9 folgen daraus die beiden letzten Behauptungen.

Ist « = (x+yVD)/2 € Up, soist a +a' =z € O und ad =
(22 —y?D)/4 = 1 € Ok. Daraus folgt @ = z +tw € O = O} @ bw
und mit (7) und (8), y?c?b?(w — w')? = (a — )20, = t*(w — W')20y, d.h.
t € ycb C ¢b und damit o € O. Ebenso folgt o’ € O und damit o € E(O).
Die umgekehrte Richtung wird analog bewiesen. m

Sei Mp := {M € G(O)| M freier A-Modul}. Jede Aquivalenzklasse aus
G(0), die Mp schneidet, liegt ganz in Mp.

LEMMA 2.11. Hat k ungerade Klassenzahl hy., so gilt

|G(O) | = hi|Mp/~engl-
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Beweis. Beziiglich der durch

M = Ms :< Es existiert ein Automorphismus o
des k-Vektorraums K mit M; = (M)

auf G(©) definierten Aquivalenzrelation ist M p eine Aquivalenzklasse. Jede

~eng-Aquivalenzklasse liegt in einer ~-Aquivalenzklasse. Sei [[M]] die ~-
Aquivalenzklasse von M. Fiir a € G(Oy) ist die Abbildung

GO) - GO), M — aM,

wohldefiniert und bijektiv; Aquivalenzklassen beziiglich ~eng und ~ bleiben
unter ihr erhalten, d.h.

ooo1= > 1 fiir M eGO).
[Nleng C[[M]] [Pleng Cl[aM]]

Sind My, My € G(O), so existieren nach Narkiewicz [14], Theorem 1.13,
gebrochene Ideale aj,ay € G(Of) mit My = O @ a1, My = O @ aqg,
wobei & die Isomorphie von Og-Moduln bezeichnet; sie kann jeweils zu
einem Isomorphismus der k-Vektorraume K und k @ k fortgesetzt werden.
Quadrieren ist auf der Idealklassengruppe von k ein Isomorphismus, da sie
ungerade Ordnung hy hat. Es gibt daher a € G(Oy) und 0 # « € k mit
aa?a; = az. Wegen aM; = a®aa; folgt aus [14], Theorem 1.14, aM; = Mo,
d.h. aM; =~ Ms nach Fortsetzen des Op-Modul-Isomorphismus zu einem
k-Automorphismus von K. Insgesamt gilt also

1= >,

[Neng C[[M1]] [Pleng C[[M2]]
GO)N= > 1 Y 1=|GO)/~] [Mp/~ens.
[[M]]eG(O)/~  [NlengC[[M]]
Sei M, € G(O), Moy = O P ag, ag € G(Ok) Fir aq,a5 € G(Ok) folgt aus
den oben zitierten Sétzen
[[ay Mo)] = [[aaMo]] < aray ! ist Hauptideal
und damit |G(O)/~| = hi. =
LEMMA 2.12. Ist hy ungerade, so gilt
h [E(Ok) : N /i(E(Ok))]
h(D) = TEA(D) e T T
hy {a € E(Ok)| Nk/x(a) =1} : Up]
Beweis. Die folgenden Schliisse sind analog zu denen in Zagier [29],
S. 92ft.
(1) Fir M € Mp, M = Ora @ O3 folgt aus

2
Ok = di (M) = N /u(M)?dgc i

a o

BB
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mit (8) und der Invarianz von (a8’ — o/()/v/D unter Konjugation

af —ao af —ao
B\/T)ﬁ ck* und %»‘Dﬁok —NK/k:(M)C )
d.h. es gibt genau ein n(M) € Y mit
/ /
16 N (M)t = n(M)0p, =90 g
(16) K/k(M) n(M)Oy, (VD (Ok)

Die Oy-Basis (a,3) von M heifit positiv orientiert, falls aff’ — o'f =
n(M)v'D. Jedes M € Mp hat eine solche Basis («, 3), und fiir sie wird
definiert
Nijelax +By) — ad/ 5 o +a'B CE
fM,oz,B(x7y) = n(M) - ’I?,(M):L‘ + TL(M) $y+n(M)y .
Wegen der positiven Orientiertheit der Basis hat diese quadratische Form
die Diskriminante D. Man bezeichne ihre Koeffizienten mit a, b, c. Ist

Trr (ﬂk) — X2+ x4 2 psteo,,
o t t
so folgt aus Lemma 2.5, (10) und (8)

O=0M)=0r® ag, a=ggT(rO, s(’)k)*lkgV(ggT(r(’)k, sO),tO),

(0 — /B 4n(M)D
(aa)? ()2’

DOk = NK/k(O)sz/k = dK/k<O) =a
d.h. a = aQy. Damit ergibt sich
a0 + b0y, + Oy, = a((’)k + gok + ‘zok>

a
= ;ggT(tOk,ggT (rOk, s0y)) = O.

fM a,p ist also primitive quadratische Form tiber Oy mit Diskriminante D.

(2) Seien M; € Mp, i = 1,2, im engeren Sinn #quivalent mit positiv
orientierten Basen (o, ;). Ist A € K*, Ng/p(X) € U, My = AMa, so
existiert (P 9) € GL2(O),) mit

631 vow )\ P2)°
ist fary 00,82, Y) = fide,a0,8, (0T + vy, qr + wy) und wegen der positiven

Orientiertheit n(M;)vVD = (pw — qu)n(M;)vVD, d.h. pw —qu = 1. Also
sind far,,a,,8;,, ¢ = 1,2, dquivalent.
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Ist Ap die Menge aller primitiven quadratischen Formen tiber Oy mit
Diskriminante D, so ist also die Abbildung

D : MD/Neng - AD/N7 [Ml]eng - [fM1,a1,ﬁ1]7

wohldefiniert.
(3) Die Aquivalenzklasse jedes Elements von

= {ax® + bay + cy? | aOy + bO + cOy, = Oy, b* — 4ac = D,
a € Ng/p(K*)U}
ist stets ganz in A7}, enthalten (a # 0, da D kein Quadrat ist), und es gilt
Bild® = A}, /~.
Dabei ist die Inklusion “C” trivial. Umgekehrt, sei

S
S

f=ax® +bay+cy®? € Ay, M:=0p OB, B:= € K\ k.

Aus Lemma 2.5 folgt O(M) = Oy @ afO. Wegen aff € O = O, @ bw ist
af =z +yw, r € O, y € b. Aus (7) und (8) folgt DOy = (af’ — aB)?Oy =
Dy?b6=2¢72, d.h. yOy, = bc. Daraus folgt O(M) = O, d.h. M € Mp.

Seien A€ K*, z€U, mit a:NK/k()\)z_l. Man definiere o := A\, B1:=\S.
Mit (16) folgt, daB (1, B1) positiv orientierte Og-Basis von My : =AM € Mp
ist mit z=n(M,). Ferner ist far, a,,8, =f, d.h. [f]=P([Mi]eng)-

@ ist injektiv. Dazu sei f € A}, und M; wie oben. Hat M € Mp die

positiv orientierte Basis (&, 3) und ist fri~5=F, soist
o T g &\ (il
§=2 und M = (0 ® §05) = LMy mit NK/k((;‘) _n0D) oy

d.h. M ~eng Mi. Ist nun M e M p mit positiv orientierter Basis (5, E) und
D([M]eng) = [f], so existiert (P 7) € SLy(O) mit f = f_ ::E(px + qy,vx +
M

CRE

positiv orientierte Basis von M , d.h. nach dem eben Bewiesenen M ~eng M.
Insgesamt ist

(17) IMp/~engl = |AD/~|.
(4) Durch
fi = ez +bizy 4 a1y = fo = apx? + bowy + coy® 1= ay/ag € Ny (K™ )U

wy) = fﬁ,&,ﬁ; dabei ist

ist auf Ap eine Aquivalenzrelation erklirt mit fi ~ fo = f1 & fo.
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Sei L. € Ap/~und f=e 1222 +... € L, e € E(Oy), 2 € U. Dann ist
die Abbildung
‘C - "4‘*De27 g - eg?

bijektiv und mit der ~-Aquivalenz quadratischer Formen vertriglich. Wegen
Mpe2 = Mp ist also nach (17)

(18) £/~ =|Apez/~| = IMbD/~engl,
dh. [Ap/~| =|Ap/=| IMD/~eng|
Die Abbildung
Ap/~ — k*/Ng (KU, f=az®+...— amod Nk, (K*)U,

ist bijektiv, da ex? + uxy + “2_Dy2, e € BE(Oy), u?> = D (4), auf e mod

4e
Nk i (K*)U abgebildet wird. Aus (18) folgt
(19) WD) = |Ap/~| = |Mp/~eng| - [E" : Nic/1(K*)U].

(5) Fiir den Gruppenhomomorphismus Ng i, : E(Ok) — E(Oy) gilt

wegen der endlichen Erzeugtheit von F(Oy)
E(O)? C Bild N/ C E(Oy),
(20) m := [E(Of) : Bild Ng /] < [E(O%) : E(Oy)?] < o0,
E(O) — k*/UBild Nk, a— amodl Bild Nk /4,
ist surjektiver Gruppenhomomorphismus, der Bild N, als Kern hat. Sei
v := [Nk, (K*)U : Bild Ng /,U]. Dann ist also
=m/v < o0.

Ist Ng/p(as), oy € K*, i = 1,...,v, vollstindiges Reprisentantensystem
von Ng/,(K*)U/Bild Nk U, K C G(Ok) Aquivalenzklasse im weiteren
Sinn, A € K, so ist oA, i = 1,...,v, vollstdndiges Reprasentantensystem
von K/~eng, d.h. |K/~eng| = v. Ist hi die Idealklassenzahl von K im
weiteren Sinn, so gilt also
(22) IG(OK)/~eng] = vhic.
Aus (19), (21), (22), Lemma 2.10 und Lemma 2.11 folgt schliefflich

m G(O)|m m h
(D) = Mo/l = 2N — B

Beweis von Proposition 2.4. Die Numerierung der Korperho-
momorphismen sei wie folgt:

01(D)>0,...,00,(D) >0,0,,41(D) <0,...,0.(D)<0, 0<r; <r

D). =
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Die Vorzeichen der Wurzeln seien so gewahlt, daff gilt

Voi(D) = ois(D), r+l1<i<r+s.
Fﬁra:x+y\/ﬁe[{, z,y € k, sei
oi(a) :=oi(x) + 0;(y)\/0oi(D), 7i(a) = 0i(z) —oi(y)\/oi(D),
1<i<r+2s.

Dann sind o, gi fir 1 <4 <y die reellen und fir r; +1 <4 < r 4+ 2s die
komplexen Q-Einbettungen von K in C. Sei v’ := 2ry, 28’ := 2n — 2r;. Es
gilt

0; =0y firrm +1<i<r,
§i=5i+s firr+1<i<r+s,
(23) -
0 = Oiys firr+1<i<r+s,
Gi(a) =5i(a!) fir1<i<r+2s ack.
Sei

(Kern Ng /)" == {a € E(Ok)|a™ € Kern Nk, fiir ein m > 1}.
Die Torsionsfreiheit von E(Ok)/(Kern Ng /)" und T'((Kern Ng/p)*) =
T(E(O)) liefert mit dem Hauptsatz {iber endlich erzeugte abelsche Gruppen
E(Ok) = (Kern Ng /)" © (€1) © ... © (e1),
(24) (Kern N )" = T(E(Ok)) © (m) © ... © (np),
E(Ok) =T(E(Ok)) ® (m) ©...0 (1) © (1) © ... © (e1).

Der Dirichletsche Einheitensatz ergibt mit E(Ox)/Kern N/, = Bild Ny,
und (20)

| =rang E(Ok)/Kern N ), =rang E(Oy) =r+s—1, p+l=r"+s—-1,

d.h. p=ry +s.
Fiir 1 < j <p und eine Q-Einbettung o : K — C ist
(25) o (ny)o ()] = 1.
Mit (23) ergibt sich daraus
(26) loi(n;)| =1 firm+1<i<r, 1<j5<p,

(27)  log|oi(Nk k(eq))| =log|oi(eq)? firrm +1<i<r, 1<qg<lL

Nach (23) besteht die Regulatormatrix von K aus zwei Spalten, wobei in
der ersten die Matrizen
Ay = (log[5;(nj)) 1<i<r s A2 = (log[Gi(nj)|*) ri+1<i<r
1<j<p 1<j<p

As = (log |64(n;) 1) r41<icrss,
1<j<p
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Ay = (log|a:()]) 1<i<r s As = (log|ds(nj)[*) ri1<i<ris—1
1<5<p 1<5<p

und in der zweiten die entsprechenden Matrizen mit ¢4, 1 < g <[, statt n;,
1 <j <p, vorkommen. Wegen (25), (26) und (27) ist

Ay =0, A1 +A,=0, (erste s—1 Zeilen von A3) + A5 =0,
d.h.
(28) Rix = R; - R
mit

Ry = absdet*((log |5:(n;)]) 1<i<r, > (10g |55 (0;)]?) rr1<i<rts )
1<5<p 1<5<p

Ry = |det(log |03 (Ni/k(eq)))1<ig<ris—1] - 271
Aus (24) folgt
Bild Ng, = T'(Bild N i) © (Ni/x(€1)) © ... © (Ngi(e1)),

d.h. Ry ist der Regulator von Bild Nk ;. Da der Regulator von E(Oy) auch
der Regulator Ry von k ist, folgt

i}

Ry’

Da (Kern Ng/;,)* /Kern N/, eine endlich erzeugte Torsionsgruppe ist, folgt
mit Lemma 2.10

(29) [E(Ok) : Bild Ng ] = [T(E(Oy)) : T(Bild Ng )]

p = rang(Kern Nk ;)" = rang Up
und die Existenz einer direkten Zerlegung

Up =T(Up) ® (1) ©...0 (By).
Mit
(30)  R(D):=absdet ‘((log|a:(8;)]) 1<i<r  (log |5 (6)) %) r+1<i<rrs )
1<j<p 1<j<p
und da R; Regulator von (Kern Nk /5,)* ist, gilt
R(D)

[(Kern Nye/i)" : Up] = [T(E(Ok)) : T(Up)] R

Einschriankung von Nk, auf (Kern Nk /5,)* liefert
(Kern Nk i,)" /Kern N /3, = T(Bild Nk /)
und damit
T (Up)| - [Kern Ngc/y, : Upl|T(Bild Ngc /)|

(31) R(D) =Ry IT(E(Ok))|
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Mit der Klassenzahlformel fiir Zahlkoérper ([2], S. 336, Satz 2) folgt aus
Lemma 2.12, (28), (29), (31), Lemma 2.2, (8), Lemma 2.9, und Lemma 2.1
[E(Ok) : Bild Ny )Ress=1 S ()| T(E(OK))lldic gl
[Kern Ny - Up] | 27+ Ry
" 2" TS TS Ry
Ress—1 G ()T (E(Or))|ldy |2
_ | TWp)lldka|"/*|Nku(D)|'/?
R(D)2prn—

Da xp und xp Idealklassencharaktere im engeren Sinn sind und keine

Hauptcharaktere, sind L(s, x},) und L(s, xp) Heckesche L-Reihen und damit
ganze Funktionen (Landau, [11], Satz LXIII). =

(D) =

L(I;XD)-

3. Der Spezialfall p = 1. Erfiillt £ die in Abschnitt 1 genannten
schérferen Voraussetzungen, so ist fir D € D

r=n, =1 s=0, p=1,

(32)
kE,K CR, oy =idg, T(K*)={+£1}.
Ferner ist
(33) Up ={+1} © (ep), R(D)=logep,
mit eindeutig bestimmtem ep > 1. Fiir o = (u 4 vv/D)/2 € Up gilt
(34) 1<a§x©2<u§x+x_1,v\/ﬁ>0.
Fiir D,u,v € O, u?> —Dv?> =4, u>2,2<i<ngilt: v#0, D >0 und
(35) 0i(D) <0< |o;(u)| < 2= D kein Quadrat in Ok.
Fiir die Halbgruppe V :=U N Oy, gilt
(36) Ox \ {0} = E(Ok) © V.

Fiir D, € D, K := k(v/D1), x > 2, definiere man
(37) Sk :={(D,u,v)| D € Oy, Diskriminante, k(VD) = K, u € Oy,
veEV, P —DvP=4,2<o0(u) <, |oj(u) <2, i=2,...,n}.
Dann ist fiir 2’ := (x + V22 — 4)/2
1Sk | = > {(D,u,v) € Sk | +(u+vVD) =a}|.
a€Kern Ng /5: 1<a<a’ oder 1<a— 1<z’

Ist a fest, (Di,u1,v1) € Sk, (uy +v1vVD)/2 = a, so ist der Summand
wegen (36)
< > 1 < mo((u} —4)0x) < Ny jo((u? — 4)0k)° < 2.
(D,v)€Ok xV: u?—4=Dv?
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Nach Lemma 2.10 ist [Kern Nk, : Up,] < oo, d.h. KernNK/,C ={x+1}0(e

e=(y+2vD1)/2 > 1. Dabeiist y =c+¢& € O, y> — D122 = 4ee’
d.h. 2v/Dy1 >0,y > 2, o;(y)] <2,i=2,...,n, und damit ¢ > y/2.
Das Bild von Oy unter der Abbildung

(38) ¢:k—R" a—'o1(a),...,on(a)),
ist ein Gitter in R”. Daher ist ¢ > u(k) > 1 und

2
4,

9. loga’

38.
log u(k)

(39) |Sk| < ¢ > 1<z Lz

a€Kern Ng/p: 1<a<z’
Ferner ist ep, = &' fiir ein [ € N und damit
(40) epy > (k) > 1
fiir alle Dy € D. Fiir ein Ideal q # 0 in Oy, definiere man
T, := {K |Es gibt D € D mit K = k(VD), dg 1 = q}.
Fiir K, K, € T, existieren Dy, D, € Dmit K = k(v/Dx), K1 = k(1/Dx,),
und nach (8) ganze Ideale ¢, ¢x, mit DOy = qck, Dk, O = qc, . Da
hx ungerade ist, existiert [ € k* mit D1;<D;(]1L(’)/rC = (ckc;(i)2 = 2.0, d.h.
es gibt e € E(Of) mit Di = exl% D, . Fiir festes K ist die Abbildung
T, — E(Or)/E(O)?, K — exmod E(O)?,
injektiv. Damit gilt
(41) Ty < [E(Ok) : E(Ox)*] < 1.

4. Beweis von Satz 1.1. Fiir x > 1 gilt mit (34) einerseits

(42) Spu(2) : = > (h(D)logep)™

DeD,acUp: 1<alz
= > (h(D)logep)™
DeD, u,ve®y,: u2—Dv2=4, 2<u<z+z—1, vvVD>0
und mit (33) andererseits
(43) S (z) = > (h(D)logep)™ = Om(z'/").
DeD,leN: e <a 1>1
Die Summe
S () = > (h(D)logep)™

u?—Dv?=4, N(v)<2" 'z
2<oq(u)<z, |o;(u)]|<2,i=2,...,n

ist wegen (35) wohldefiniert; wegen (36) und da ¢(Oy) C R™ Gitter ist (siehe
(38)), ist S, (z) endlich.

DeOy, Diskr., u€ Oy, veEV:
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Seien (Dj,uj,v;),1 < j < N, die Tripel, iiber die in S,,(z + z~') sum-
miert wird. Wegen (35) ist D; € D und es gibt genau ein e; € E(Oy) mit
e?Dj € D, ej_ ; 2D > 0. Dann sind (e Dj,uj,e; '), 1 < j <N,

genau die verschiedenen Tripel, iiber die in (42) summiert wird, d.h. es gilt

(44) Sn(a) = Y (h(e2D))loge,zp, )"

<
Il
_

I
1= 1=

(h(Dj)logep,)™ = Sp(z+27").

<.
Il

Seien D;jmod40;, 1 < j

0 # v € Oy, seien mU( )
4+ Dj?)z (4112).
Mit dem Chinesischen Restsatz und (z — 2)Oj + (x + 2)Oy | 40y, folgt
sj(v) < Nijo(40%) - [{zmodv? |2® = 4 (v*)}|
< H |{l‘ mOdonrdp v ’ =49 (p2max{ordp v—ordy 2,0})}|
plv
< H 2Nk/@(p)2 ordy, v—2 max{ord, v—ord, 2,0} < 2w(v0k)Nk/Q(4Ok)a
plv

EI/\

L, die Quadrate in O /40;. Fir 1 < j < L,
od4v? 1 < i < sj(v), die Lésungen von x? =

wobei w(a) := 2, 1ist. Mit 7y(a) == 3, _,1 gilt wie im rationalen
Fall

(45) 2¢00) < () < N(a)5, s;(v) < N(v)°.

Sei fy4i(t) = 16022 + 8my;t + (m?;, — 4)/v? € Ok[t]. Dann gilt fiir 0 £ v €
Ok, 1 <j < L,u€ O,

(46)  u® — Dv? = 4 16sbar mit einem D = D; (4)
& Bs gibt 1 <i < s;(v) mit u = m;; (407).

LEMMA 4.1. Fir jedes Primideal p{2 zerfdllt f,;;modyp im algebra-
ischen Abschlufs von Ok /p in ein oder zwei verschiedene Linearfaktoren;
insbesondere ist es nicht das Nullpolynom mod p.

Beweis. Wegen p{m;;Oy + vOj, hat f] .i,j mod p keine oder eine Null-
stelle, die nicht Nullstelle von f, ; ;jmodp ist. m

Fiir ein ganzes Ideal a # 0 von O sei M (a) vollstandiges Reprasentan-
tensystem von Oy /40y. Fir 0 #v € Ok, 1 < j < L, sei

(47) SJE(S) 3 (fvzj )

=1 aeM/(a)
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((4) ist fiir beliebiges D € O sinnvoll). Wegen f, ; j(a) = (m3; — 4)/v* =
D; (4) ist f,; ;(a) immer Diskriminante. Die Definition ist unabhéngig von
der speziellen Wahl von M (a), da das Gewicht 4a-periodisch ist.

LEMMA 4.2. Fir ein Primideal pt2 und einen Charakter ¢ von (Ok/p,+)

gilt
5 (42)e

amod p

Beweis. (5) ist Charakter von ((O/p)*, ) (Hecke [5], S. 196) und nicht
der Hauptcharakter. Aus den Weilschen Charaktersummenabschatzungen
(Schmidt [19], Lemma 2C, S.11 und Theorem 2C und 2G, S. 43 und 45)
zusammen mit Lemma 4.1 folgt die Behauptung. =

< 2Ny g (p) /2.

Fiir ein ganzes Ideal a # 0 definiere man K(a) := ;|4 ord, a ungerade P-

LEMMA 4.3. Sei 0 # v € O, a # 0 Ideal von O, 1 < j <L, 1<i<
sj(v), R wollstindiges Reprdsentantensystem von Oy/4a, ¢ Charakter von
(Ok/4a,+). Dann ist

> (2441 o) < Wi(a) ol (@) 2240,
a€ER

Beweis. Seien 4a = pi*...py"*, a = pi'...p;* Primidealzerlegungen.
Nach dem Chinesischen Restsatz existieren die Isomorphismen der folgenden
Gruppe und ihrer Dualgruppe:

OR/4a 22 O,/p% @ ... & OR/p,  (On/4a) = (O4/p) O ... O (Or/p).

Die abzuschétzende Summe S ist unabhéngig von R und damit

(48) S = Z H<f””bl > 1 (by)

b, mod pi” Ltl=1

. Forig (b) \* t
=11 > ( Ll > oi(br) = ][ 5

I=1 by mod p'" P 1=1

wobei ¢; der durch ¢ auf Oy/p;" induzierte additive Charakter ist. Tri-
vialerweise ist

(49) S < D 1= Niglpy):

by mod p;*
Ist p;12, ¢; ungerade, so ist a; = ¢; und

- Y ¥ (PN

dmod P cepz/p
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-2, (550w 2 ot

dmodpl (-epl/p

Ist ¢; auf der Untergruppe p;/p;" C Ok /p;" nicht der Hauptcharakter, so
verschwindet die zweite Summe und es ist S; = 0. Im anderen Fall kann
¢, als Charakter von Oy /p; aufgefaft werden, und mit Lemma 4.2 folgt
|Si| < Nk/Q(plclfl) - 2Ny 0(p)'/2. Aus (48) und (49) folgt damit

15| < 11 Nijo(p)® 1T 2N /g (p) ™ /2

l: p;|2 oder ¢; gerade l:p; 12, ¢; ungerade
< Ny (6) Nijo(K (a))7/724() . u
Sei ay, ..., a, eine feste Z-Basis von Oy.

LEMMA 4.4. Sei 0 #£ v € O, a # 0 ganzes Ideal, 1 < j < L, 1 <<
sj(v). Dann ezistiert eine Z-Basis (1, ..., [y von 4a mit §; = apar + ...+
agay, ag € Z, L =1,....n. Fir 0 < w < v <oyl -1,1=1,...,n,
e € E(Oy), gilt

Z (fv,i,j(e Za?:l aﬂl))

u <ty <v, l=1,...,n

< N(a)N(K(a))~/?2¢®) Jog" N (4a).

Beweis. Die Existenz der Basis (,..., 3, folgt aus Theorem 35 von
Hecke [5]. Nach Theorem 36 in [5] ist N(4a) = |a11 ... an,| und

n
(50) R = {eZal:m‘:I;leZ,O§x1<|a”|,l:1,...,n}
=1
vollstédndiges Reprasentantensystem von Oy /4a. Seien of, ..., o) und 57, ...
.., B, die dualen Basen zu og,...,0, und 51,...,3,. Dann sind O} =

AGZ&...dafZund (4a)* = [{Z& ... 8 5 Z die dualen Moduln zu Oy, und
4a (Lang [12], S. 57, Proposition 1). Ist 8f = Y7 _ binad,, bim € Q, so gilt

o = Spk/@ ﬁl ﬁt Z Z blmatuspk/(@ a, au Z bim tm,,

m=1u=1

1<t <n.
Da (ay, ) untere Dreiecksmatrix ist, ist also (b, ) obere Dreiecksmatrix, d.h.
(51) bim =0 firl>m, by=ay;" firallel.
Fir z1,...,2, € Z bzw. A1,..., A\, € Z sei

F(z1,...,2p) = (f%m’(e Za?:l ()él.l:l))’
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13()\1,...,)\”) = Z F(xl,...,xn)e( i bmrkmxr)

0<z 1 <layl, I=1,...,n m,r=1
n
= E F($17-~~,$n)6<spk/<@(7 E 6041901)),
0<z;<]ayl,l=1,....,n =1

Y=7(A1 . Ania) =7t Y B A € (4a)".
m=1

Dabei ist e(x) := 2™, ¢(a) = e(Spx (7)) ist Charakter von (O /4a, +).
Mit (50) folgt aus Lemma 4.3 fiir alle A\1,..., A\, € Z

(52) P, h) =3 (‘W)qﬁ(a) < N(a)N (K (a))~1/22¢().
aER

Aus (51) und der Orthogonalitétsrelation folgt durch Auswerten der Sum-
men von innen nach auflen

Z Z e( En: bmr A (T —tr)>

0<Ai<]ai1] 0<An<|ann| m,r=1

_ { la11 ... app|  fir (z1,...,20) = (L1, ..., tn),
0 sonst

fir 0 < t),2; < ]a”|, ti,xp € Z,1 =1,...,n. Damit gilt fiir 0 < ¢; < |all\,
teZ,l=1,...,n,

— |a11 .. ann| "t 5 Fh,... ,)\n)e< -y bm,«/\mtr).
o< <lay],l=1,...,n m,r=1

Seien w;, v; wie in der Voraussetzung, A1,..., A, € Z. Mit (51) und ||z| :=
minjez |z — 1] gilt

(54) \G(/\l,...,)\n)\::) S e(— zn: bmr)\mtr)

ulgtlgvl,lzl,...,n m,r:l

IS (3 )

r=1 u'r‘gtrgvr

n 1 r 1
< Hmin{\aw|, §H Z bmr)\mH }

r=1 m=1

Summation iiber A, liefert fir A\q,..., \p_1 €Z
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> G Ao A

0<An <|annl

n—1 T
—1
< Hmin{|arr‘7H mer)\mH }
r=1 m=1
X Z min{|ann|,

n—1 4
> b + aida| -}

0<An<|ann| m=1
n—1 1
< [ min{ }.2<yam\+ > la |>
r=1 1<i< S lana] "
n—1
< H min{ }|ann,|log(|anns| + 2)
r=1

mit <-Konstante unabhéngig von b,,, und A1,...,A\,—1. (n — 1)-fache
Wiederholung dieses Schlusses liefert

3 GO, An)| < [ laul log(lau| +2).

o<\ <laul,l=1,...,n =1
Damit folgt aus (53) und (52)

Z F(ty, ... tn)

u<t;<vg, l1=1,...,n

= a1y - . Gpn] > FOd, . 2)GO, o A)
0§A1<\a”|7l:1,...7n

& a1 .. apn| IN(a)N (K (a))~1/229(@) > IG(A1y .., M)
ng\l<|a”\,l:1,...,n
< N(a)N(K(a))~ /229 1og™ N (4a). =
LEMMA 4.5. Fiir jedes Gitter I' C R™™! existiert eine Konstante ¢ > 0

mit der Eigenschaft: Fiir alle x =*(z1,...,7,_1) € R gibt es y € I' mit
zi—c<ly; <x;+c,i=1,...,n—1.

Beweis. Wahle fiir 2¢ die Kantenléange eines achsenparallelen Wiirfels
mit Mittelpunkt 0, der ein Fundamentalparallelotop von I" enthalt. m

LEMMA 4.6. Ist G C R™ Gitter mit Basis z1,...,z, und Fundamental-
parallelotop

f::{l;/\m}og)\ml, )\ZGR}
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und H C R™ Hyperebene, so existiert 1 < lop < n mit der Figenschaft
HANEZ|(v+ Az, + F)NH 0} <n firalley € G.

Beweis. Angenommen, die Behauptung ist falsch. Zu jedem 1 <[ <n
existieren dann vy € G, w € Z, || > n, w,u; € F mit v + w,y +
ez +up € H.o Ist H die zu H parallele Hyperebene durch 0, so ist also
xp =z + (v —w) € H. Fiir z € R™ bezeichne z(¢) die j-te Koordinate
von z in der Basis z1,...,2,. Nach Definition von F ist ]ul(]) l(])] <1
fir alle j =1,...,n, d.h.

55) (20 =t @ —w) D) > n—1, 2@ = | —u)P] < 1

fiir j £ 1.
Da z1,...,z, im (n — 1)-dimensionalen affinen Teilraum H liegen, existiert
0# (b1,...,by) € R"mit > ;" | by = 0. Nimmt man o.E. |by| > |ba], ..., |by]

an, so ist by # 0 und aus ) -, blx(l) =0 folgt mit (55) der Widerspruch
bal(n = 1) < byt = \szx?”\ >l < al(n = ).

LEMMA 4.7. Fir 0 #v € Ok, a # 0 ganzes Ideal, 1 < j < L, 1 <i <
sj(v), A< B,l=1,...,n, V:= H?:l(Bl — Al) gilt

-2 ()

A1<01(a)<B1
a€Ok: A<oy(a)<By,l=2,...,n

_< 2 <fv’i7aj(a)>>N(4a)\gk/@\1/2

acEM(a)

+O((V=/" L 1)N(a)N(K (a)) /2% log" N (4a)),
Z (fv,zg(a)> < N(a)N(K(a))_1/22“’(“).

acEM(a)
Beweis. Mit (38) ist I" := ¢(Oy) C R™ Gitter und I := ¢(4a) Unter-
gitter von I'. Man definiere die Abbildung
Y :E(Oy) =R a—tlogloi(a)l,...,log|o,_1(a)|).
Nach dem Dirichletschen Einheitensatz ist ¢ (E(O})) Gitter in R"~!. Nach
Lemma 4.5 existiert dazu eine Konstante ¢ = ¢(k) > 0, sodal e € E(Oy)
existiert mit
—log(B;— A;) +log V" —¢ < log |oy(e)| < —log(B; — A;) +log V™ +-¢,
l=1,...,n—1.
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Fir
L (AlUl(e),BlO'l(e)), falls 0'1(6) > 0, .
(Cu Du) = { (Bioule), A(e)), falls oy(e) <0, L= Lo
gilt damit
e~V < (B = Alo(e)| =Dy = Cr < eV, l=1,..m -1,
H(Dl -C) =V,
=1

n—1
e—c(n—l)Vl/n <D,—C,=V H(Dl _ Cl)—l < ec(n—l)Vl/n‘
=1

Im Folgenden wird der Fall 1(e) > 0 behandelt. Man setze
. (e~ 141
B(z) == (f”“(e ¢ (x))> fir z € I

a

x; = ¢(ay), L =1,...,n, ist Basis von I" und y; := ¢(8;), l = 1,...,n, ist
Basis von IV mit y; = appx1 + ... +ayxy, [ =1,...,n. Sei

fﬁZ{ZMZxZ‘OSMl<’aZl|a :U'ZGRa lzl?"'an}a
=1

Q := (C1,D1] x (Co,D3) x ... x (Cyp, Dy,).

Dann wird R™ durch die Mengen y + F, y € I, liickenlos und iiberschnei-
dungsfrei iiberdeckt, und es gilt

(56) = > (L) = 5 g

. Ci1<o1(a)<D;
a€0y: Ci<oi(a)<Dy,l=2,...,n

- Y Y X > o).
yel:y+FCQ z€lN(y+F) yeI'’: (y+F)NOQ#D zeI'NMQN(y+F)

0Q) bestehe aus den Hyperebenenflachenstiicken S;, [ = 1,...,2n. Sei H,
die Hyperebene, in der S; liegt. Der zweite Term von (56) hat dann den
Wert

R=> R,

(57) =1

R, = Z Z d(x).

yel’: (y+F)NS1#0, (y+F)N(S1U...US;_1)=0 zeI'NQN(y+F)
Fir festes 1 <1 < 2n existiert zum Gitter G := @;”:1 Zlajjlzjeinl <t <n
mit

(58) HANEZ|(y+ MNay|z, + F)NH, #0} <n fiir alley € G.
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Bezeichnet P die Projektion von R™ auf @, 2, Ram lings x, und setzt man
x=1a + px,x = P(x), so gilt

(59) R[< Y [I@))
' eP(I'NQ)

mit I(z') = I(2',¢,1) == >, (2’ + px,), wobei iiber alle i € Z summiert
wird, zu denen es einy € I’ mit (y+F)NS; £ 0, (y+F)N(S1U...US;—1) = 0,
x' + px, € (y+F)NQ gibt. Wegen max;<,<,(D, — C,) < VY™ und da P
lineare Abbildung ist, gilt

(60) \P(I'NQ)| < ((@me> N PQ ‘ < (VVm 4 1)L,

Fir 2’ € @m# Zxpm,y € I, folgt aus der I''-Periodizitdt von @(x)

I(z',y) == Z D(z' + px,)
MEL: x' +px, €(Yy+F)NQ
= > D((z — y) + pa,).

REZ: (z/ —y)+px, EFN(Q—y)

Da F N (Q — y) konvex ist, existieren ganzzahlige 0 < u, < v, < |a,,| und
0<u, < ’amm‘a m 7£ t, mit

I(z',y) = Z @( Z tmxm>.
U, <t, SV, b =Upn , MFEL m=1

Mit Lemma 4.4 ist also I(z/,y) < N(a)N (K (a))~/22¢() log" N(4a) =: E.

Damit ist

(61) I(z') = > I(z',y) < E|M(2")]
(y+F)NS1#£0

Ve (44 F)N(S1U.-.US_1)=0

mit M (2') :=={y € I'"| (y+F)NH; # 0, es gibt p € Z mit 2’ +pz, € (y+F)}.

Sei 2/ = Zm#(/\m\amm] + Um)Tm € P(I'NQ), Ay Vm € 2,0 < vy, <
|@mml, fest. Ist y € M (2') und p = A |a,,|+v, € Z, \,,v, € Z,0 < v, < |a,],
ein Wert mit «’ + px, € y + F, so ist

y—i—}":(y—x’—,ua;b)—i— vaxm+ Z)\m’amm‘xm‘i‘fa

m=1 m=1

wobei der erste Summand in —F und der zweite in F liegt. Die 3" Nachbar-
Parallelotope von F; := F(A1,...,An) = > o 1 An|@mm|Tm + F im Gitter

m=1

B _1 Z|amm|Tm tberdecken also y + F. Wegen y € M(2') existiert ein

Nachbar-Parallelotop Fa := F(A1 +t1,..., A\n +tn), [tm] < 1,1 <m < n,
von F; mit Fo N (y + F) N H; # (. Die Nachbar-Parallelotope von F;
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iiberdecken deshalb wieder y + F. Setzt man A := A, + t,, so ist y + F
enthalten in der Vereinigungsmenge

U U T,

w; €{0,21},i=1,....0n AEZ:F (A1+t1,. s\ yeees An+tn )NVH 0D
t;€{0,£1},i#e

mit Fy = F(A +t1 +ur,. oo ) A+ Uy ooy Ay + Ey + uy), die wegen (58)
aus hochstens 3" - 3"~ . n zu F kongruenten Parallelotopen besteht. Eine
Volumenbetrachtung liefert dann |M(z)| < 3™ -3"~1 . n. Mit (57), (59),
(60) und (61) folgt

R< (Vvin=U/mn L E,
Standardiiberlegungen ergeben

e ry+rcQ) =5

F = O @ | € [0,1), m = 1,...,n} ist Fundamentalparal-
lelotop von I'. M := F NI ist vollstindiges Reprasentantensystem von
I/T" und es ist F = U,ep(z + F). Mit Q = [],-1(Ci + d,D; — d),
Q" = [I,-,ICi — d,D; + d] (d sei der Durchmesser von F beziiglich der
Standard-Maximumnorm) gilt

{yeI"|(y+F)noQ # b}
<HzeTl|z+F)NoQ£0 <|{zel'|z+FcCcQ"\Q}

4 !
< vol@T\ Q) (max (D, — C)) +1)" P V= 1/n 4 g,
vol(F) 1<i<n

Es ist vol(F) = M| vol(F), |IM| = |ai1 ... an,| = N(4a),
Vol(F)? = det(os(0))* = el wid 3 ae) = Y (L),

a
zeEM aeM(a)

+O({y € I (y + F) noQ # 0})).

Aus Lemma 4.3 folgt
> (f”’i’j(@) < N(a)N(K(a))"/?2¢®) < E
acEM(a) a
und mit der I"-Periodizitdt von ¢(x) und (56)
T= Y (X o@-y)+o((veI1)E)

yel y+FCQ =T—YyEINF
fvz'j(ﬂ))) ( 14 .
= L +Oo(vn=b/n 1)
(2, 55) (i
+Oo((vr=Y/" L 1)E)
und damit die Behauptung. =
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Man definiere

L
c(v,a) == ch(v, a), s(v):= Zsj(v),

j=1
2 n—1
¢ = 167" dy o2 (m+ )7 ([ (4 -7 2ar)
-2

LEMMA 4.8. Fir 0 #v € Ok, a # 0 ganzes Ideal und x > 2 gilt
2 [Ne/o(D)™*xp(a)

2 2
. u“—Dv =4
DeOy Diskr., u€0k: 95, (w)<z, |or(u)]|<2,1=2,...,n

_ ¢ C(’U, a)xm—H + O( S(’U) N(Q)H—g mer(nl)/n)

~ N(a)N(v)m+2 N(v)™ N(K(a))'/?
und
N 1+e
c(v,a) K S(U)N(l(;?a))l/z'

Beweis. Die zweite Behauptung folgt mit Lemma 4.7 unmittelbar aus
den Definitionen.

Fir Ay < B;,l=1,...,n, V=[] 1(B — 4),1 < j <L, folgt aus (46)

und Lemma 4.7
> xp(a)

D=Dj (4),u®—Dv*=4
u,DEO: A1<0'1(’I,L)§Bl,Al<UL(u)<BL,l=2 ..... n

s > (IO

; a
i=1 O A1<0'1(mij+4v2t)§B1
CO%k: Al<ol(mij+4v2t)<Bl,l:2,...,n

3 ()

T e M

tEO: Ap—oy(myy) By—oy(mgj)

o (4v2) <al(t)< o (4v2) 1=2,...,n
. V4 N 1+e
= 20] (v.2) 2+ O<(V(n1)/" + 1)33'(“)4(@ 1/2 )
N(4v?)N (4a)|dy g N(K(a))
Durch n-malige Anwendung der partiellen Summation wird daraus
> xp(@)]o1 (w)? =42 . oy (u)? —4|™/?

D=Dj (4),u?—Dv*=4

u, DEO: 2<o1(u)<z, —2<0y(u)<2,1=2,....,n
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x 2 n—1 .
_ 2 _ym/2g 2 _ym/2g ¢j(v,a)
2f =4 T( [ [ =4l T) N (40%) N (4a)|dg o] /2

mt(n—1)/n N(a)'*e
+O<a: +n-1)/ Sj(v)N(K(a))l/Q>'

Einsetzen von 0™/? = (0+4)™/24+0(0™/?>71), p > 1und N(D) = N(v?)~! x

[T, |o:(u)? — 4] und Aufsummieren iiber j liefert die erste Behauptung. m

Sei D € O, Diskriminante, kein Quadrat. Nach Landau [10] gilt die
verallgemeinerte Pélya—Vinogradov-Abschatzung

(62) > xpla) < N(D)Y D 1og™ N(D)z =D/ - > 1,
N(a)<z

Mit einer geeigneten Konstante c4(n) > 0 folgert man daraus wie bei Dirich-
letschen L-Reihen

(63)  L(s,xp) < (|t] + 1) log(N (D) +2)
fir s=0+it,1 —c4/log(N(D)+2) <o < 1.
Lemma 2.6 von Hinz [7] lautet
(64)  L(s,xp) < N(D)2(|t] + 1)/ log(N(D)(It] +2)),
0<o<2, teR.

Die folgenden Uberlegungen verlaufen wie bei Barban [1], §5.
Seien 1/2 < v < 1, ¢ > 0. Die O-Konstanten diirfen von v und e
abhéngen. Seien N,z > 1. Aus der Stirlingschen Formel folgt

I'(s) e—csltl
65 I'is—1)= 1/2<0<2,teR 1.
69 Me-D=<fp 12<0<2 ek a7
Mit dem Residuensatz folgt
1 24100
m s—1
27”,2_;[0 I'(s—1)L™(s,xp)N° " ds
y+i00
=L"(1,xp) —i—— f I(s—1)L™(s,xp)N*!ds.
'y 00

Die Dirichlet-Reihe

(s,XD) ZXD

konvergiert absolut in der Halbebene R8s > 1 und gleichméfig auf Rs = 2.
Mit der Mellinschen Formel
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27172' a“jf:o I'(sju™°ds=e"" (a,u>0)
und
1 y+ico . o
(D)= y_zl;o I'(s— 1)L (s, xp)N*""ds
folgt
(66) ™(1,xp) Z XD ~N(@/N _ (D).

I(D) ist von v unabhéngig, da es die beiden anderen Terme sind. Wahlt
man fiir den Augenblick v := 1 — ¢4 /log(N (D) + 2), so folgt aus (63)

(67) I(D) < log™ ™ (N(D) +2).
(33), Proposition 2.4 und (66) liefern mit ¢ := ((1/77)”_1|dk/Q|1/2)m
(68)  Sm(z)
=c > (N(D)2L(1,xp))"

2 2 n—1
. u"—Dv =4, N(v)<2 x
DEO, Diskr., u€Ox, veV: 2<o1 (u)<z, oy (u)|<2,1=2,...,n

_ E; me—N(a)/N Z ZN m/2 (a)

veEV: N(v)<2n—1lx Du
Y Yo
veEV: N(v)<2"—1z D,u
= H(z) — R(x)

wobei in den inneren Summen uber alle Diskriminanten D € O und alle
u € Ok summiert wird mit u? — Dv? = 4, 2 < o1(u) < z, |oy(u)] < 2,
l=2,...,n

LEMMA 4.9. Mit C := cc gilt

R T (@)c(v, a)
H(z)=C UE%ON(‘I)QN(U)M

+ O($m+1N_1/2+E + N1/2+€xm+(n—1)/n+€)'

Beweis. Die beiden inneren Summen in H(z) lassen sich mit Lemma
4.8 asymptotisch berechnen zu

cx™tl c(v,a)
N(a) Z N (v)m+2

veEV: N(v)<2n—lg
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N(a)l+e 1 5(v)
e LD )
N(K(Cl)) / veEV: N(v)<2n—1g N(U)

Lemma 4.8 liefert mit (45)

(69) c(v,a) < N(v)°N(a)'**N(K(a)) "2
Mit
Z 1< Z 1<z
vEV: y<N(v)<z b ganzes Ideal: y<N (b)<z

und partieller Summation ergibt sich daraus

C(Uva) N(a)1+s —m—1+e
2 Ny S Nw@e

> p <t

vEV: N(v)<2n—1g

vEV: N (v)>y

Damit folgt

o Tm(a) e cx™m Tl c(v,a
9= L R (T (mez

veY

N(a)'*e pom—lte N(a)** LM (n=1)/nte
* O<N<K<a>>1/2 >) TN K@ >>1/2 )
_ m+1 Tm(a 7N a)/N C(’U,Cl)
= O™t ; N(a) (a)/ UEZV (U)m+2

N0 N()/N ot (n—1)nte
+O(Z;N(K(a))1/2€ T .

Seien pq, ..., p; paarweise verschiedene Primideale in Oy, ¢ :=py...p;. Fiir
y > 1 gilt dann

{a | N(a) <y, K(a) = c}| = [{cb? | N(cb)* < y,b ganz}]
=[{b| N(b) < (y/N ()2} < (y/N(e)"/2,

1 —1/2
2 NEwy R, N

N(a)<y ¢ quadratfrei: N (¢)<y a: N(a)<y, K(a)=c
y 1/2
1/2
< Z 1/2 <(c)> <y log(y + 2).
c¢: N(c)<y

Daraus folgt durch partielle Summation

N(@* Ny~ 1/2+3¢
ZN(K(CL))I/2€ < N ,
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2 m—+2
2> N(@)N(v)
< Z min{N(a){N, 1} _
ueVaN(K(a))l/2N(a)1 2e N (p)m+2-¢
_ —1/242¢
- N m+2 5( Z + Z ><<N :
veY N(a)XN N(a)>N

Einsetzen in (70) liefert die Behauptung. =

Das folgende Lemma wird fiir Dirichlet-Reihen in Barban [1], Lemma
5.3, angegeben und in Titchmarsh [25], Theorem 14.2, fiir die Riemannsche
Zetafunktion unter der Voraussetzung der Riemannschen Vermutung be-
wiesen. Mit den gleichen Hilfsmitteln und (64) erhélt man die hier benotigte
Version.

LEMMA 4.10. Sei D € Oy Diskriminante, kein Quadrat, 1/2 < o¢ <
1,B > 1. L(s,xp) habe im Gebiet {o +it|oc > oy, |t| < B} keine Null-
stellen. Dann gilt fir s = o +it, oo+ (1 — 09)/(c7loglog((|t| + 3)N(D))) <
o <1, |t| + cg loglog((|t| +3)N (D)) < B — 2,

‘1OgL(37 XD)’

< 5 toglog([t] + 8)N (D)) {log((t] + 3)N (D)) 1=/ 1),

Fiir einen Idealklassencharakter y mod q im engeren Sinn sei

, Rs>1,
—~ N

die zugehorige Heckesche L-Reihe. Fiir 0 > 1/2, T' > 2, sei N(o0,T, x) die
Anzahl der Nullstellen ¢ = (3 + it von L(s, x) im Gebiet 5 > o, |[t| < T und
R(o,T):={8+it|1>p >o,|t| <T}. Aus Satz B von Hinz [7] folgt:

[{x mod q| x primitiv, N(q) < @, L(s,x) hat in R(c,T) eine Nullstelle}|
< TAM 1pgBM . Q=)o 3/4<o<1, T>2, Q>1.
LEMMA 4.11. Fir 3/4 <o <1, T,x >2,e> 0 gilt
A(x,0,T)
= |{(D,u,v)| D € Oy, Diskriminante, u € O, v €V, u*> — Dv? = 4,
2<oi(u) <z, |og(u)] <2, 1=2,...,n
L(s,xp) hat in R(o,T) eine Nullstelle}|
< 800V /otepAln).
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Beweis. (D,u,v) liege in der betrachteten Menge. Fiir K := k(v/D)
existiert nach (8) ein ganzes Ideal ¢ mit DOy, = dg ¢, d.h.

n
N(dgyr) < N(D) = N(w) [ ] lov(u® — 4)| < 4712,
=1
Nach Lemma 2.1 ist

. syt _ Xp(®)
tleoxw) = Lo [T (1-220))

d.h. auch L(s, x},) hat eine Nullstelle in R(c,T'). Aus (37), (35), (39), (41),
Lemma 2.3 und (4) folgt

A(z,0,T) < Z |Sk|

“Es gibt Dy €D mit K=k(v/D1), N(dg /) <4" a2,
"L(s,xp, ) hatin R(c,T') eine Nullstelle

<z Z | T4

N(g)<dn—1gz2: Es gibt primitiven Charakter x mod q im engeren Sinn,
(a)=< 7% sodaB L(s,x) in R(o,T) eine Nullstelle hat

< .ZL‘ETA(n) IOgB(n) $2 . (x2)4(170)/0' -

LEMMA 4.12. Sei 3/4 < og <y < 1,e >0, x> x9(00,7,¢), N > 1.
Dann gilt

R(2) Kopnye x™He (283000 00 N7 —1y,
Beweis. Fir Dy € D, DyOy, = a ist die Abbildung
¢:{D € D|DOy =a} — E(Oy)/E(Ox)?, D — DDy'mod E(O4)?,
injektiv und damit
(71) {D eD|DOy =a}| < 1.

Sei D € Oy Diskriminante, kein Quadrat, cg(0g,7v) < N(D) < cjpz?, und
L(s,xp) habe in R(0¢,log® z) keine Nullstelle. Nach Lemma 4.10 ist dann
L(s,xp) <z fir s=~+it, |t| < %log2 x, © > xo(00,7,¢€).

Nach (64) ist
L(s,xp) < (|t| + 2)"/2“'53:1+€ fir s =~ + it, |t| > %log2 x.
Mit (65) folgt daraus

(72) (D)< [ |0(y = 1+it)||L(y+it, xp)|" N7~" dt
= I + i < 2MENTL

|t|<(log® z)/2 |t|>(log® z) /2
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Aus (68) folgt

)< 2™ (D2 D)+ 3, 11D+, (D)),

Dabei wird in der dritten Summe summiert iiber D € O Diskriminante,
w€ O, veV, mitu? — Dv?2 =4,2<oi(u) <z, log(u)] <2,1=2,...,n,
und der zusétzlichen Bedingung:

N(D) > co(o0,7) und  L(s,xp) hat in R(0g,log® z) eine Nullstelle.
Mit (67) und Lemma 4.11 ist also

(73) Z u | < 10gm+1xA(:c,ao,log2 1:) < xs(l—o'o)/ﬂo-i—é“

In der ersten Summe lautet die zusétzliche Bedingung: N (D) < cy(09,7),
und in der zweiten Summe: N (D) > ¢o(00,7), L(s, xp) hat in R(og,log® )
keine Nullstelle. Mit (67), (35), (34), (40) und (71) ist

3 11D)) < 3 log™ ! (N(D) + 2)

DED, u€Oy,, vEV: u2—Dv2=4,2<0 (u)<z, N(D)<1

< > 1

DeD,ucOy,veV,e€E(O): u?2—D(ev)?=4,2<o1(u)<z, N(D)<K1

= > 1

DeD, u,veO: u2—Dv?2=4,2<01(u)<z, N(D)K1

-y L D e

logep
DeD: N(D)<1 a€Up: 1<a<z DeD: N(D)<1

Auf die gleiche Weise ergibt sich mit (72)

Z |[(D)| < z™* N7~ > > 1.

o 2<o1(u)<lzx DeD,veOy: u?—Dv2=4
UEOk! o) (u)|<2,1=2,...,n

Mit der Definition von D ist die innere Summe

< > 2 < 21y ((u? — 4)0y) < 27,

0,0:002=(u2—-4)0
d.h.
Z ‘I ’<<$maN7 1. Z 1 <<wl—i—(r7@—0—l)ez\['y—17

2<o1(u)<z
UEOR o) (u)| <2, 1=2,....n

womit alles gezeigt ist. m
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Beweis von Satz 1.1. Die optimale Wahl der Parameter lautet

. 1 1
N—l’, ’Y—UO+E, a—ﬁm,
(74) 3
2151/ [(215-1/n\* 12
0= 18— 2/n 18— 2/n 9—1/n’
Mit o(n) = 8(1 — 0¢) /00 folgt dann aus (68), Lemma 4.9 und Lemma 4.12
(75) S () = Apz™ 1 + O (a™Fem*e) 1 > gy (n,e),
_ Tm(a)c(v, a)
Am = C Z N(a)QN(,U)m-i-Q'

veEV,a
Aus (44) und (43) ergibt sich damit O, (z) < Sy () = Apa™ 140 (zmFete)
(< ™), und aus (40) folgt O,,(z) = 0 fir 1 < z < p(k). (43) liefert
schlief8lich
Om(z) = §m(x) - Z @m(xl/l)
2<i<log z/log p
— A2t O(z™+ete) +O( Z (xl/l)erl)
2<I<log z/log n
= Apz™ T 4+ O(z™ Tt u

Bemerkung. Ist man mit einem etwas schlechteren o(n) zufrieden,
so kann der grofite Teil von Abschnitt 4 eingespart werden. Die Summe in
Lemma 4.2 wird trivial durch N(p) abgeschétzt. Lemma 4.7 148t sich dann
viel einfacher mit dem Fehlerterm O((V(~1/" 4+ 1)N(a)) beweisen. Die
zweite Abschatzung in Lemma 4.7 muf} allerdings weiterhin benutzt werden,
um eine nichttriviale Abschitzung fiir ¢(v, a) zu erhalten, die dann in Lemma
4.9 verwendet wird. In diesem Fall lauten die optimalen Parameter

1 1

n 2—op

26— 1/n 26 —1/n\> 16
o= —— — — ) - :
18 —2/n 18 —2/n 9—1/n
Der Wert fiir o(n) = 8(1 — o) /09 ist stets grofer als der in (74) angegebene
Wert.

Fir n = 1 z.B. ist (1) = 0.840 mit und p(1) = 0.908 ohne Weilsche
Charaktersummenabschatzungen.

N:xa7 7:(70—’—87 o=

Die Konstante \,,. Die Berechnung des exakten Werts von A, ist miih-
sam. Mit einer Rechnung wie bei Sarnak [18] (Berechnung von by) ergibt
sich fir k=Q, m=1: A\ =1/2.

Fir £ = Q, m > 1, kann A,, als unendliches Produkt dargestellt werden;
einen einfachen Ausdruck konnte ich nicht finden.
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Fir k£ # Q wird schon im Fall m = 1 die Rechnung uniibersichtlich, da
die Losungsanzahl von quadratischen Kongruenzen mod p¢ bestimmt werden
muf; fir p|2 sind dafiir Fallunterscheidungen nétig.

Im allgemeinen Fall kann A,, > 0 wie folgt gezeigt werden:

Wegen S,,(x) > 0 folgt A\, > 0 aus (75). Ware \,, = 0, so wére
einerseits
(76) S(z) < z™rete,

Andererseits gilt fiir eine Diskriminante D € O, kein Quadrat, K :=
k(VD),
[K:Ql=2n, T(E(Ok))C{s€C[{™ =1,¢(m) < 2n},

d.h. |T(E(Ok))| < 1. Nach Lemma 2.12, (31), (28) und (29) ist

WD) = };TK’Y(D) [E(O) : Bild.NK/k]

k [Kern Ng/y, : Up]

_ Rk |T(Up)| - [Kern Ng /i : Up| - [T(E(Oy))|
Ry |T(E(Ok))|- [E(O) : Bild Nk /]
Mit Lemma 2.9 folgt daraus:

hD)R(D) >, hx RN ()27 > hp Ri N(c)'~¢.
Mit dem Satz von Brauer—Siegel (Stark [24], S. 968) und (8) ist damit
W(D)R(D) e ldxe /ol N ()% = [lduq]”* N ldicp) V>~ N (o)~

ke N(D)UQ*E.
Wegen ¢(1,Oy) > 0 folgt aus Lemma 4.8 fir v =1, a = Oy

Sm(x) > c1g > (N(D)V2=e)m

2_D=4
<JI(U)SI7 ‘Ul(u)‘<27 1=2,...,n

R(D)

DeOy, Diskr., u€Oy: g

> Clg(é)xm+1_2€m.

Ist € > 0 in Abhéngigkeit von ¢ und m klein genug, so steht das zu (76) im
Widerspruch. =
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