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1. Introduction. L’objet de cette étude est la classification des réseaux
unimodulaires pairs, munis d’une structure additionnelle sur un corps de
quaternions. Dans le cas classique, & un réseau A d’un espace euclidien E
de dimension n muni d’un produit scalaire S(z,y), on associe son dual A*
défini par

N ={xeFE|Sxy) €Z Yy e A}
Un réseau A est dit entier s’il est contenu dans son dual A*, i.e. si les
produits scalaires de ses éléments deux a deux sont entiers, et unimodulaire
si A = A*. Enfin A est pair si la forme quadratique qui lui est associée prend
des valeurs paires sur A. On définit par ailleurs pour un vecteur = de A sa
norme N(x) = S(z,x), et la norme (ou norme minimale) de A par
N(A)= min N(x).
zeA\{0}

On désigne par vecteurs minimaux les vecteurs dont la norme est égale a
N(A).

Le probleme de la classification, & isométrie pres, des réseaux unimo-
dulaires pairs est completement résolu jusqu’a la dimension 24 (cf. par
exemple [S], et [Nie] pour le cas de la dimension 24). Parmi les techniques
fréquemment utilisées, citons la formule de masse de Minkowski-Siegel (cf.
[Sie], [S]), qui montre entre autres qu’en dimension 32 le nombre de classes
d’isométrie de réseaux unimodulaires pairs est supérieur a 8 - 107, ainsi que
la notion de wvoisin introduite par Kneser (cf. [K]).

Les réseaux qui vont nous intéresser ici sont munis d’une structure de
module sur un ordre maximal d’un corps de quaternions sur un corps quadra-
tique réel. On définit au paragraphe 2 une notion de voisinage adaptée a ce
contexte et analogue a la définition de Kneser, ce qui permet, au para-
graphe 3, d’obtenir une classification compléte jusqu’en dimension 32 dans
le cas ol le corps de base est Q(1/5). Cette classification fait apparaitre no-
tamment trois réseaux irréductibles de norme 4, dont le réseau de Leech en
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dimension 24 et deux réseaux en dimension 32. Comme dans le cas usuel (i.e.
des réseaux unimodulaires pairs sur Z), le probleme de la classification de-
vient inaccessible des lors que la dimension augmente. Signalons enfin, bien
qu’il n’en soit pas fait usage ici, que le résultat de “connexité” du graphe
de voisinage au sens de Kneser (cf. [K]) a été étendu au cas des voisinages
quaternioniens définis au paragraphe 2 par C. Bachoc (cf. [B]).

Je remercie W. Plesken de m’avoir signalé une erreur dans la démonstra-
tion de la proposition 3.5, qui a été rectifiée sur ses conseils.

2. Voisins quaternioniens

2.1. Définitions. Soient K un corps de nombres totalement réel de degré
d sur Q, et H l'unique corps de quaternions sur K totalement défini (i.e.
ramifié aux places infinies de K) et non ramifié aux places finies (I'unicité
est un résultat classique sur la classification des algebres de quaternions sur
un corps global, cf. [V], Théoreme 3.1, p. 74). On note Ok lanneau des
entiers de K, et I'on fixe un ordre maximal 9t de H. Enfin, y — 7 désignant
la conjugaison de H, on munit le H-espace vectoriel (a gauche) H™ de la
forme hermitienne standard

h(z,y) = Z Y-
i=1

Un M-réseau de (H™, h) est par définition un sous M-module projectif de
H™ de rang m, muni de la forme hermitienne h. On pose

A ={yc H™ | h(z,y) € M Vo € A}.

On peut considérer un tel M-réseau comme un réseau (au sens usuel) de rang
n = dm sur Z grace au procédé suivant : on suppose que la différente D q
est principale au sens restreint, et 'on note « un générateur totalement
positif de Dk /q. On munit alors H™ du produit scalaire

S(ﬂf, y) = TrK/Q(a_l tr(h(az, y)))

(que cela définisse bien une forme définie positive provient du fait que a est
totalement positif). Si ’on note A* le dual de A pour ce produit scalaire, on
a alors les équivalences :

yeN & TrK/Q(afltr(h(/l,y))) CZ
s a ttr(h(A,y)) C D;(}Q
< h(Ay) M
puisque (a) = Dk et puisque H/K est non ramifiée
aux places finies,
sye AF.
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Ainsi, un 9M-réseau est entier (respectivement unimodulaire) si et seulement
si A C A% (respectivement A = A#). Noter par ailleurs qu’un 9-réseau
entier est automatiquement pair : en effet, pour tout élément xr d’un tel
M-réseau, on a S(z,x) = 2Trg/g(a  h(z, ) € 2Trg /(a1 IM) C 2Z.

Remarque. L’hypothese sur la différente Dk /g n’intervient que pour
pouvoir définir un produit scalaire pour lequel les deux notions de dualité
(i.e. dualité pour la forme hermitienne et dualité pour le produit scalaire)
coincident. Elle ne joue donc aucun role tant que 1'on ne s’intéresse qu’a
la structure hermitienne d’un 9M-réseau, ce qui sera le cas dans le reste
de ce paragraphe. En revanche, on fera largement appel, dans le para-
graphe suivant, aux propriétés en tant que réseaux sur Z des 9MM-réseaux ren-
contrés.

Si A est un idéal a gauche de 91, on a
AA* = {y € H™ | h(z,y) €A Vx € A}.

La définition qui suit est un analogue quaternionien de la notion de
réseau voisin au sens de Kneser ([K]). On trouve une définition du méme
type dans [Q], dans le cas d’une algebre de quaternions sur Q et pour un
idéal premier (bilatére) ramifié, ainsi que dans [B].

2.1.1. DEFINITION. Soient p un idéal premier de O et P un idéal
maximal (& gauche) de 9 au-dessus de p.

(1) Deux M-réseaux entiers A et A’ sont dits pMi-voisins, ou simplement
voisins lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, si A/AN A" ~ A" /AN A ~ IM/P.

(2) Soient A un M-réseau entier et v € A# \ PA# vérifiant h(v,v) € p.
On pose

AV = {x cA | h(%v) c (I;} et A, = A7 +$_1U'

Remarques. 1. Dans la définition (2), 'hypotheése que v appartienne
a A%\ PA# assure que AY soit un sous-M-réseau de A, distinct de A. Par
ailleurs, I'hypothese que h(v,v) appartienne a p garantit que le 9-réseau
A, soit entier.

2. Rappelons que dans le cas ol I'idéal p de Ok est non ramifié dans H,
le quotient 9/pIN est isomorphe & Mo (F,), ot ¢ = p/ = Nk g(p), et les
idéaux maximaux a gauche de 9 au-dessus de p correspondent résiduelle-
ment aux idéaux maximaux & gauche de Mo (F,). On obtient une bijection
entre I'ensemble de ces idéaux et la droite projective Py (F,) en associant &
un point de coordonnées homogenes (a, 3) 1'idéal

lia,p) = {(ZZ gZ) € Mz (Fy) ’ (a,b) € Fg}
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A un idéal maximal ¢ gauche B, on associe I'idéal maximal & droite P =
{X | X € B}, qui vérifie PP = pIN, de sorte que P! est I'idéal fractionnaire
piPp.

3. En particulier, la définition (1) ci-dessus ne dépend pas du choix de
I'idéal P au-dessus de p car si P’ est un autre idéal maximal & gauche
au-dessus de p, les quotients M /P et M /P’ sont isomorphes en tant que
M-modules.

4. Concernant la définition (2), il conviendrait d’écrire “A¥(PB)” plutdt
que “AY”; cependant, si P et P’ sont deux idéaux maximaux distincts au-
dessus de p, correspondant résiduellement a deux idéaux maximaux §3/p9N
et P'/pIt de Mo (F,), il existe u € M tel que P'/pIM = Pu/pIN. Ainsi
AY(PB) = A"(P'), et ensemble des sous-réseaux A”(‘P) est en bijection
avec Pensemble des sous-réseaux AY ().

2.1.2. PROPOSITION. Soient A un M-réseau unimodulaire de H™ (i.e.
A = A#), p un idéal premier de Ok et P un idéal mazimal (& gauche) de
M au-dessus de p.

(1) Si v appartient a A\ PA et vérifie h(v,v) € p, A et A, sont pIN-
V018INS.

(2) Si M est un sous-M-module de A tel que A/M ~ IN/P, il existe
v € A\ PA tel que M = A°. En particulier, tous les pIM-voisins de A
s’obtiennent comme A, pour un v € A\ BA convenable.

(3) Si v appartient a A\ BA, les voisins de A au-dessus de A (i.e. dont
Vintersection avec A est égale a A”) sont au nombre de q (¢ = N (b))

Démonstration. (1) Il est clair que ’homomorphisme
A—=M/PB, =+~ h(z,v) mod P,

induit un isomorphisme de A/AY sur 9M/P. Par ailleurs, si 'on note C,
l'idéal & gauche défini par C,, = {a € P! | av € A¥}, le quotient A,/A? est
canoniquement plongé dans ~!/C,. Comme v appartient & A (puisque
h(v,v) € p), on a les inclusions M C C, C P~L. Or le quotient P~1 /M =
p 1B /M ~ M /P est simple et comme v n’appartient pas & PA, on conclut
que C,, = M. Donc A, /A? ~P~1/9M ~ M/P et A et A, sont voisins.

(2) Soit M vérifiant les conditions de (2) : l'annulateur du quotient
M?# /A est un idéal bilatéral distinct de 9 qui contient p9 puisque M# /A ~
A/M ~ M /P, donc

M#*nptA=M"¢ A
Si P’ est un idéal maximal au-dessus de p distinct de B, on a P + P’ = M,
d’ou

P+ P =p I Pp P =p 0N,
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donc
M#NP LA A ou MFNPIAZ A

Or il est facile de voir, par un argument résiduel analogue & celui de la re-
marque suivant la définition 2.1.1, que M #NP~TA ¢ A siet seulement
si M# NP ~'A ¢ A Soit donc v € (PM# N A) \ PA; en particulier,
v appartient & A\ A et homomorphisme

hy : AJM — M/P,  x+— h(z,v) mod P,

est non nul. Or M /P est un M-module simple, donc h, est un isomorphisme
et M = AY. En particulier, si A’ est un pM-voisin de A, 'annulateur de
AJAN A est égal & pON, donc par un raisonnement analogue au précédent
on montre que LA’ N A ¢ PA et A’ = A, pour tout z € (PA' N A) \ PA.

(3) Les voisins de A au-dessus de AV correspondent & des sous-modules
simples de (AY)#/AY = (A + P~1v)/A?. Ils s’écrivent donc sous la forme
AY + My, ou y appartient & (AY)# NP~lv \ AY. Inversement, on vérifie
facilement que tout élément de cette forme vérifie h(y,y) € M et définit
donc un M-réseau entier. Il y a donc une bijection entre I’ensemble con-
stitué de A et de ses voisins au-dessus de AY et 'ensemble des sous-modules
simples de (AV)# /AV. Par ailleurs, il est clair que le quotient (AY)# /A" est
d’ordre ¢, qu’il est annulé par pON et donc qu’il est isomorphe & Mo (F,).
La caractérisation des idéaux maximaux de My (F,) rappelée précédemment
permet alors de conclure. m

3. Classification. On se place désormais dans le cas ot K = Q(+/5) et
ot H = Ky_q 1} dans les notations classiques (cf. [V], p. 3). Explicitement,
H est la K-algebre engendrée sur K par les éléments i, j, k vérifiant les
relations

P=j52=—-1 et ij=—ji=k.
L’anneau des entiers O est égal & Z[7], oit T = (1 + 1/5)/2. On note Uy (re-
spectivement U;t) 1’ensemble des unités de Ok (respectivement 1’ensemble
des unités totalement positives). Un générateur totalement positif de la
différente Dy g est fourni dans ce cas par a = (5 + v/5)/2.

Les symboles L et 1, désignent respectivement les sommes directes or-
thogonales au sens du produit scalaire S et au sens de la forme hermitienne
h. On désigne par h-isométries les H-endomorphismes f de H™ conservant
la forme hermitienne h, i.e. tels que ¥(z,y) € (H™)?, h(f(z), f(y)) = h(x,y),
et 'on note Aut(L, h) 'ensemble des h-isométries stabilisant un 9-réseau
L donné.

On rappelle ci-dessous un lemme classique (cf. par exemple [O’M, 82.15])
qui sera d’usage constant dans la suite.
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3.1. LEMME. Si L est un M-réseau de rang m et M un sous-IM-réseau
unimodulaire de L de rang inférieur ou égal a m, vérifiant h(M,L) C I,
alors L est h-factorisable par M, i.e. il existe un sous-M-réseau M’ de L
tel que

L=M 1, M.

Démonstration. La forme hermitienne h étant non dégénérée, 'es-
)
pace H™ se décompose sous la forme

H™ =HM 1, HM*,

HM désignant le sous H-espace vectoriel engendré par M. Tout élément y
de L s’écrit donc sous la forme

y=Am+z ou Ne€eH, € HM™*.

On a alors h(Am, M) = h(y, M), qui est contenu dans 9t par hypothese. Or
M est unimodulaire, donc A appartient & 9, d’'ou L =M 1, (HM+NL),
et la conclusion. m

3.2. LEMME. (1) Si L est un 9MM-réseau entier de (H™,S) de norme 2,
un vecteur minimal u de L vérifie h(u,u) € Ujt.

(2) Sim > 2, tout M-réseau unimodulaire L de (H™,S) de norme 2 est
h-factorisable par un IM-réseau isométrique a Eg, i.e. il existe Ly de rang 1
sur M isométrique a Eg, et Ly de rang (m — 1), tels que L = Ly L Lo.

(3) Tout M-réseau relatif L de (H™,S) isométrique (sur Z) o Eg est
h-isométrique a M.

(4) Si L est un M-réseau unimodulaire de (H™,S) de norme 4 et s’il

existe un vecteur minimal u de L tel que h(u,u) € 2Uk, alors L posséde un
2M-voisin h-réductible de la forme L, ~Eg L, L'.

Démonstration. (1) Si uw est un vecteur de L, h(u,u) appartient
a Og. On a donc h(u,u) = a + br, (a,b) € Z2, et, avec le choix de «
précisé plus haut, S(u,u) = 2Trgg(a 'h(u,u)) = 2a. Si u est minimal on
a alors a = 1 et la condition que h(u,u) soit totalement positif implique que
h(u,u) =1 ou 1+ 7 = 72, d’ou la conclusion.

(2) Soit u € L tel que h(u,u) appartienne & Uk. Le sous-réseau de
L (de rang 1) Ly = Mu vérifie donc la relation L; = (L1)¥#, et comme
h(L1, L) C 9M, ceci permet de conclure via le lemme 3.1 que L = Ly L}, Lo.
Par ailleurs, L; unimodulaire pair de rang 8 est nécessairement isométrique
a Eg (cf. par exemple [S], pp. 94-95).

(3) D’apres (1), il existe u appartenant a L tel que h(u,u) appartienne
4 Ug. Comme de plus h(u,u) est totalement positif, et puisque U} = Uz
lorsque K = Q(v/5), on peut se ramener & h(u,u) = 1. Par conséquent, le
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réseau Mu qui est contenu a priori dans L, lui est égal puisque tous deux
sont unimodulaires. En outre, il est clair que ’application :

L—-M, Idur— A,

est une h-isométrie.

(4) Si w est un vecteur de norme 4 de L, on montre comme dans (1) que
I'on a h(u,u) = 2, 272 ou 2+7 (ce dernier cas ne pouvant étre exclu a priori).
Soit B un idéal maximal & gauche au-dessus de 2; dans le cas ou u vérifie
h(u,u) € 2Uk, le réseau L} = P~ 'u est unimodulaire (car PP~ = 1),
moyennant quoi le lemme 3.1 permet de conclure que le 29-voisin A, est
h-réductible. m

3.3. PROPOSITION. Le réseau (Eg)™ (somme h-orthogonale de m copies
de Eg) admet, a h-isométrie prés, un unique 29M-voisin irréductible V,,, (ses
autres 29M-voisins étant h-factorisables par un M-réseau isométrique a Eg).

Démonstration. D’apres le lemme 3.2(3), le probleme se ramene a
étudier les 29M-voisins de A = M. On considere donc un élément v =
(v1,...,0m) de A\ PA. Si I'on note ¥ la classe de v modulo PA et si v’
est un élément de A\ BA tel que v’ soit dans Porbite de ¥ sous I'action de
Aut(A, h), A?" est h-isométrique & A?. il existe i tel que v; appartienne & B,
alors Mv; C P, donc AV contient un sous-réseau (de rang 1) h-isométrique
a Eg, qui est facteur direct h-orthogonal de A, (méme argument que dans
3.2). Sinon, on utilise le fait que dans le cas ot K = Q(v/5), tout élément
de M\ P est congru modulo P & un élément de M! : en effet, la surjection
canonique M — M /290 ~ M (F,) envoie surjectivement M sur Siy(Fy) (cf.
[V], p. 149), moyennant quoi il suffit de vérifier la propriété résiduellement,
ce qui est trivial. On peut donc supposer que v; appartient a 9! pour tout i,
puis se ramener a v = (1,...,1) en multipliant (& droite) chaque composante
par I’élément v;” ! correspondant, ce qui définit bien un élément de Aut(A, h).
Par conséquent, AY est h-isométrique a

L={0wemm | 3 =0modp},

dont le dual L# est donné par L#={(\;)€(P~H™ | \;=...=)\,, mod IM}.

D’apres (2.1.2(3)), I’ensemble constitué de 9™ et de ses voisins entiers
au-dessus de L est en bijection avec ’ensemble des sous-modules simples
de L¥ /L ~ M /29N ~ M3(F,), donc avec I'ensemble des idéaux maximaux
de My(Fy), eux-mémes en bijection avec les points de la droite projec-
tive P1(Fy). Il y a donc quatre 9M-réseaux unimodulaires, en dehors de
M lui-méme, au-dessus de L, parmi lesquels le réseau V,, = (9IM™), ou
v = (1,...,1) si m est pair et (e,1,...,1) si m est impair, e désignant
un relevement d’'un idempotent primitif de B/29%. Pour tout ¢ € Hy =
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{£1, £i,+j, £k}, I'application
fo : M =M™ (21,...,2m) — (T10,. .., Tm),

est une h-isométrie de MM™ qui stabilise L (car Vo € Hy, 0 = 1 mod ‘B) et qui
agit par permutation sur I’ensemble des 91-réseaux unimodulaires au-dessus
de L. On a vu que cet ensemble s’identifie a P1(IF4) et 'on vérifie facile-
ment que, via cette identification, 'application f associant f, a ¢ induit
un homomorphisme de Hy dans Aut(P;(F4)) ~ As, de noyau {1} (plus
précisément, il est facile de voir que si ¢ induit une permutation triviale,
alors o = 1 mod 290, d’ott p = £1). Qui plus est, f(Hp) est un sous-groupe
d’ordre 4 de ’ensemble des permutations paires sur 5 lettres fixant une lettre
commune (car f,(9MM™) = M™). Il est alors clair que f(Hy) agit transitive-
ment sur les 4 lettres non fixées, et donc les 4 voisins de 9" au-dessus de
L sont h-isométriques a V,,. =

On peut donner une description plus explicite de V,,,, & savoir :

(1) si m est pair,
Vv, = {(Al,...,)\m) e (P~Hym ’ A=A EMVi et Z)\iEOmod‘B},

(2) si m est impair,

Vm: {(Al,...,)\m) S <$71)m ‘ )\i_Al eMVi et Z)\Z G&B;}

Remarque. Le réseau V,,, apparaissant dans I’énoncé précédent n’est
autre, a normalisation pres, que le réseau Uy, de Martinet, dont on rappelle
la définition ci-dessous :

3.4. DEFINITION et THEOREME ([M]). Soient B et P’ deur idéauxr ma-

zimauz (@ gauche) de M au-dessus de 2. On pose n = 8m; pour m > 3, le
IM-module

Un = Un[%', %]
= {(Al,...,)\m) eM™ | i = A mod’P et Z)\i EOmod‘B’},
muni de la forme quadratique définie positive
S(x,y) = Trg o™ W (x,y)),

ot W' (z,y) désigne la forme hermitienne h'(x,y) = %Zx@i, est un réseau
unimodulaire pair de rang n, de norme 4.

Si ’on choisit pour e un générateur de norme réduite 2 de P (qui existe
toujours dans le cas ot K = Q(v/5), puisque le nombre de classes de H
est 1, cf. [V]), et si P’ est I'idéal Me, on vérifie aisément que I'application

Vi = Un[B,B],  (z1,...,2m) — (218,..., 7€),
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est une isométrie hermitienne de (V,,,, h) sur (U,, ") (qui fournit a fortiori
une isométrie de (Vy, Trie/g(a™h(,))) sur (Un, Trijg(a™h/(,))), en tant
que réseaux usuels sur Z).

Il est & noter également qu’a h-isométrie pres, U, [P, P’] ne dépend pas
du choix de P et de P’ (cela provient du fait que, dans le cas on K =
Q(v/5), les idéaux maximaux de Moy (IF4) sont permutés transitivement par
multiplication & droite par les unités de norme réduite 1).

On retrouve avec Usy (ou V3) la construction du réseau de Leech donnée
par Tits dans [T], et 'on a montré dans [C] que Usy (ou Vj) pouvait étre
identifié avec le réseau obtenu par “construction B” a partir du code de
Reed-Muller RM (2,5). =

On suppose désormais (ce qui ne restreint pas la généralité) que 'ordre
maximal 9 considéré est 'ordre
) i+ (1 — 1)k —1+i+j+k
Z|t] 1,i,w,l+7]+( ™) oﬁw:—+z+‘7+ ,
2 2
et 'on choisit pour P I'idéal principal engendré par e = w + 7, c’est-a-dire
B = Me que l'on peut encore écrire P = M(1 + i). On pose
e1 = (e,0,0), e2=(0,e,0), e3=(0,0,¢e).
Rappelons (3.2(4)) que les vecteurs minimaux du réseau V3 sont de deux
types :
e d’'une part, les x vérifiant h(z,x) = 2 (type 1) ou h(z,z) = 272 (qui
s’obtiennent en multipliant les précédents par ),
e d’autre part, les x vérifiant h(xz,x) =2+ 7 (type 2).

(N.B. Dans [T}, la description des vecteurs minimaux est donnée pour le
réseau Usy, et les valeurs de h(x, ) correspondantes sont donc 4, 472, 4 + 27
et non 2,272 2 + 7. Dans toute la suite, les références a [T] seront donc a
comprendre modulo cette renormalisation.)

La proposition et les deux lemmes suivants permettent de déterminer,
a h-isométrie pres, les 291-voisins du réseau V3. La proposition 3.5 est
I’analogue, pour les vecteurs minimaux de type 2, d’un résultat établi par
Tits pour les vecteurs minimaux de type 1 (cf. [T], 6.3, Corollary 8, ou le
terme “short vectors” désigne ce que nous appelons ici “vecteurs minimaux
de type 17).

3.5. PROPOSITION. Le groupe G = Aut(V3, h) agit transitivement sur les
vecteurs minimauz de type 2.

Démonstration. On sait depuis Tits ([T]) que G est isomorphe au

revétement double jg du groupe sporadique de Hall-Janko. Son action sur V3
définit une représentation irréductible ¢ de degré 6 sur C (ou, ce qui revient
au méme, sur n’importe quelle extension quadratique totalement imaginaire
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de Q(v/5)), dont le caractere x est donné par 'ATLAS ([A], ligne 22). Dans
la suite on notera V' le Q-espace vectoriel QV3. Comme #G = 28.33.52.7
et comme il y a 120960 = 27 - 33 . 5 - 7 vecteurs minimaux de type 2, tout
revient a montrer que le stabilisateur G, de 'un quelconque de ces vecteurs
est d’ordre 10. On choisit par exemple le vecteur

x=(0,7,w).

On remarque tout d’abord que 7 ne divise pas #G,; en effet, si o est
un élément d’ordre 7 appartenant a GG, son polynome minimal sur Q(\/g)
est (X — 1)@7(X). Le sous-espace ker(o — 1) est de dimension multiple de 4
sur Q(v/5) (car stable par H) et ker @7(c) est de dimension multiple de 6.
Comme V = ker(c — 1) L ker &7(0), ce qui précede est incompatible avec le
fait que V' soit de dimension 12 sur Q(v/5).

De méme, 3 ne divise pas #G,. En effet, TATLAS montre qu’il y a 2
classes de conjugaison o1 et oo d’éléments d’ordre 3 dans G, caractérisées
respectivement par x(o1) = —3 et x(o2) = 0. On voit facilement que les
éléments d’ordre 3 de G admettant 1 pour valeur propre sont conjugués
a o9, donc en particulier, tout élément o d’ordre 3 de G, est conjugué a
Pélément v de G qui & x = (x1, 2, x3) associe y(x) = (x3, 1, z2). Il est clair
que si un élément o de Aut(Vs,h) stabilise au moins un vecteur minimal
de type 2, il en va de méme de chacun de ses conjugués (o = z implique
non~t(nx) = nx). Or, si y = (y1,y2,y3) est stabilisé par Pautomorphisme
v défini ci-dessus, on a y; = y2 = y3, moyennant quoi h(y,y) appartient a
30k, ce qui exclut h(y,y) =2+ 7.

Montrons ensuite que les 2-sous-groupes de Sylow de G, sont cycliques
d’ordre 2. I est clair que I’élément oy défini par oo (y1,y2,y3) = (—y1,Y2,Y3)
appartient & G,. De plus, tous les éléments d’ordre 2 de GG, sont conjugués,
et ont pour trace 2 : on vérifie en effet en consultant PATLAS qu’il y a
dans G deux classes de conjugaison 7y; et 2 d’éléments d’ordre 2, carac-
térisées respectivement par x(y1) = 2 et x(v2) = —2; ’élément p défini par
w(y,y2,y3) = (—vy1,ys3,y2) appartient a la deuxieme classe, et il ne peut
stabiliser aucun vecteur minimal de type 2 (si u(y) = vy, alors y; = 0 et
Y2 = ys, donc h(y,y) appartient a 20, ce qui exclut que h(y,y) =2+ 7).
Les carrés des éléments d’ordre 4 de G n’ayant pas pour trace 2 (cf. ATLAS),
on en conclut que G, ne contient pas d’élément d’ordre 4, ni d’élément
d’ordre 8. Comme G ne contient pas d’élément d’ordre 2¥ pour k > 3, on en
conclut que les 2-Sylow de G, sont d’exposant 2, donc en particulier abéliens.
Les éléments d’ordre 2 de G, étant conjugués, ils ont le méme polynome
caractéristique sur C, & savoir (X —1)*(X +1)2. Plus précisément, si s est un
élément d’ordre 2 de G, on a une décomposition V' = ker(s—1) L, ker(s+1)
en deux sous-espaces h-orthogonaux de dimensions respectives 2 et 1 sur H,
et le sous-espace ker(s 4+ 1) détermine entierement s. Si s et ¢ sont deux
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éléments d’ordre 2 d’un méme 2-Sylow, on a st = ts. Posons ker(s+1) = Hy;
on a alors, puisque s et ¢t commutent, t(y) = y ou t(y) = —y. Le premier cas
entraine que st(y) = —y donc st = s, ce qui est absurde, et le deuxieéme que
s =t. Les 2-Sylow de G, sont donc d’ordre 2.

Enfin, il est clair que 5 divise 'ordre de G (sinon, l'orbite de z sous G
serait de cardinal > 120960). Il reste donc & montrer que 52 ne divise pas
#G,.. Sinon, G, contiendrait un 5-Sylow G’ de G, de type Z/5Z x Z/57 (car
G ne contient pas d’élément d’ordre 25). Soit x’ le caractere de la restriction
o depaG.Sillonposev=1—1= ZCOS%’T et v/ = —1 — v son conjugué
(sur Q), on constate (cf. ATLAS, ligne 22) que les valeurs prises par x sur
les éléments d’ordre 5 sont —2v, v — 1, —2v/, v/ — 1. En particulier, x’ prend
ses valeurs dans Q(v/5), ce qui implique, puisque G’ est commutatif, que o’
est réalisable sur Q(v/5). Ainsi x’ se décompose sous la forme

X =n1-1+ Z Nhk * Xh,ks
(h,k)2(0,0) mod 5
ol X,k est le caractere de degré 2 sur C défini par
2(hl + km)m
5 )
De plus, nq + QZ(MQ) nnr = 6, et ny est pair, le sous Q(v/5,1)-espace
vectoriel stable (point par point) par G’ étant un H-espace vectoriel. Si I'on
fait hypothese que G’ C G, alors ny est non nul, i.e. ny =2ou4.Sin; =4
alors X’ =4 -1+ xp.r avec mettons h # 0 mod 5, moyennant quoi, si l'on
choisit [ tel que [h = 1 mod 5 on a x/'(1,0) = 4 + v. Or 4 + v n’appartient
pas a I’ensemble précédemment cité des valeurs prises par y sur les éléments
d’ordre 5. Donc nq = 2, ce qui conduit a deux possibilités :

X,k (l;m) = 2cos pour (I,m) € (Z/57).

e Soit x' = 2-1+2xp,x, avec par exemple h # 0 mod 5, et en choisissant
(I,m) # (0,0) mod 5 tels que hl + km = 0 mod 5, on obtient x'(I,m) =
4+ 2 = 6, ce qui est absurde, par le méme type d’arguments que dans le cas
précédent.

e Soit X/ =2-1 +Xho,ko +Xh1,k17 avec (hU) kO) ?é (hla kl) ?é (07 0) mod 5.
Pour un choix convenable de (I,m) on a hol + kom #Z hil + kym, d’ou
X'(L,m)=24v+1,24+24+vou2+2+ 1 ce qui conduit & nouveau a
une contradiction, aucun de ces trois nombres n’appartenant a ’ensemble
des valeurs permises.

Donc G’ ¢ G, ce qui acheéve la démonstration de la proposition. m

Le lemme suivant donne une description du quotient V3/PBV3 qui sera
utile pour déterminer les 29M-voisins de Vj.

3.6. LEMME. (1) Chagque classe non nulle de V3 /BV3 contient exacte-
ment 24 couples {+x} de vecteurs minimaux deux a deux orthogonauz.
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(2) Il y a exactement 1575 classes représentées par des vecteurs de type 1,
les 2520 classes restantes étant représentées par des vecteurs de type 2.

Démonstration. (1) Le sous-réseau PV3 étant de norme au moins 8
(car PP = 29M) et V3/PV3 étant d’exposant 2, si deux vecteurs minimaux
de V3 sont dans la méme classe modulo PVs, ils vérifient

8<N(xty)=4+4+25(z,y),

donc S(z,y) = 0. Chaque classe non nulle contient donc au plus 24 couples
{£z} de vecteurs minimaux deux & deux orthogonaux. Or, le nombre total
de couples {£z} de vecteurs minimaux du réseau de Leech est s = 98280,
et o7 +1 = 212 = (V3 : BV3). Cela prouve que chacune des classes non
nulles contient exactement 24 couples de vecteurs minimaux deux a deux
orthogonaux.

(2) Le groupe G = Aut(V3, h) étant transitif sur les 315-120 = 24 - 1575
vecteurs minimaux de type 1 (cf. [T], 6.3, Corollary 8), il suffit de vérifier que
la classe de I'un quelconque d’entre eux, par exemple e; = (e, 0,0), contient
exactement 24 vecteurs de type 1. Si y = (y1, Y2, y3) est un vecteur de type
1, la condition que y appartienne & la classe de e; modulo BV3 implique

y; €M pouri=1,23,
Yi —y; €P pouri,j=1,2,3.

La condition que y soit un vecteur de norme 4, ajoutée a la condition que y;
appartienne a 9, implique que I'un des y; est nul (puisque M ~ Eg en tant
que réseau sur Z), d’ou finalement y; appartient & Vi, via la deuxieme
condition. Il est alors clair que les vecteurs minimaux de type 1 équivalents
& e; modulo PV3 sont les 24 éléments ae;, o € {£1,+i,+j, +k} = Hy,
d’out la premiere partie de 'assertion (2). Noter par ailleurs que pour tout
vecteur minimal z de type 1, 72 est équivalent & w?x modulo PV3. Les
2520 = (V3 : PV3) — 1 — 1575 classes non nulles restantes contiennent donc
chacune exactement 48 vecteurs minimaux, nécessairement de type 2. m

De fagon tout a fait analogue, on montre le lemme suivant :

3.7. LEMME. Soit Q un idéal mazimal (& gauche) de M au-dessus de
q = V50k. Alors les 25° — 1 classes non nulles de V3/QV3 se répartissent
en 7560 classes représentées par des vecteurs minimaux de type 1 et 8064
par des vecteurs minimauz de type 2.

On est maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal :

3.8. THEOREME. On pose n = 8m. La classification compléte, a h-
isométrie prés, des M-réseauxr unimodulaires de (H™,S) de dimension n <
32 s’établit de la fagon suivante :
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(1) n=2~8: Eg.

(2) n=16: Eg J_h ES-

(3) n=24:Eg L, Eg L), Eg et le réseau V3 qui est isométrique, en tant
que réseau sur Z, au réseau de Leech Agy.

(4)n=32:Es L, Eg Ly Eg L, Eg , Eg Ly V3, Vy et un réseau
h-irréductible (non h-isométrique a Vy) noté Csy .

Démonstration. (1) Pour n = 8 : puisqu'un 9M-réseau entier est
automatiquement pair, le seul 9M-réseau unimodulaire de (H, S) est Eg, dont
(M, S) est la seule réalisation & h-isométrie pres d’apres 3.2(3).

(2) Pour n = 16 : les deux seules possibilités sont a priori Eg L Eg
et Df. Ces deux réseaux étant de norme 2, on conclut par le lemme 3.2(2)
que Dfﬁ est exclu, et que la seule réalisation a h-isométrie pres de Eg | Eg
est (M2, 5) ~ Eg Ly, Es.

(3) Pour n =24 : d’apres le lemme 3.2(2), les M-réseaux unimodulaires
de (H™,S) de norme 2 sont h-réductibles, moyennant quoi l'on est ramené
a la dimension 16. Dans le cas de la norme 4, il reste donc a vérifier que
tout M-réseau unimodulaire isométrique (sur Z) au réseau de Leech est h-
isométrique a V3. Si A est un tel réseau, on suppose dans un premier temps
qu’il contient au moins un vecteur minimal de type 1 (i.e. h(z, ) = 2). Alors,
par 3.2(4), A possede un 29M-voisin h-factorisable par Eg qui ne peut étre (vu
la classification en dimension 16) que Eg L, Eg L), Eg. Or le seul 2901-voisin
irréductible de ce dernier est précisément (& h-isométrie pres) le réseau Vs
(cf. 3.3). Il reste a prouver que I'hypothese d’existence d’un vecteur minimal
de type 1 est toujours vérifiée; on suppose par I'absurde qu’il existe A de
norme 4 ne possédant que des vecteurs minimaux de type 2 (i.e. h(z,z) =
24 7). Si x est un vecteur minimal de A et Q un idéal maximal & gauche de
I au-dessus de v/50x, on démontre (de la méme fagon que pour 3.2(4)) que
le v/59M-voisin A, = L® + Q 'z de A est h-factorisable par Eg : il est donc
isométrique a (Eg)? d’aprés la classification en dimension 16. Inversement,
on démontre comme dans 3.2(2) (argument principal étant que la surjection
canonique de M sur M/v/5M ~ My (F5) induit une surjection de I sur
Sly(F5)), que (Eg)® possede (& h-isométrie pres) un unique +/59M-voisin h-
irréductible (obtenu wvia le vecteur v = (1,1,1)) et que ce dernier contient
des vecteurs minimaux de type 1. Donc A contient des vecteurs minimaux
de type 1.

(4) Pour n = 32 : le cas des M-réseaux unimodulaires de norme 2 se
rameéne a la dimension 24 via le lemme 3.2(2). Soit donc A un 9M-réseau
unimodulaire de norme 4, que l'on peut de plus supposer h-irréductible.
Comme précédemment, on suppose dans un premier temps que /A contient un
vecteur minimal de type 1. En appliquant le lemme 3.2(4), on en déduit que
A possede un 290-voisin M h-factorisable par Eg. Si M =~ (Eg)* on conclut
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par la proposition 3.3 que A est h-isométrique a Vj. Sinon, M ~ Eg 1; Aoy
c’est-d-dire M ~ 9 1; V3. On a donc A = M, ,, avec v; € M\ B,
ve € V3 \ PVz. Or, d’apreés le lemme 3.6, il existe vh € V3 congru a v
modulo PBV3, et tel que h(vh,vh) =2 o0u 2+ 7 :

e Dans le premier cas (i.e. h(vh,vh) = 2), M"1T%2 + PB~1v) est un 29M-
voisin unimodulaire de M et de A, qui est de plus h-factorisable par [Eg
(puisque P~ 1vh est unimodulaire, donc isométrique & Eg). Enfin, Mv1+v2 4
P~ 1vh O (Eg)?, done MUz P~ 1) ~ (Eg)?. Par suite, A est un 290-voisin
de M* ~ (Eg)* : puisqu'il est h-irréductible, ce ne peut étre que V.

e Dans le second cas, le choix du vecteur v tel que h(vh, v5) = 247 est in-
différent a h-isométrie pres, d’apres la proposition 3.5, et ’on peut supposer
par ailleurs que v; = 77 1w? (car 77'w? = 1 mod P). Comme précédemment
(3.3), Pensemble constitué de M et de ses voisins entiers au-dessus de M¥1 102
est en bijection avec Py (Fy). Il y a donc quatre 9M-réseaux unimodulaires,
en dehors de M lui-méme, au-dessus de Mvitvz, parmi lesquels le réseau
C3z = My, 1,y Pour tout ¢ € Hy = {£1, &4, +-j, £k}, I'application

Jo:M=Eg L V3 —FEg L V3, 21+x2+— 210+ T2,

est une h-isométrie de M qui stabilise Mv1+v2 (car Vo € Hy, 0 = 1 mod ‘P)
et qui agit par permutation sur ’ensemble des 9-réseaux unimodulaires au-
dessus de M1 2. Comme dans 3.3, Papplication f associant f, a ¢ induit
un homomorphisme de Hy dans Aut(P;(F4)) ~ As, de noyau {£1}. Qui
plus est, f(Hp) est un sous-groupe d’ordre 4 de 'ensemble des permutations
paires sur 5 lettres fixant une lettre commune (car f,(M) = M), d’ott 'on
déduit que f(Hp) agit transitivement sur les 4 lettres non fixées, et donc les
4 voisins de M au-dessus de M2 sont h-isométriques & Css.

Il reste & montrer que ’hypothese d’existence d’un vecteur minimal de
type 1 dans A est toujours vérifiée. On procede comme dans le cas de la
dimension 24 et 'on montre que, via un vecteur minimal de type 2, et a
h-isométrie pres, A est v/59M-voisin de (Eg)* ou de Eg L V3. Dans le premier
cas, on constate (comme pour (Eg)?) qu’a h-isométrie pres, (Eg)* possede un
seul v/59M-voisin irréductible et que celui-ci contient des vecteurs minimaux
de type 1. Dans le second cas, les v/5M-voisins de Eg L V3 s’obtiennent
via un vecteur v = vy + vg, ol v; € Eg et vy € V3; la proposition 3.5
et le lemme 3.7 permettent de choisir pour vy soit 'un (quelconque) des
vecteurs minimaux de type 1, soit 'un des vecteurs de minimaux de type 2.
On constate alors que V3" (qui est contenu dans (Eg L V3)"17%2) contient
des vecteurs minimaux de type 1 (explicitement, on peut prendre dans le
premier cas vy = e; = (e,0,0) et dans le second vy = (0,w,7) et dans les
deux cas V3? contient e;). Donc tout V5M-voisin de Eg L V5 contient des
vecteurs minimaux de type 1.



Réseauxr unimodulaires quaternioniens 23

Le raisonnement précédent prouve qu’il y a au plus deux 9M-réseaux
unimodulaires irréductibles en dimension 32. Il reste a prouver que Vj et Cso
ne sont pas h-isométriques, ce qui se fait via la formule de masse suivante,
due a Hashimoto :

THEOREME (Hashimoto, [H]). Soit MM un ordre mazimal de l'unique corps
de quaternions sur K = Q(v/5) non ramifié auz places finies. Soient E,,
l’ensemble des classes de h-isométrie de M-réseaur unimodulaires de rang

m, et Mm =3 )ep,, 1/(# Aut(L, h)). Alors,

5m(2m+1)/2 1
B [ @k = 1)17Cie (2k).

k=1

M, =

Pour m = 4, la “masse” restante une fois pris en compte les deux 91-
réseaux unimodulaires h-réductibles (Eg)* et Eg L Aoy est
1 1 67-192-7-2".3.5 19
a1200 12048g,  2©-3°.54.7 0 213.33.5%

M,y

ce qui prouve qu’il reste au moins deux classes de h-isométrie, d’ou la con-
clusion. m
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