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1. Introduction. On note U le groupe multiplicatif des nombres com-
plexes de module 1 et q un nombre entier supérieur ou égal à 2.

On appelle fonction q-multiplicative une fonction χ : N → U telle que si
(a, b, k) ∈ N3 et b < qk, alors χ(qka+ b) = χ(qka)χ(b).

Une fonction q-multiplicative est donc entièrement déterminée par la
donnée de sa valeur sur l’ensemble {jqk : (j, k) ∈ {0, . . . , q − 1} × N} car
si n =

∑
k∈Njkq

k (avec jk ∈ {0, . . . , q − 1} pour tout k ∈ N), alors χ(n) =∏
k∈Nχ(jkqk).
Les exemples les plus simples de fonctions q-multiplicatives sont les fonc-

tions χ(n) = exp(2iπnα) et χ(n) = exp(2iπsq(n)α) où α ∈ R et sq(n)
désigne la somme des chiffres du nombre entier n écrit en base q.

Cette notion a été introduite en 1948 par R. Bellman et H. N. Shapiro
dans [1]. Les propriétés arithmétiques, spectrales et ergodiques des fonctions
q-multiplicatives ont depuis été étudiées par de nombreux auteurs : [2]–[4],
[7], [9], [12]–[15], [17], [20], . . .

En 1968, A. O. Guelfond a montré dans [7] que pour tout polynôme P à
coefficients entiers positifs de degré 1, la suite (sq(P (n)))n∈N est bien répartie
dans les progressions arithmétiques en donnant des estimations précises des
sommes trigonométriques associées. Lorsque le degré de P est supérieur à 1,
le problème devient extrêmement difficile et on ne connâıt aucun résultat
analogue dans ce cas.

Le but de ce travail est de préciser la répartition des fonctions q-multipli-
catives dans la suite ([nc])n∈N, c > 1. On peut considérer cette suite comme
un cas intermédiaire entre les polynômes de degré 1 et ceux de degré 2.

Notons que les propriétés arithmétiques de cette suite ont été étudiées
à partir de 1953 par I. Piatetski-Shapiro qui a montré en particulier dans
[19] que #{n ≤ x : [nc] est un nombre premier} ∼ x/(c lnx) pour tout
c ∈ [1, 12/11[ . Ce résultat a depuis été amélioré par [10], [11], [8], [16] et [22].
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Lorsque χ(n) = exp(2iπnα) des estimations de la somme trigono-
métrique

∑
1≤n≤xχ([nc]) valables pour tout c > 1 ont été données par

J. M. Deshouillers en 1973 (voir [5]) et dans ce contexte plus général, lié à
l’obtention de théorèmes ergodiques pour des suites extraites, récemment
par R. Nair (voir [18]).

Nous montrons le théorème suivant :

Théorème. Soit χ une fonction q-multiplicative et c un nombre réel ,
c ∈ [1, 4/3[ . Alors, en posant γ = 1/c, on a pour ε = ε(γ) > 0 assez petit∑

1≤n≤x

χ([nc]) = γ
∑

1≤m≤xc

χ(m)mγ−1 +Oγ(x1−ε).

Il en résulte en particulier les corollaires suivants (on désigne par sq(n)
la somme des chiffres du nombre entier n écrit en base q) :

Corollaire 1. Si c ∈ [1, 4/3[, alors la suite (sq([nc])α)n∈N est équiré-
partie modulo 1 pour tout nombre irrationnel α.

Corollaire 2. Si c ∈ [1, 4/3[ , alors pour tout (a,m) ∈ N× N∗ on a

lim
N→+∞

1
N

#{n < N : sq([nc]) ≡ a (mod m)} =
1
m
.

2. Démonstration du théorème

2.1. Détection de la suite [nc]. Soit c > 1 et γ = 1/c. On a
m = [nc] ⇔ m ≤ nc < m+ 1

⇔ mγ ≤ n < (m+ 1)γ

⇔ −(m+ 1)γ < −n ≤ −mγ

⇔ [−mγ ]− [−(m+ 1)γ ] = 1.
Par conséquent,∑

1≤n≤x

χ([nc]) =
∑

1≤m≤xc

χ(m)([−mγ ]− [−(m+ 1)γ ]).

2.2. Terme principal. Terme d’erreur. Soit ψ(x) = x− [x]− 1/2. On a
l’égalité ∑

1≤n≤x

χ([nc]) =
∑

1≤m≤xc

χ(m)((m+ 1)γ −mγ)

+
∑

1≤n≤xc

χ(m)(ψ(−(m+ 1)γ)− ψ(−mγ)).

On a ∑
1≤m≤xc

χ(m)((m+ 1)γ −mγ) = γ
∑

1≤m≤xc

χ(m)mγ−1 +Oγ(1)

ce qui nous donne le terme principal.



Répartition des fonctions q-multiplicatives 173

Reste à démontrer∑
1≤m≤xc

χ(m)(ψ(−(m+ 1)γ)− ψ(−mγ)) = Oγ(x1−ε).

2.3. Passage aux sommes trigonométriques. Pour tout nombre réel x,
on pose e(x) = exp(2iπx).

Nous utilisons maintenant une approximation classique de ψ(x), sous la
forme donnée par Vaaler (voir [23], théorème A.6 de [6]) :

Lemme 1. Soit H > 0. Il existe des suites ah et bh telles que ψ(x) =
ψ∗(x) +O(δ(x)) avec

ψ∗(x) =
∑

1≤|h|≤H

ah

h
e(hx), |ah| � 1,

δ(x) =
∑
|h|≤H

bh
H
e(hx), |bh| � 1.

Ce lemme nous ramène à démontrer les estimations suivantes :∑
1≤m≤xc

χ(m)(ψ∗(−(m+ 1)γ)− ψ∗(−mγ)) = Oγ(x1−ε),

1
H

∑
|h|≤H

∣∣∣ ∑
1≤m≤xc

e(hmγ)
∣∣∣ = Oγ(x1−ε).

Par découpage dyadique de l’intervalle [1, xc], il suffit de démontrer en
fait

S1 :=
∑

M≤m≤M ′

χ(m)(ψ∗(−(m+ 1)γ)− ψ∗(−mγ)) = Oγ(M1−ε),

S2 :=
1
H

∑
|h|≤H

∣∣∣ ∑
M≤m≤M ′

e(hmγ)
∣∣∣ = Oγ(Mγ−ε)

pour tout M ∈ [1, xc] et tout M ′ tel que M < M ′ ≤ 2M.

2.4. Majoration d’une somme d’exponentielles. Nous allons utiliser le
théorème 2.9 de [6] avec q = 0.

Lemme 2. Soit A 6= 0 et α ∈ R, α 6= 0, 1, 2. Soit N ≥ 1 et N ′ tel que
N < N ′ ≤ 2N. Alors on a l’estimation∑

N≤n≤N ′

e(Anα) � |A|1/2Nα/2 + |A|−1N1−α.



174 C. Mauduit et J. Rivat

2.5. Majoration de S2. D’après le lemme 2 on a

S2 �
1
H

∑
0<|h|≤H

(h1/2Mγ/2 + h−1M1−γ) +M/H

�
(
H1/2Mγ/2 +

lnH
H

M1−γ

)
+M/H.

On choisit H = M1−γ+ε, d’où

S2 �M1/2+ε/2 +Mγ−ε.

Donc pour ε suffisamment petit et γ > 1/2 on a S2 �Mγ−ε, ce qui termine
la majoration de S2.

2.6. Transformation de S1

S1 = −
∑

1<|h|≤H

ah

h

∑
M≤m≤M ′

χ(m)(e(−hmγ)− e(−h(m+ 1)γ)).

On définit φh(x) = 1− e(h(xγ − (x+ 1)γ)) et on obtient

S1 = −
∑

1<|h|≤H

ah

h

∑
M≤m≤M ′

χ(m)e(−hmγ)φm(m)

= −
∑

1<|h|≤H

ah

h
φh(M ′)

∑
M≤m≤M ′

χ(m)e(−hmγ)

+
M ′∫

M

∑
1<|h|≤H

ah

h
· ∂φh(x)

∂x

∑
M≤m≤M ′

χ(m)e(−hmγ) dx.

Pour x ∈ [M, 2M ] on a

φh(x) � hMγ−1, ∂φh(x)/∂x� hMγ−2.

Donc on a

S1 �Mγ−1 max
M ′∈[M,2M ]

∑
0<h≤H

∣∣∣ ∑
M≤m≤M ′

χ(m)e(−hmγ)
∣∣∣.

Il suffit donc de démontrer, pour M ′ ∈ [M, 2M ] et |εh| = 1 l’estimation
S′1 �M1−ε où

S′1 =
∑

0<h≤H

εh

∑
M≤m≤M ′

χ(m)e(hmγ).

2.7. χ est q-multiplicative. On pose m = qka + b, et on remplace la
sommation sur m par une sommation sur a et b.
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Soit k un entier ≥ 1 et B = qk. On suppose B ≤ M. Par la division
euclidienne, on a

M = AB −R avec 0 ≤ R < B,

M ′ = A′B +R′ avec 0 ≤ R′ < B.

Donc

S′1 =
∑

0<h≤H

εh

∑
AB≤m<A′B

χ(m)e(hmγ) +O(HB)

=
∑

0<h≤H

εh

∑
A≤a<A′

∑
0≤b<B

χ(Ba+ b)e(h(Ba+ b)γ) +O(HB).

Or χ est q-multiplicative, donc on a

χ(Ba+ b) = χ(qka+ b) = χ(Ba)χ(b)

puisque b < qk. Par conséquent,

S′1 =
∑

0<h≤H

εh

∑
A≤a<A′

∑
0≤b<B

χ(Ba)χ(b)e(h(Ba+ b)γ) +O(HB)

avec A ≤ A′ ≤ 2A, M ≤ AB ≤ 2M.

2.8. Séparation des variables a et b. On a

h(Ba+ b)γ = hBγaγ

(
1 +

b

Ba

)γ

= hBγaγ

(
1 + γ

b

Ba
+ 1

2γ(γ − 1)
b2

B2a2
+Oγ

(
b3

B3a3

))
= hBγaγ + γhbBγ−1aγ−1

+ 1
2γ(γ − 1)hb2Bγ−2aγ−2 +Oγ(HB3Mγ−3),

donc e(h(Ba+b)γ) = e
(
hBγaγ +γhbBγ−1aγ−1 + 1

2γ(γ−1)hb2Bγ−2aγ−2
)
+

Oγ(HB3Mγ−3), ce qui donne, en remplaçant dans S′1,

S′1 =
∑

0<h≤H

εh

∑
A≤a<A′

∑
0≤b<B

χ(Ba)χ(b)

× e
(
hBγaγ + γhbBγ−1aγ−1 + 1

2γ(γ − 1)hb2Bγ−2aγ−2
)

+O(HB) +Oγ(H2B3Mγ−2).

En faisant l’hypothèse B ≤ M (1+γ)/3−2ε, on a l’estimation souhaitée
pour les termes d’erreur intervenant dans S′1 (rappelons que γ > 1/2). Il
reste donc à estimer

S :=
∑

0<h≤H

εh

∑
A≤a<A′

∑
0≤b<B

χ(Ba)χ(b)

× e
(
hBγaγ + γhbBγ−1aγ−1 + 1

2γ(γ − 1)hb2Bγ−2aγ−2
)
.
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2.9. “Lissage” de la variable a. Par Cauchy–Schwarz, on a

S2 � HA
∑

0<h≤H

∑
A≤a<A′

∣∣∣ ∑
0≤b<B

χ(b)

× e(γhbBγ−1aγ−1 + 1
2γ(γ − 1)hb2Bγ−2aγ−2)

∣∣∣2.
On pourrait maintenant développer simplement le carré, mais il est plus
agréable de faire appel à l’inégalité de Weyl–van der Corput :

Lemme 3. Soit L > K, Q > 0 et zk des nombres complexes. On a
l’inégalité∣∣∣ ∑

K≤k<L

zk

∣∣∣2 ≤ (
2 +

L−K

Q

) ∑
|q|<Q

(
1− |q|

Q

) ∑
k

K≤k−q,k+q<L

zk+qzk−q.

La preuve de ce lemme est similaire à la preuve du lemme 2.5 de [6].
On a maintenant, pour Q ≤ B,

S2 � HAB

Q

∑
0<h≤H

∑
|q|<Q

∑
b

0≤b−q,b+q<B

∣∣∣ ∑
A≤a<A′

e(2γhqBγ−1aγ−1

+ 2γ(γ − 1)hbqBγ−2aγ−2)
∣∣∣,

d’où

S2 � H2M2

Q
+
HM

Q

×
∑

0<h≤H

∑
0<q<Q

∑
b

0≤b−q<B
0≤b+q<B

∣∣∣ ∑
A≤a<A′

e(2γhqBγ−1(aγ−1 + (γ − 1)bB−1aγ−2))
∣∣∣.

2.10. Fin de la majoration. Nous allons achever la majoration de S
en appliquant le lemme classique suivant, dû à Kuz’min et Landau (voir
théorème 2.1 de [6]).

Lemme 4. Soit I un intervalle sur lequel la fonction f est continument
dérivable de dérivée f ′ monotone et vérifie

‖f ′‖ = min
n∈Z

{|f ′(i)− n| : i ∈ I} ≥ λ > 0.

On a alors ∑
i∈I

e(f(i)) � λ−1.

Posons donc

f(a) = 2γhqBγ−1aγ−1 + 2γ(γ − 1)hbqBγ−2aγ−2.
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On a

f ′(a) = 2γ(γ − 1)hqBγ−1aγ−2

(
1 + (γ − 2)

b

aB

)
et donc si A ≥ 3, f ′ est monotone sur [A,A′[ et

‖f ′(a)‖ ≥ γ2(1− γ)hqBMγ−2

dès que l’on choisit (B,Q) tel que BQ = o(M1−ε). On a alors, grâce au
lemme 4, ∑

A≤a<A′

e(f(a)) � 1
hqBMγ−2

,

d’où on déduit

S2 � H2M2

Q
+
HM3−γ

Q
lnH lnQ� M4−2γ+2ε

Q
+
M4−2γ

Q
(lnM)2.

Choisissons Q = M2−2γ+4ε; on a donc S2 � M2−2ε +M2−4ε(lnM)2, d’où
pour M assez grand S �M1−ε.

On vérifie maintenant sans peine que si γ ∈ ]3/4, 1[ , les conditions
imposées sont compatibles, c’est-à-dire qu’il existe ε > 0 et u > 0 tels que

B = Mu, M2−2γ+4ε = Q ≤ B ≤M (1+γ)/3−2ε

et

B = o

(
M1−ε

Q

)
= o(M2γ−1−5ε).

Ceci achève la démonstration du théorème.

3. Démonstration des corollaires. Les corollaires 1 et 2 résultent
du critère de Weyl (voir [21]) et de la proposition suivante :

Proposition. Soit c un nombre réel , c > 1, et α un nombre réel non
entier. Alors en posant γ = 1/c on a∑

1≤m≤xc

e(sq(m)α)mγ−1 = o(x).

Par le lemme d’Abel on a∑
1≤m≤xc

e(sq(m)α)mγ−1

= xc(γ−1)
∑

1≤m≤xc

e(sq(m)α) + (1− γ)
xc∫

1

∑
1≤m≤u

e(sq(m)α)uγ−2 du.

Posons S(N) =
∑

m<Ne(sq(m)α). On remarque que S(qn) = (
∑

j<qe(jα))n

et donc que

|S(qn)| = Kn où K =
∣∣∣∣ sin 2πqα

sin 2πα

∣∣∣∣ < q.
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Par ailleurs, si

N =
l∑

k=1

jkq
Nk

est l’écriture de N en base q, on vérifie facilement que

S(N) =
l∑

k=1

∑
j1+...+jk−1≤j<j1+...+jk

e(jα)S(qNk)

et donc

|S(N)| ≤
l∑

k=1

jkK
Nk ≤ q − 1

K − 1
KN1+1 ≤ (q − 1)K

K
Nθ

où θ = logq K.
Ceci nous montre donc que∣∣∣ ∑

1≤m≤xc

e(sq(m)α)
∣∣∣ � xcθ

et ∣∣∣ xc∫
1

∑
1≤m≤u

e(sq(m)α)uγ−2 du
∣∣∣ � xc∫

1

uθ+γ−2 du.

On en déduit ∑
1≤m≤xc

e(sq(m)α)mγ−1 � max(1, x1−(1−θ)c),

ce qui démontre la proposition.
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d’Etat, Orsay, 1978.

[3] J. Coquet, T. Kamae et M. Mend è s France, Sur la mesure spectrale de cer-
taines suites arithmétiques, Bull. Soc. Math. France 105 (1977), 369–384.

[4] H. Delange, Sur les fonctions q-additives ou q-multiplicatives, Acta Arith. 21
(1972), 285–298.

[5] J. M. Deshoui l l e r s, Problème de Waring avec exposants non entiers, Bull. Soc.
Math. France 101 (1973), 285–295.

[6] S. W. Graham and G. Kolesn ik, Van der Corput’s Method of Exponential Sums,
London Math. Soc. Lecture Note Ser. 126, Cambridge University Press, 1991.

[7] A. O. Guel fond, Sur les nombres qui ont des propriétés additives et multiplicatives
données, Acta Arith. 13 (1968), 259–265 (en russe).
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