
ACTA ARITHMETICA
LXXI.3 (1995)

Verschwindungssätze, die bei der Berechnung
der Dimension des Vektorraums der Spitzenformen

zur Modulgruppe n-ten Grades und Stufe q > 2 auftreten

von

Petra Ploch (Freiburg i. Br.)

1. Problemstellung. Ein wichtiges ungelöstes Problem aus der Theo-
rie der Siegelschen Modulformen ist die Berechnung der Dimension des
Vektorraums der Spitzenformen zur Modulgruppe n-ten Grades und Stufe
q, Γ (n, q). Nach [3] wird diese gegeben durch

(1) σ(Γ (n, q), g) = η(n, g)
∫
F

∑

M∈Γ (n,q)

R(M,Z) dwZ .

Hierbei bezeichnet g das Gewicht der Spitzenformen, wobei man aus Konver-
genzgründen g > 2n voraussetzt, F ist ein Fundamentalbereich von Γ (n, q)
in der Siegelschen oberen Halbebene n-ten Grades Z(n), η(n, g) wurde in
[3], (19), definiert und dwZ ist das symplektische Volumenelement. Für
M =

(
A B
C D

) ∈ Γ (n, q) mit n × n Matrizen A, B, C und D, sowie für
Z = X + iY ∈ Z(n) setzt man weiter

M〈Z〉 := (AZ +B)(CZ +D)−1, M{Z} := CZ +D

und

(2) R(M,Z) := det(−Z +M〈Z〉)−g det(M{Z})−g(detY )g.

Will man dieses Integral mit Hilfe der Selbergschen Spurformel, die in
[15] beschrieben wird, auswerten, so zerlegt man zunächst Γ (n, q) in endlich
viele, paarweise disjunkte, konjugationsinvariante Teilmengen und betrach-
tet dann die Einzelintegrale. Diese Teilmengen hängen mit den charakter-
istischen Polynomen der betrachteten Matrizen zusammen. Man vermutet,
daß Matrizen mit einem charakteristischen Polynom χ(M,x) 6= (x − 1)2n

keinen Beitrag zum Dimensionsintegral liefern. In [14] wurde das Verschwin-
den des Dimensionsintegrals für Matrizen mit einem über Q irreduziblen
charakteristischen Polynom gezeigt. In der vorliegenden Arbeit sollen die
Fälle behandelt werden, bei denen man das Verschwinden des Dimensions-
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integrals durch Einfügen von konvergenzerzeugenden Faktoren zeigen kann.
Genauer soll gezeigt werden:

Theorem. Es sei q > 2,

K0 := {M ∈ Γ (n, q) | χ(M,x) ist reduzibel über Q und es gibt einen Eigen-
wert e von M mit |e| 6= 1, derart , daß für alle möglichen Zerlegun-
gen χ(M,x) = g(x)h(x)h∗(x) über Q mit h(1/x)xj = ±h∗(x)
stets h(e) 6= 0 gilt},

K00 := {M ∈ Γ (n, q) | Ist M ∈ Γi(n), R ∈ Γ (n) und RMR−1 ∈ Γi(n), so
folgt R ∈ Γi(n)}

und K := K0 ∩K00. Dann folgt∫
F

∑

M∈K
R(M,Z) dwZ = 0.

2. Bezeichnungen und grundlegende Bemerkungen. Die symplek-
tische Gruppe n-ten Grades Σ(n) besteht aus allen reellen 2n×2n Matrizen
M mit M ′InM = In. Hierbei sei M ′ die Transponierte von M und mit In
bezeichnet man die symplektische Einheitsmatrix n-ten Grades, d.h.

In :=
(

0n En
−En 0n

)
,

wobei En bzw. 0n die n × n Einheits- bzw. Nullmatrix ist. Die Siegelsche
Modulgruppe n-ten Grades Γ (n) besteht aus allen symplektischen Matrizen
mit ganzzahligen Koeffizienten und für q ∈ N wird durch Γ (n, q) := {M ∈
Γ (n) | M ≡ E2n mod q} die Hauptkongruenzgruppe q-ter Stufe von Γ (n)
definiert.

Für i ∈ N mit 1 ≤ i ≤ n besteht die i-te Spitzengruppe Σi(n) aus allen
M ∈ Σ(n) der Gestalt

M =



A 0 B ∗
∗ P ′ ∗ ∗
C 0 D ∗
0 0 0 P−1




mit (n− i)× (n− i) Matrizen A, B, C und D, sowie einer i× i Matrix P .
Analog definiert man Γi(n) und Γi(n, q).

Es sei n = n1 + . . .+ nr mit ni ∈ N (i = 1, . . . , r). Σ(n1, . . . , nr) besteht
aus allen Matrizen der Gestalt

M =
(
A B
C D

)
=: {M1, . . . ,Mr} ∈ Σ(n)

mit
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A =



A1 0

. . .
0 Ar


 , B =



B1 0

. . .
0 Br


 ,

C =



C1 0

. . .
0 Cr


 , D =



D1 0

. . .
0 Dr




und

Mi :=
(
Ai Bi
Ci Di

)
∈ Σ(ni) (i = 1, . . . , r).

Es sei µ eine Untergruppe von Σ(n). Z heißt ein elliptischer Fixpunkt
von µ, wenn es ein M ∈ R \ {±E2n} mit M〈Z〉 = Z gibt. [4] kann man
entnehmen, daß Γ (n, q) für q > 2 keine elliptischen Fixpunkte besitzt.

Es sei µ eine Untergruppe von Σ(n). M,N ∈ µ heißen konjugiert in µ,
falls es ein L ∈ µ mit M = L−1NL gibt. Die Menge

{M}µ := {N ∈ µ | Es gibt ein L ∈ µ mit M = L−1NL}
heißt die Konjugationsklasse von M in µ. Das charakteristische Polynom
einer Matrix und Rang(M − aE)b mit a ∈ C und b ∈ N sind invariant unter
Konjugation.

Es sei Y eine reelle symmetrische n× n Matrix. Y heißt positiv , Y > 0,
wenn Y [x] := x′Y x > 0 für alle reellen n-reihigen Spalten x 6= 0 ist. Die
Menge der positiven n×n Matrizen sei Y(n). Zerlegt man Y in der Gestalt

Y =
(
Y1 Y12

Y ′12 Y2

)

mit einer r×r Matrix Y1, einer r×(n−r) Matrix Y12 und einer (n−r)×(n−r)
Matrix Y2, so gilt

Y =
(
P1 0
0 P2

)[(
E L
0 E

)]

mit P1 = Y1, L = Y −1
1 Y12, P2 = Y2 − Y −1

1 [Y12].

3. Das charakteristische Polynom einer Matrix M ∈ Γ (n, q) mit
q > 2. Wie in [14] folgt aus [1]:

Satz 1. Es sei M ∈ Γ (n, q) mit q > 2. Dann zerfällt das charakterist-
ische Polynom von M , χ(M,x), über C, in der folgenden Weise:

(3) χ(M,x) = (x− 1)eps11 (x) . . . pskk (x)vt11 (x) . . . vtmm (x)wr11 (x) . . . wrjj (x)

mit

e ≡ 0 mod 2,

pi(x) = (x− b)(x− b−1), b ∈ R \Q (i = 1, . . . , k),
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vi(x) = (x− a)(x− a), aa = 1, a 6∈ R (i = 1, . . . ,m),

wi(x) = (x− g)(x− g)(x− g−1)(x− g−1), g 6∈ R, gg 6= 1 (i = 1, . . . , j).

Haben alle Eigenwerte von M den Absolutbetrag 1, so gilt

χ(M,x) = (x− 1)2n.

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich nur mit Matrizen aus K. Betrach-
tet man also alle möglichen Zerlegungen des charakteristischen Polynoms
χ(M,x) einer Matrix M ∈ K über Q der Form χ(M,x) = g(x)h(x)h∗(x)
mit xjh(1/x) = ±h∗(x), so kann man im folgenden annehmen, daß g(x)
entweder einen Faktor der Gestalt p(x) oder w(x) enthält und daß dieser
Faktor nicht in h(x) oder h∗(x) auftritt. Man setze:

(4) K1j := {M ∈ K | Es gibt ein b ∈ R \ Q mit χ(M,x) = (x − b)jf(x)
mit (x− b) - f(x), h(b)h∗(b) 6= 0 für alle möglichen Zerlegun-
gen von χ(M,x) über Q der oben genannten Art und ist
χ(M,x) = (x − b)jf(x) mit b ∈ R \ Q, (x − b) - f(x) und
h(b)h∗(b) 6= 0 für alle Zerlegungen über Q der oben genann-
ten Art, so gilt j ≥ j} (j = 1, . . . , n),

(5) K2j := {M ∈ K \∑n
j=1K1j | Es gibt ein g 6∈ R mit gg 6= 1 und

χ(M,x) = (x− g)jf(x) mit (x− g) - f(x), h(g)h∗(g) 6= 0 für
alle möglichen Zerlegungen von χ(M,x) über Q der oben
genannten Art und ist χ(M,x) = (x − g)jf(x) mit g 6∈ R,
gg 6= 1, (x−g) - f(x) und h(g)h∗(g) 6= 0 für alle Zerlegungen
über Q der oben genannten Art, so gilt j ≥ j} (j =
1, . . . , [n/2]).

Trivialerweise ist

K =
n∑

j=1

K1j ∪
[n/2]∑

j=1

K2j

eine disjunkte Zerlegung von K und K1j (j = 1, . . . , n), sowie K2j (j =
1, . . . , [n/2]) sind jeweils invariant unter Konjugation.

Will man die Beiträge von Kij zum Dimensionsintegral mit Hilfe der Sel-
bergschen Spurformel berechnen, so muß man in den betreffenden Einzelin-
tegralen zunächst Summation und Integration vertauschen. Dies ist ohne
konvergenzerzeugende Faktoren im allgemeinen nicht möglich.

4. Die konvergenzerzeugenden Faktoren. Es sei L eine konjuga-
tionsinvariante Teilmenge von K und l der Beitrag von L zum Dimensions-
integral, so ergibt sich, wie in [14],

l = p
∫
F

∑

M∈L
R(M,Z) dwZ ,
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mit einer Konstanten p, und F ist ein Fundamentalbereich von Γ (n) in
Z(n). Benötigt man also bei der Vertauschung von Summation und Integra-
tion konvergenzerzeugende Faktoren, so kann man sich auf die Spitze bei
Unendlich beschränken.

Über die Vertauschbarkeit von Summation und Integration kann man
folgendes aussagen. Es sei X die Menge der reellen symmetrischen n × n
Matrizen X = (xij)ni,j=1 mit |xij | ≤ 1/2 (i, j = 1, . . . , n) und t ⊂ Γ (n).
Dann setze man

T (t, g, Y ) :=
∫
X

∑
t

R(M,Z) dX.

Nach [7] gilt
T (t, g, Y ) ≺ ya1

1 . . . yann .

Hierbei bedeutet die Schreibweise f(x) ≺ g(x), daß es eine Konstante c > 0
gibt mit f(x) ≤ cg(x) für alle x ∈ D, dem Bereich in dem f(x) und g(x)
definiert sind. Weiter bezeichnen y1, . . . , yn die Diagonalelemente von Y und
für die Koeffizienten a1, . . . , an gilt

ar + . . .+ an ≤ r + . . .+ n (r = 1, . . . , n).

Nach [8] kann man Summation und Integration vertauschen, wenn

ar + . . .+ an < r + . . .+ n (r = 1, . . . , n)

gilt. Will man dies nachprüfen, so muß man untersuchen, ob es Elemente
in einer Spitzengruppe gibt, denn aus t ∩ Γn−k+1 = ∅ folgt ak + . . .+ an <
k + . . .+ n.

Ob es Elemente in einer Spitzengruppe gibt, kann man aus dem charak-
teristischen Polynom ablesen. [10] kann man entnehmen, daß es bis auf die
Faktoren (x − a)(x − a), mit a 6∈ R und aa = 1, genau dann eine zu M
Γ (n)-konjugierte Matrix in Γk(n) gibt, wenn das charakteristische Polynom
über Q in der Gestalt

χ(M,x) = f(x)h(x)h∗(x)
mit

grad f(x) = 2(n− k), gradh(x) = gradh∗(x) = k,

f(x) = x2(n−k)f(1/x), h∗(x) = dxkh(1/x), d ∈ Q \ {0},
aufspaltet. Da es in K1j (j = 1, . . . , n) und K2j (j = 1, . . . , [n/2]) Elemente
in Spitzengruppen geben kann, ist eine Vertauschung von Summation und
Integration im Dimensionsintegral im allgemeinen nicht möglich.

Man konstruiert jetzt die konvergenzerzeugenden Faktoren.

Satz 2. Übt man auf Y ∈ Y(n) eine Jacobische Transformation

Y =
(
P1 0
0 P2

)[(
E L
0 E

)]
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mit einer (n − r) × (n − r) Matrix P1, einer r × r Matrix P2 und einer
(n− r)× r Matrix L aus, so gibt es eine Konstante c > 0 mit

(6) cyn−r+1 . . . yn ≤ detP2 ≤ yn−r+1 . . . yn.

B e w e i s. Für Y ∈ Y(n) gibt es eine Darstellung Y = Q[D] mit

Q =



q1 0

. . .
0 qn


 =:

(
Q1 0
0 Q2

)

und

D =




1 ∗
. . .

0 1


 =:

(
D1 D12

0 D2

)

mit (n− r)× (n− r) Matrizen Q1 und D1, r× r Matrizen Q2 und D2, sowie
einer (n− r)× r Matrix D12. Durch einen Koeffizientenvergleich erhält man
P2 = D′2Q2D2. Aus detD2 = 1 und detQ2 = qn−r+1 . . . qn erhält man
detP2 = qn−r+1 . . . qn. Nach [4] gibt es positive Konstanten cn−r+1, . . . , cn
mit 1 ≤ yj/qj ≤ cj (j = n− r + 1, . . . , n). Folglich gilt

cyn−r+1 . . . yn ≤ detP2 ≤ yn−r+1 . . . yn

mit c := (cn−r+1 . . . cn)−1.

Durch Einfügen dieser Faktoren kann man auf Grund der folgenden
Überlegungen tatsächlich Summation und Integration vertauschen.

Es sei G eine Menge mit

G ∩ Γµ(n) 6= ∅, G ∩ Γj(n) = ∅ (j = µ+ 1, . . . , n).

Dann erhält man im Dimensionsintegral

ak + . . .+ an < k + . . .+ n (k = 1, . . . , n− µ),

ak + . . .+ an ≤ k + . . .+ n (k = n− µ+ 1, . . . , n).

Fügt man also den Faktor (detP2)−e mit einer µ×µ Matrix P2 ein, so erhält
man jetzt in dem betreffenden Integral

ak + . . .+ an < k + . . .+ n (k = 1, . . . , n)

und man kann damit Summation und Integration vertauschen.

Die konvergenzerzeugenden Faktoren müssen bei den weiteren Konjuga-
tionen invariant bleiben. Man muß sich jetzt also überlegen, wann dies der
Fall ist.

Satz 3. Es sei

Y =
(
P1 0
0 P2

)[(
E L
0 E

)]
∈ Y(n)



Verschwindungssätze für das Vektorraum der Spitzenformen 203

mit einer (n − r) × (n − r) Matrix P1, einer r × r Matrix P2 und einer
(n− r)× r Matrix L. Dann ist detP2 invariant unter der Transformation
X + iY →M〈X + iY 〉 mit

M =



A 0 B ∗
∗ T ′ ∗ ∗
C 0 D D1

0 0 0 T−1


 ∈ Σr(n)

mit detT = ±1.

B e w e i s. Es seien M und Y in der obigen Gestalt gegeben und

M〈Z〉 =: XM + iYM =: XM + i

(
P 1 0
0 P 2

)[(
E L
0 E

)]
.

Nach [4] gilt YM = (M{Z})′−1Y (M{Z})−1
. Setzt man weiter

X =
(
X1 X12

X ′12 X2

)

mit einer (n − r) × (n − r) Matrix X1, einer (n − r) × r Matrix X12 und
einer r × r Matrix X2, so erhält man durch einen Koeffizientenvergleich

P 1 = (C(X1 + iP1) +D)′−1P1(C(X1 + iP1) +D)
−1
,

L = (C(X1 + iP1) +D)LT − (C(X12 + iP1L) +D1)T,

P 2 = T ′P2T.

Hieraus folgt trivialerweise detP2 = detP 2.

5. Beweis des Theorems für K1j (j = 1, . . . , n). Für die Matrizen
M ∈ K1j gilt

M =



A 0 B ∗
∗ P ′ ∗ ∗
C 0 D ∗
0 0 0 P−1




mit (n − k) × (n − k) Matrizen A, B, C und D, sowie einer k × k Matrix
P . Hierbei gilt n− k ≥ j und es gibt einen Eigenwert b ∈ R \Q von M mit
(x− b) -χ(P, x) und (x− b) -χ(P−1, x).

Im Dimensionsintegral fügt man jetzt für die Matrizen aus Γi(n) \⋃n
j=i+1 Γj(n) den Faktor (detP2)−e mit einer i × i Matrix P2 ein, wobei

P2 der entsprechende Anteil aus der Jacobischen Transformation von ImZ
ist. Nach Satz 2 kann man dann Summation und Integration vertauschen
und die Selbergsche Spurformel anwenden.

Im folgenden konjugiert man die Matrizen mit reellen symplektischen
Matrizen auf die gleiche Normalform, die man in [14] für die Matrizen aus
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Kj erhalten hat. Hierbei muß man darauf achten, daß die konvergenzerzeu-
genden Faktoren invariant bleiben.

Es sei also

M =



A 0 B ∗
∗ P ′ ∗ ∗
C 0 D ∗
0 0 0 P−1


 ∈ K1j ∩ Γi(n) \

n⋃

k=i+1

Γk(n).

Konjugiert man M mit einer Matrix

R =
{(

A B
C D

)
,

(
E 0
0 E

)}
∈ Σ(n− i, i),

so erhält man eine Matrix der Gestalt

M =




K ′ 0 0 0 0 T
0 A1 0 0 B1 ∗
S ∗ P ′ T ′ ∗ ∗
0 0 0 K−1 0 ∗
0 C1 0 0 D1 ∗
0 0 0 0 0 P−1




mit

K =




b ∗ 0
. . .

∗
. . .

0 b


 und (x− b) -χ

((
A1 B1

C1 D1

)
, x

)
.

Konjugiert man diese Matrix mit einer Matrix der Gestalt

R =




E 0 0
0 E 0 0
V 0 E

E 0 −V ′
0 0 E 0

0 0 E



∈ Σi(n),

so erhält man

M =




K ′ 0 0 0 0 ∗
0 A1 0 0 B1 ∗
X ∗ P ′ ∗ ∗ ∗
0 0 0 K−1 ∗ ∗
0 C1 0 0 D1 ∗
0 0 0 0 0 P−1




mit

X = V K ′ − P ′V + S.
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Betrachtet man die Gleichung V K ′ − P ′V = −S als lineares Gleichungssy-
stem für die Koeffizienten von V , so kann man also genau dann stets X = 0
erreichen, wenn die Koeffizientenmatrix W nicht singulär ist. Da detW =
|χ(P ′, b)| gilt und b kein Eigenwert von P ′ ist, ist dies immer möglich. Da
M symplektisch ist, gibt es also stets eine konjugierte Matrix

M =




K ′ 0 0 0 0 X
0 A1 0 0 B1 ∗
0 ∗ P ′ ∗ ∗ ∗
0 0 0 K−1 0 0
0 C1 0 0 D1 ∗
0 0 0 0 0 P−1



.

Bei den hierbei verwendeten Transformationen bleibt der konvergenz-
erzeugende Faktor invariant. Durch analoge Überlegungen kann man diese
Matrix durch Konjugation mit einer Matrix der Gestalt

R =
(
E S
0 E

)
mit S =




0 0 V
0 0 0
V ′ 0 0




auf die Gestalt

M =





(
K ′ 0
0 K−1

)
,



A1 0 B1 ∗
∗ P ′ ∗ ∗
C1 0 D1 ∗
0 0 0 P−1








bringen, wobei nach Satz 3 der konvergenzerzeugende Faktor invariant bleibt.
Insgesamt ist damit gezeigt:

Satz 4. Es sei

M ∈ K1j ∩ Γi(n) \
n⋃

k=i+1

Γk(n) (j = 1, . . . , n, i ≤ n− j).

Dann kann man M durch Transformationen, die detP2 mit einer i × i
Matrix P2 invariant lassen, auf die Gestalt

(7) M =
{(

K ′ 0
0 K−1

)
,

(
A B
C D

)}

mit

K =




b ∗ 0
. . .

∗
. . .

0 b


 und (x− b) -χ

((
A B
C D

)
, x

)

bringen.
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Bis auf die Reihenfolge der Kästchen entspricht diese Matrix gerade der
Matrix (10) aus [14]. Das Dimensionsintegral entspricht also demjenigen der
Matrizen mit einem über Q irreduziblen charakteristischen Polynom und
einem Eigenwert b ∈ R \Q bis auf die konvergenzerzeugenden Faktoren. Da
man das Verschwinden des Dimensionsintegrals in [14] unabhängig von ImZ
gezeigt hat, folgt, daß die Matrizen aus K1j (j = 1, . . . , n) keinen Beitrag
zum Dimensionsintegral liefern.

6. Beweis des Theorems für K2j (j = 1, . . . , [n/2]). Für die Matrizen
M ∈ K2j (j = 1, . . . , [n/2]) gilt

M =



A 0 B ∗
∗ P ′ ∗ ∗
C 0 D ∗
0 0 0 P−1




mit (n − k) × (n − k) Matrizen A, B, C und D, sowie einer k × k Matrix
P . Hierbei gilt n − k ≥ 2j und es gibt einen Eigenwert g 6∈ R mit gg 6= 1,
(x− g) -χ(P, x), (x− g) -χ(P, x), (x− g−1) -χ(P, x) und (x− g−1) -χ(P, x).

Wieder fügt man für die Matrizen aus Γi(n)\⋃nk=i+1 Γk(n) den entspre-
chenden konvergenzerzeugenden Faktor (detP2)−e ein und kann damit Sum-
mation und Integration vertauschen. Durch Konjugation von M ∈ K2j ∩
Γi(n) \⋃nk=i+1 Γk(n) mit einer Matrix R ∈ Γi(n) kann man

M =




V ′ 0 0 0 0 ∗
0 A1 0 0 B1 ∗
∗ ∗ P ′ ∗ ∗ ∗
0 0 0 V −1 0 ∗
0 C1 0 0 D1 ∗
0 0 0 0 0 P−1




mit

χ(V, x) = (x− g)j(x− g)j und (x− g) -χ
((

A1 B1

C1 D1

)
, x

)

erreichen. Hierbei bleibt nach Satz 3 detP2 invariant. Da g, g, g−1 und g−1

keine Eigenwerte von P sind, kann man auch hier folgendes erreichen:

Satz 5. Es sei

M ∈ K2j ∩ Γi(n) \
n⋃

k=i+1

Γk(n) (j = 1, . . . , [n/2], n− k ≥ 2j).

Dann kann man M durch Transformationen, die detP2, mit einer i × i
Matrix P2, invariant lassen, auf die Gestalt
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(8) M =
{(

V ′ 0
0 V −1

)
,

(
A B
C D

)}

bringen. Hierbei gilt

χ(V, x) = (x− g)j(x− g)j und (x− g) -χ
((

A B
C D

)
, x

)
.

Auch hier entspricht die Matrix (8) gerade der Matrix (11) aus [14] bis
auf die Reihenfolge der Kästchen. Mit den gleichen Argumentationen, wie
im Fall K1, folgt auch hier das Verschwinden des Dimensionsintegrals.

Damit ist das Theorem bewiesen.
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gen, 1974/75.
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