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zur Modulgruppe n-ten Grades und Stufe ¢ > 2 auftreten

von
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1. Problemstellung. Ein wichtiges ungelostes Problem aus der Theo-
rie der Siegelschen Modulformen ist die Berechnung der Dimension des
Vektorraums der Spitzenformen zur Modulgruppe n-ten Grades und Stufe
q, I'(n, q). Nach [3] wird diese gegeben durch

(1) J(F(n7Q)7g) :77(7%9) f Z R(M7 Z) dwg.
§ Mer(n,q)

Hierbei bezeichnet g das Gewicht der Spitzenformen, wobei man aus Konver-
genzgriinden g > 2n voraussetzt, § ist ein Fundamentalbereich von I'(n, q)
in der Siegelschen oberen Halbebene n-ten Grades 3(n), n(n,g) wurde in
[3], (19), definiert und dwy ist das symplektische Volumenelement. Fiir
M = (A B) € I'(n,q) mit n x n Matrizen A, B, C und D, sowie fiir

Cc D
Z =X 4+ 1Y € 3(n) setzt man weiter

M(Z):=(AZ+B)(CZ+ D)™, M{Z}:=CZ+D
und
(2) R(M,Z) :=det(—Z + M{Z))"9 det(M{Z}) ?(det Y)9.

Will man dieses Integral mit Hilfe der Selbergschen Spurformel, die in
[15] beschrieben wird, auswerten, so zerlegt man zunéchst I'(n, ¢) in endlich
viele, paarweise disjunkte, konjugationsinvariante Teilmengen und betrach-
tet dann die Einzelintegrale. Diese Teilmengen hangen mit den charakter-
istischen Polynomen der betrachteten Matrizen zusammen. Man vermutet,
dafl Matrizen mit einem charakteristischen Polynom x(M,x) # (x — 1)*"
keinen Beitrag zum Dimensionsintegral liefern. In [14] wurde das Verschwin-
den des Dimensionsintegrals fiir Matrizen mit einem iiber Q irreduziblen
charakteristischen Polynom gezeigt. In der vorliegenden Arbeit sollen die
Falle behandelt werden, bei denen man das Verschwinden des Dimensions-
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integrals durch Einfiigen von konvergenzerzeugenden Faktoren zeigen kann.
Genauer soll gezeigt werden:

THEOREM. Es sei q > 2,

Ko :={M € I'(n,q) | x(M,x) ist reduzibel iber Q und es gibt einen Figen-
wert e von M mit |e| # 1, derart, dafs fiir alle moglichen Zerlegun-
gen xX(M,z) = g(z)h(x)h*(x) dber Q mit h(l/x)x? = +h*(z)
stets h(e) # 0 gilt},

Koo :={M € I'(n,q) | Ist M € I';(n), R € I'(n) und RMR~! € I'(n), so
folgt R € I'j(n)}

und K := Kq N Kyg. Dann folgt
[ > R(M, 2)dwz =0.

F MeK

2. Bezeichnungen und grundlegende Bemerkungen. Die symplek-
tische Gruppe n-ten Grades X (n) besteht aus allen reellen 2n x 2n Matrizen
M mit M'I,M = I,,. Hierbei sei M’ die Transponierte von M und mit I,
bezeichnet man die symplektische Finheitsmatriz n-ten Grades, d.h.

_( 0, E,
In o <_En On > ’

wobei E,, bzw. 0,, die n x n Einheits- bzw. Nullmatrix ist. Die Siegelsche
Modulgruppe n-ten Grades I'(n) besteht aus allen symplektischen Matrizen
mit ganzzahligen Koeffizienten und fiir ¢ € N wird durch I'(n, q) := {M €
I'(n) | M = Es, mod ¢} die Hauptkongruenzgruppe g¢-ter Stufe von I'(n)
definiert.

Fir i € Nmit 1 <14 < n besteht die i-te Spitzengruppe X;(n) aus allen
M € ¥(n) der Gestalt

A 0 B x

x Pox %
M= C 0 D =«

00 0 P!

mit (n — i) x (n — i) Matrizen A, B, C' und D, sowie einer i x ¢ Matrix P.
Analog definiert man I;(n) und I;(n,q).

Essein=n1+...+n, mitn;, e N(i=1,...,r). ¥(n,...,n,) besteht
aus allen Matrizen der Gestalt

M= <é g) _ (M., M} € S(n)

mit
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Ay 0 B 0
A= " , B= . ;

0 A, 0 B,

Ch 0 D; 0
C= : , D= :

0 Cy 0 D,

und

Ci D
Es sei p eine Untergruppe von X (n). Z heifit ein elliptischer Fixpunkt
von g, wenn es ein M € R\ {£F,,} mit M(Z) = Z gibt. [4] kann man
entnehmen, daf§ I'(n, ¢) fiir ¢ > 2 keine elliptischen Fixpunkte besitzt.

Es sei p eine Untergruppe von X'(n). M, N € u heiflen konjugiert in pu,
falls es ein L € u mit M = L' NL gibt. Die Menge

{M}, :={N € p|Esgibt ein L € pymit M =L 'NL}

heifit die Konjugationsklasse von M in p. Das charakteristische Polynom
einer Matrix und Rang(M — aE)? mit @ € C und b € N sind invariant unter
Konjugation.

Es sei Y eine reelle symmetrische n x n Matrix. Y heifit positiv, Y > 0,
wenn Y[z] := z’Yx > 0 fiir alle reellen n-reihigen Spalten x # 0 ist. Die
Menge der positiven n x n Matrizen sei )(n). Zerlegt man Y in der Gestalt

(Y1 Yo
Y_(Y{Q Y2>

mit einer r xr Matrix Y7, einer rx (n—r) Matrix Y12 und einer (n—r)x (n—r)

Matrix Y, so gilt
(P 0 E L
()5 5))

mit P, =Yy, L=Y'Ys, P, =Y, — Y '[V9].

M; = (Ai Bi) € X(n;) (i=1,...,7).

3. Das charakteristische Polynom einer Matrix M € I'(n,q) mit
q > 2. Wie in [14] folgt aus [1]:

SATz 1. Es sei M € I'(n,q) mit ¢ > 2. Dann zerfdllt das charakterist-
ische Polynom von M, x(M,z), iber C, in der folgenden Weise:

(3) X(M.2) = (x— 1P (x) ... g (ool (2) .ol (@) () . ) ()
mit
e =0 mod 2,
pi(z) = (—=b)(z—b""), beER\Q(i=1,.. k),
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vi(z)=(x—a)(x—a), aa=1, a¢R (i=1,...,m),
wi(z) = (@ -g)z-Pl—g " )z-77"), g¢R gg#1(i=1,...,j).
Haben alle Figenwerte von M den Absolutbetrag 1, so gilt
x(M,z) = (z — 1)>".

Die vorliegende Arbeit beschéaftigt sich nur mit Matrizen aus K. Betrach-
tet man also alle moglichen Zerlegungen des charakteristischen Polynoms
X(M,x) einer Matrix M € K iber Q der Form x(M,z) = g(x)h(z)h*(z)
mit z7h(1/x) = +h*(z), so kann man im folgenden annehmen, daf g(z)
entweder einen Faktor der Gestalt p(z) oder w(z) enthélt und dafl dieser
Faktor nicht in h(z) oder h*(x) auftritt. Man setze:

(4) Kij:={M € K | Es gibt ein b € R\ Q mit x(M,z) = (z — b) f(x)
mit (x —b)1 f(x), h(b)h*(b) # 0 fiir alle moglichen Zerlegun-
gen von x(M,z) iber Q der oben genannten Art und ist
X(M,z) = (z — b} f(z) mit b € R\ Q, (¢ —b){f(z) und
h(b)h*(b) # O fiir alle Zerlegungen iiber Q der oben genann-
ten Art, so gilt j > j} (j=1,...,n),

(5) Koy :={M € K\ J_, Ki; | Es gibt ein ¢ ¢ R mit gg # 1 und
V(M. ) = (2 — g f(z) mit (z— g)t (), h(g)h*(g) O fi
alle moglichen Zerlegungen von y (M, x) iiber Q der oben
genannten Art und ist x(M,z) = (z — ¢)2f(z) mit g & R,
gg # 1, (x—g) 1 f(x) und h(g)h*(g) # 0 fiir alle Zerlegungen
iiber @ der oben genannten Art, so gilt j > j} (j =
1,...,[n/2]).

Trivialerweise ist

[n/2]

K = ZKlj U Z sz
j=1 j=1

eine disjunkte Zerlegung von K und Ki; (j = 1,...,n), sowie Ky; (j =
1,...,[n/2]) sind jeweils invariant unter Konjugation.

Will man die Beitrage von K;; zum Dimensionsintegral mit Hilfe der Sel-
bergschen Spurformel berechnen, so mufl man in den betreffenden Einzelin-
tegralen zunichst Summation und Integration vertauschen. Dies ist ohne
konvergenzerzeugende Faktoren im allgemeinen nicht moglich.

4. Die konvergenzerzeugenden Faktoren. Es sei L eine konjuga-
tionsinvariante Teilmenge von K und [ der Beitrag von L zum Dimensions-
integral, so ergibt sich, wie in [14],

l=p [ > R(M,Z)dwg,

¥ MeL
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mit einer Konstanten p, und § ist ein Fundamentalbereich von I'(n) in
3(n). Bendtigt man also bei der Vertauschung von Summation und Integra-
tion konvergenzerzeugende Faktoren, so kann man sich auf die Spitze bei
Unendlich beschrénken.

Uber die Vertauschbarkeit von Summation und Integration kann man
folgendes aussagen. Es sei X die Menge der reellen symmetrischen n x n
Matrizen X = (zi5);,— mit [z < 1/2 (i,5 = 1,...,n) und t C I'(n).
Dann setze man

T(t,g,Y) = f > R(M, Z)dX.
X t

Nach [7] gilt

T(t,g,Y) <yt ...ys.
Hierbei bedeutet die Schreibweise f(x) < g(z), dafl es eine Konstante ¢ > 0
gibt mit f(z) < cg(x) fir alle z € D, dem Bereich in dem f(z) und g(x)
definiert sind. Weiter bezeichnen y4, . .., y, die Diagonalelemente von Y und
fiir die Koeffizienten aq, ..., a, gilt

ar+...+a, <r+...4n (r=1,...,n).
Nach [8] kann man Summation und Integration vertauschen, wenn
ar+...+a, <r+...4n (r=1,...,n)
gilt. Will man dies nachpriifen, so mufl man untersuchen, ob es Elemente
in einer Spitzengruppe gibt, denn aus t N [, 11 = 0 folgt ap + ...+ a, <
k—+...+n.
Ob es Elemente in einer Spitzengruppe gibt, kann man aus dem charak-
teristischen Polynom ablesen. [10] kann man entnehmen, daf} es bis auf die
Faktoren (z — a)(x — @), mit a ¢ R und aa@ = 1, genau dann eine zu M

I'(n)-konjugierte Matrix in I'y(n) gibt, wenn das charakteristische Polynom
iber Q in der Gestalt

X(M,z) = f(z)h(z)h*(z)
mit
grad f(z) =2(n — k), gradh(x) = grad h*(x) =k,
f(z) =22=Rf1/x), h*(x) =dah(1/z), deQ)\{0},
aufspaltet. Daesin Ki; (j =1,...,n) und Ky; (j =1,...,[n/2]) Elemente
in Spitzengruppen geben kann, ist eine Vertauschung von Summation und

Integration im Dimensionsintegral im allgemeinen nicht moglich.
Man konstruiert jetzt die konvergenzerzeugenden Faktoren.

SATZ 2. Ubt man auf Y € D(n) eine Jacobische Transformation

=(0t 210 8)
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mit einer (n —r) x (n —r) Matriz Py, einer r x r Matrix P> und einer
(n —r) xr Matriz L aus, so gibt es eine Konstante ¢ > 0 mit

(6) CYn—rt1 - Yn < det Py < yn_pi1 ... Yn.
Beweis. Fiir Y € 9(n) gibt es eine Darstellung Y = Q[D] mit
T 0
) \0 Q2
0 Gn
und
1 * D D
_ . _. 1 Di2
b= ) ' (O Do >
0 1

mit (n—7) X (n—r) Matrizen @1 und Dy, r X r Matrizen Q2 und Ds, sowie
einer (n —r) x r Matrix Dj5. Durch einen Koeffizientenvergleich erhélt man
Py, = DiQ2D5. Aus det Dy = 1 und det Q2 = ¢p—rt1-- -G, erhdlt man
det P, = ¢p—r41 ... qn. Nach [4] gibt es positive Konstanten ¢;,—y41,...,¢p
mit 1 <y,/q; <c¢; (j=n—r+1,...,n). Folglich gilt

CYp—rt1---Yn < det Po < yYyp_ri1...Yn
mit ¢ := (cp_riy1...cn) L.

_ Durch Einfiigen dieser Faktoren kann man auf Grund der folgenden
Uberlegungen tatsédchlich Summation und Integration vertauschen.
Es sei G eine Menge mit

GNnI,(n)#0, GnNnIjn)=0 (G=p+1,...,n).
Dann erhéalt man im Dimensionsintegral

ag+...+ap<k+...4n (k=1,...,n—pu),

ag+...+ap, <k+...4n (k=n—p+1,...,n).

Fiigt man also den Faktor (det P)~¢ mit einer px u Matrix Ps ein, so erhélt
man jetzt in dem betreffenden Integral

ar+...+a, <k+...+n (k=1,...,n)
und man kann damit Summation und Integration vertauschen.

Die konvergenzerzeugenden Faktoren miissen bei den weiteren Konjuga-
tionen invariant bleiben. Man muf} sich jetzt also liberlegen, wann dies der
Fall ist.

SATZ 3. Es sei

(0 5[ B o
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mit einer (n —r) x (n —r) Matriz Py, einer r x r Matriz Py und einer
(n —r) xr Matriz L. Dann ist det Py invariant unter der Transformation
X +iY — M(X 4+ 1Y) mit

A 0 B =«
x T % %

M=l¢c o p p, |€%0
0o 0 o 711!

mit det T = +1.
Beweis. Es seien M und Y in der obigen Gestalt gegeben und

_. Vo (P 0 E L
Nach [4] gilt Yy, = (M{Z})'~1Y/(M{Z}) ', Setzt man weiter
_ (X1 X
(3, 3
mit einer (n — ) x (n —r) Matrix X, einer (n — r) x r Matrix X;2 und
einer r x r Matrix Xy, so erhalt man durch einen Koeffizientenvergleich

P, = (C(X, +iP) + DY 'P(C(X: +iP) + D) .
L=(C(X1+1iP)+ D)LT — (C(X12+iP L)+ Dy) T,
P, =T'PT.

Hieraus folgt trivialerweise det P, = det P,.

5. Beweis des Theorems fiir Ki; (j = 1,...,n). Fiir die Matrizen
M e Klj gllt
A 0 B =«
x P'ox %
M= C 0 D «x
0 0 0 P!

mit (n — k) x (n — k) Matrizen A, B, C und D, sowie einer k x k Matrix
P. Hierbei gilt n — k > j und es gibt einen Eigenwert b € R\ Q von M mit
(z =) Ix(P,z) und (z — b)tx (P~ 2).

Im Dimensionsintegral fliigt man jetzt fiir die Matrizen aus I3(n) \
U?=i+1 I'j(n) den Faktor (det P)™¢ mit einer ¢ x ¢ Matrix P, ein, wobei
P> der entsprechende Anteil aus der Jacobischen Transformation von Im Z
ist. Nach Satz 2 kann man dann Summation und Integration vertauschen
und die Selbergsche Spurformel anwenden.

Im folgenden konjugiert man die Matrizen mit reellen symplektischen
Matrizen auf die gleiche Normalform, die man in [14] fiir die Matrizen aus
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K erhalten hat. Hierbei mufl man darauf achten, daf die konvergenzerzeu-
genden Faktoren invariant bleiben.
Es sei also

n

eKynLin)\ |J Tun).
k=i+1

B
M = *

=R V=]

* % ¥

A
*
C

Shw

0 0 p-1

Konjugiert man M mit einer Matrix

o {(2 8)(5 2)) e

so erhalt man eine Matrix der Gestalt

K 0 0 0 0 T
0 A 0 O By %
S *x P71 * *
M= 0 0 0 K1' o *
0o C;y 0 O Dy x
0O 0 0 0 0 p-t
mit
b * 0
_ . Ay B
K = . . und (x—b){x((cl Dl>,x>.
0 b
Konjugiert man diese Matrix mit einer Matrix der Gestalt
E 0 0
0 F O 0
VvV 0 FE
0 0 F 0
0 0 FE
so erhélt man
K 0 0 0 0 *
0 A 0 O By x
X % P % * *
M= 0 0 0 K !' x *
0o C; 0 O Dy %
0 0 0 0 0o p!

mit

X=VK -PV+S5.
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Betrachtet man die Gleichung VK’ — P’V = —S als lineares Gleichungssy-
stem fiir die Koeffizienten von V', so kann man also genau dann stets X =0
erreichen, wenn die Koeffizientenmatrix W nicht singular ist. Da det W =
IX(P’,b)| gilt und b kein Eigenwert von P’ ist, ist dies immer moglich. Da
M symplektisch ist, gibt es also stets eine konjugierte Matrix

K 0 0 0 0 X

0 Al 0 0 B1 *

0 * P o« * *
M= 0 0 0 K1' o 0

0O C; 0 0 Dy =

0O 0 0 0 0 P!

Bei den hierbei verwendeten Transformationen bleibt der konvergenz-
erzeugende Faktor invariant. Durch analoge Uberlegungen kann man diese
Matrix durch Konjugation mit einer Matrix der Gestalt

0o 0V
R = <§ f;) mit S=|0 0 0
Vi 0o 0
auf die Gestalt

A1 0 Bl *
K" 0 x P« *
M= (0 K1>’ Ci 0 Di =«

0o 0 o P!
bringen, wobei nach Satz 3 der konvergenzerzeugende Faktor invariant bleibt.

Insgesamt ist damit gezeigt:

SATZ 4. Es set

n
MeKynLinm)\ |J Ie(n) G=1,....,n, i <n—j).
k=i+1
Dann kann man M durch Transformationen, die det P, mit einer i X i
Matriz Py invariant lassen, auf die Gestalt

@ w={lo k) (e b))

mait

*

K= und (x—bm((é g),x>

bringen.
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Bis auf die Reihenfolge der Késtchen entspricht diese Matrix gerade der
Matrix (10) aus [14]. Das Dimensionsintegral entspricht also demjenigen der
Matrizen mit einem iiber Q irreduziblen charakteristischen Polynom und
einem Eigenwert b € R\ Q bis auf die konvergenzerzeugenden Faktoren. Da
man das Verschwinden des Dimensionsintegrals in [14] unabhéngig von Im Z
gezeigt hat, folgt, dafl die Matrizen aus Ki; (j = 1,...,n) keinen Beitrag
zum Dimensionsintegral liefern.

6. Beweis des Theorems fiir Ky; (j =1,...,[n/2]). Fir die Matrizen
M € ng (] =1,..., [n/2]) gilt

A

*
! *
*

M =

*
OO*UO

B
*
C D
0 0 P!
mit (n — k) x (n — k) Matrizen A, B, C und D, sowie einer k x k Matrix
P. Hierbei gilt n — k > 27 und es gibt einen Eigenwert ¢ ¢ R mit gg # 1,
(:U - g)fX(Pv .CU), (:U - g)*X(Pv .T), (ZC - g_1>+X(P> J)) und (:E - g_l)fX<Pv .CE)
Wieder fligt man fiir die Matrizen aus I';(n) \ U, 1 Ik(n) den entspre-
chenden konvergenzerzeugenden Faktor (det P»)~¢ ein und kann damit Sum-
mation und Integration vertauschen. Durch Konjugation von M € Kj; N
Ii(n) \ Up—;+1 Tk(n) mit einer Matrix R € I3(n) kann man

V' 0 0 0 0 *

0 A 0 O By x

* * P % * *
M= 0 0 0 V=t o *

0O C; 0 o0 D, =

0O O 0 O 0 Pt

mit

W)= e -g/a-gy wd @-at((5 5 )e)

erreichen. Hierbei bleibt nach Satz 3 det P, invariant. Da g, g, ¢~ und g+

keine Eigenwerte von P sind, kann man auch hier folgendes erreichen:

SATZ 5. Es sei

MeKynLin)\ | Ie(n)  G=1,...,[n/2), n—k > 2j).
k=i+1

Dann kann man M durch Transformationen, die det Py, mit einer i X i
Matriz P, invariant lassen, auf die Gestalt



Verschwindungssdtze fir das Vektorraum der Spitzenformen 207

o )2 )

bringen. Hierbei gilt

\j A B
W)= -gfa-g) wd @-atx((& D))
Auch hier entspricht die Matrix (8) gerade der Matrix (11) aus [14] bis
auf die Reihenfolge der Késtchen. Mit den gleichen Argumentationen, wie

im Fall K7, folgt auch hier das Verschwinden des Dimensionsintegrals.
Damit ist das Theorem bewiesen.
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