ACTA ARITHMETICA
LXXI.4 (1995)

Entiers sans grand ni petit facteur premier III
par

ERIC SAI1As (Paris)

1. Présentation des résultats

l.a. Le théoréme principal. Soit ©(x,y,z) le nombre des entiers < x
et dont tous les facteurs premiers sont dans l'intervalle ]z,y|. On désigne
usuellement par ¥ et @ les fonctions de crible ¥(z,y) = O(x,y,1) et &(z, 2)
=0O(z,z,2).

Dans [10], nous avons appliqué la forme indirecte de la méthode du col (1)
pour donner un équivalent asymptotique de ©(z, y, z) dans l'intersection des
domaines

(He) x>y > exp{(loglog z)*/*+¢}

et

(Ge) x>y > teviea2n/is g gy >
avec

u =

Tog min(logz,y — 2)
et ou ¢ désigne une constante choisie suffisamment grande. Ici, nous ap-
pliquons la forme directe de la méthode du col pour estimer ©(z,y, z) dans
le domaine (G.), de maniére analogue & ce qu’ont réalisés Hildebrand et
Tenenbaum [7] dans le cas particulier de ¥(x,y). Nous obtenons ainsi deux
types d’information supplémentaire sur ©(x,y, z). D’une part, on obtient
une estimation explicite de @(x, y, z), valable hors de (H.). D’autre part, on
en déduit un équivalent asymptotique explicite de O(z,y, z) /¥ (x, y), valable
également hors de (H.), c’est-a-dire dans un domaine ot on sait (cf. [6]) que
l’on ne peut pas obtenir d’équivalent asymptotique de O(z,y, z) et ¥(x,y),
pris séparément.

(}) Les expressions forme directe et indirecte de la méthode du col ont été introduites
dans [11].

[351]
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Avant d’aller plus loin, nous sommes amenés a introduire quelques no-
tations.

On désigne par p un nombre premier générique.

Pour tout nombre complexe s, on pose

((sy,2)= [ =p )" et @(s,y,2) =log((s,y,2)
z<p<y

ou on désigne par log la branche principale du logarithme.

Pour k£ > 1, on note

0
$,Y,2) = =—w(s,y, 2).
Pi(s,,2) = 5 50(5,,2)
Enfin, on désigne par o = a(z, vy, 2) le réel défini implicitement par
¢1(a,y,z) +logz = 0.
Nous donnons maintenant notre principal résultat.

THEOREME 1. Il existe une constante ¢ > 0 telle que sous la condition
(Ge), on ait

« 1 —

1) Oz = OB (14 018V gog2y) W 7EY),
Qy/ 27T<,02(Oé,y,Z) IOgSC Y

De plus, sous la condition supplémentaire y > 2z, on peut remplacer le

terme d’erreur O((log2 Y) 7”;_2) par O(k’%).

En spécifiant z = 1, on retrouve le résultat du Théoreme 1 de [7].
On peut, sous les conditions (G.) et y < 2z, améliorer le terme d’erreur
O((logy)?\/y — zy~1). Nous conjecturons en fait que sous la seule condition

(G¢), on a comme facteur d’incertitude 1 + O(}ggg + 1;53)

1.b. Premier type d’application : estimation explicite de O(x,y,z).
Comme dans [7], on peut donner des équivalents simples des quantités
a=a(z,y, z) et pa(a,y, z). Désignons par (B) un domaine de la forme

(B) y>yo, z>1, x>y>z+2712

ou la constante yo > 3 est choisie de telle sorte que sous cette condition (B),
il y ait toujours au moins un nombre premier dans U'intervalle |z, y]. Le choix
d’une telle constante yo est possible (voir par exemple [5]). Conformément
aux notations introduites dans [9] et [10], on pose

v logy’

log log u  logz
= v = et r=—=

u = =
logy’ log z
et on désigne par &.(u) 'unique solution positive £ de 1’équation

(1.2) e = et +uf.
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Enfin, on pose
Lo(t) = exp{(log)*/>~<}.

THEOREME 2. Sous la condition (B), on a

log(1 + (y — 2)/ log z) <1 +O<loglogy>>

logy logy

(1.3) a(z,y,z) =
et

log x 1 1
(14) po(a,y,2) = <1+ >loga: logy<1+0(log(1+u)+logy>>'

En remplagant dans le Théoreme 1, « et o par leurs expressions données
au Théoreme 2, on obtient immédiatement le résultat suivant.

COROLLAIRE. Il existe une constante ¢ > 0 telle que sous la condition
(G,) et poury et u convergeant vers +00, on ait

z°((a,y, 2)
V2ru(1+ (log ) /(y — 2)) log(1 + (y — 2)/ log z)’
Si % + 1;% est suffisamment grand, on peut également remplacer
x*((a, y, z) par une quantité plus explicite. En particulier, sous les condi-
tions (H,) et (G,), on peut montrer que 'on obtient ainsi

(1= S )oena =T (1= 5wl [ el

(0 ity 1)

c’est-a-dire la formule obtenue par la forme indirecte de la méthode du col
au Théoreme 2(ii) de [10]. Si maintenant y — z < /logx on peut aussi
estimer asymptotiquement x*((«, y, z), mais dans ce cas, il est plus efficace
de rai- sonner directement. En reprenant ’argumentation d’Ennola [3] qui
traite le cas particulier de ¥(x,y), on obtient sans peine le résultat suivant

9(%97 Z) ~

THEOREME 3. Sous les conditions x>y >z > 1 et y—z < +/logz, on a

(1.5) @(x,y,z)zm 11 iiﬁ(“o<w>>'

2<p<y

Quand = 41082 pegt plus suffisamment grand, on ne peut plus espérer
go T y—z

obtenir d’équivalent asymptotique simple de ©(x,y, z) (voir [6] dans le cas

ou z = 1). Néanmoins, on peut déduire du Théoréme 1 un équivalent de

10g@(l', Y, Z)'
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THEOREME 4. (i) Il existe une constante ¢ > 0 telle que sous la condition
(G,), on ait

1 1 1 —
logO(z,y,2)=(1+0 + Ogmlog 14972
logy loglogz logy log x

- 1
—i—yzlog(l—i- ng)}
logy y—z

ii) Il existe une constante ¢ > 0 telle que sous les conditions logx < y—z
et (G,.), on ait

(1.6) O(z,y,2)

exp {—u [logu—i—log <logu+ &%) +O(1)} }

Le point (i) généralise la formule de de Bruijn (cf. Théoreme II1.5.2 de
[12]) pour log¥(z,y). La formule (1.6) a été démontrée au Théoreme 2(i)
de [10], mais avec la condition (H_) & la place de logz <y — 2.

- log 2z

1.c. Deuziéme type d’application: estimation asymptotique de la quantité
O(x,y,z)/¥(x,y). 1l est intéressant de comparer O(x,y, z)/x qui représente
la probabilité pour qu'un entier ait tous ses facteurs premiers a la fois
inférieurs a y et supérieurs a z avec le produit des probabilités correspon-
dantes, c’est-a-dire (¥(x,y)/x) X (@(z,z)/z). En fait, on sait bien estimer
asymptotiquement la quantité @(x,z) dés que x > 2z par exemple. Pour
r>2z>4,0na

x

b(z,z) < gz’

Plus précisément, on a pour = > 2!+ et z > 2,

ot et T (1- D) (1 0.( i)

p<z

ou 7 désigne la constante d’Euler et w(v) la fonction de Buchstab (voir
[10], §1). On est donc ramené a étudier asymptotiquement la quantité
O(z,y,2)/¥(z,y).

Notre premier résultat signifie qu’a une constante multiplicative pres, la
probabilité produit que représente la quantité ©(z,y, z)/z est inférieure au
produit des probabilités correspondantes.

THEOREME 5. Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour x >y > z > 2,
on ait
¥ (x,y)

o6 <
(x7y7z) _ c logz
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En fait, il est probable que l'on ait
e 4 o)
(x7yﬁz) S (1 + 0(1)) (x7y) X (xﬁz)
x x
Sous la condition supplémentaire (logz)/logz — 400, on peut donner
la condition nécessaire et suffisante pour que 'inégalité ci-dessus soit une
égalité.

des que x — +o00.

THEOREME 6. Sous les conditions x >y > z > 2 et (logz)/log z — +00,
on a

Ofz,y,2) Wy &2
T T T
si et seulement si

log 2z log =
log — 0.
log y logy

Les Théoremes 5 et 6 reposent sur des estimations de la quantité

O(z,y,2)/¥(x,y) que nous donnons maintenant. On désigne par a* le réel
a(z,y,1) et on note
min(1, rlog 2u)

R = Rg(x7y7 Z) = El*?" 10g(2 min(u7 Z)) " g

avec
o 0 sous les conditions (H.) et rlogu < 1,
~ | 1/u sinon.

THEOREME 7. Soit € > 0. Sous la condition x >y > 2> > 2, on a
O(z,y,2) = U(z,y) [[(1 - p~* )1 + O(R)).

p<z

En fait, on peut montrer par des calculs plus précis que ceux qui appa-
raissent dans ce travail que ’on peut supprimer le terme d’erreur F'.

Sous la condition supplémentaire (log 2u)(log(z + 2))%/°*¢ < logy, on a
une estimation de ©(x,y, z)/¥(z,y) qui est plus explicite. On note o(u) la
fonction de Dickman (voir [9]) et ((s) la fonction zéta de Riemann.

On désigne par h le réel positif

)
o(u)logy
et on pose
1
u>1—rlogr, rlogu > 1
(L7)  E(ur) = (log u)(ulogu)t—2r (u= g7, rlogu 2 1),
' ’ r2/u (u>1—rlogr, rlogu < 1),
r (u<1l—rlogr).

THEOREME 8. Soit € > 0. Sous les conditions
r>y>22>2 et (log2u)(log(z + 2))%° <logy,
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on a

1) exp{— [y " *[(e’ — 1)/t] dt}
p —h¢(1 - h)

x(l—l—OE(E(u,T) +(k)gl()jz@>).

Sous la condition plus restrictive (log2u)logz < logy, on obtient en
particulier que

(1.9) O(z,y,2) = ¥(z,y) [[ <1 - ;) <1 + O(M)l‘)gz».

0l logy

(1.8)  O(z,y,z) =¥(x,y) H <1 -

p<z

Ce dernier résultat a été annoncé dans [9] sous I'appellation du Théoreme B,
puis démontré dans [13].
Rappelons que l'on a ([10] et [8]), sous les conditions (H.) et (G.),

(1.10) O(x,y.2) =[] <1 - ;)(xa(u, v) +7“y)<1 + 05<1;>0gg2:>>

p<z

et

(1.11) U (z,y) = zo(u) <1 + 0. <1ffg2:>> .

En remplagant, dans (1.8), O(z,y, z) et ¥(z,y) par leurs approximations
données par les formules ci-dessus, on obtient comme analogue analytique
de Pestimation arithmétique (1.8) la formule

—re'(w)/ew) 4 4

(1.12) o(u,v) = o(u) exp{ —y - dt}(l—i—O(E(u,r)))

0

valable pour u > 1et 0 <r < 1/2.

En fait, nous avons déja établi (1.12) de maniére purement analytique
dans [9] (Théoreme 2) dans le but précisément d’obtenir les formules (1.8) et
(1.9). Nous utilisons effectivement la formule (1.12) dans la démonstration
du Théoreme 8. Il est a noter cependant que, contrairement a ce que nous
avons annoncé dans [9], la démonstration de Tenenbaum [13] montre que 1'on
peut obtenir (1.9) dans la région r log 2u < 1, sans connaitre au préalable le
comportement asymptotique de o(u,v)/o(u).

Sous I'’hypothese de Riemann, on peut remplacer dans le Théoreme 2
la condition (B) par y > z + 2'/2%¢, 4 > yo(e) et dans le Théoreme 8 la
condition (log 2u)(log(z + 2))?/5*¢ < logy par (logz)?*c < y.

De plus, le terme d’erreur (log2u)/((logy)L-(z)) dans la formule (1.8)
peut alors étre remplacé par (log2u)/((logy)z'/?~(esw)/logy=¢/5)
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Nous profitons de I'occasion pour corriger quelques coquilles qui se sont
malencontreusement glissées dans la premiere partie de ce travail [9]. Dans
[9] donc :

e p. 348, 1. — 3, il faut lire [[ . (1 —1/p) a la place de [[ ., (1 —1/p),
e p. 350, & la formule (6), il faut lire df2, a la place de df2,

e p. 350, 1. — 6, il faut lire 11, 72 a la place de 1 < 19,

e p. 354, 1. 4, il faut lire “mesure du” a la place de “mesure de du”,

e p. 357, 1. — 10, il faut lire |fr1 est dt| A la place de |frl ef de|,

e p. 368, 1. — 5, il faut lire exp{—1Ip(rl(u))} a la place de exp{Ip(ri(u))}.

Notons également que dans [9], 'information donnée par le Lemme 6
est insuffisante pour conclure quand on utilise ce lemme par deux fois,
page 365 (cela en raison de la dépendance en le parameétre w des quantités
2,0(u, w) et o,1(u,w)). Le plus simple pour rétablir une preuve correcte
du Théoreme 1, est d’utiliser directement en ces deux occurrences a la place
du Lemme 6, la formule de Taylor qui permet de le démontrer.

Dans la suite de ce travail, on désignera par cg,ci,... des constantes
absolues > 0. Ainsi par exemple 1’énoncé du Lemme 9 signifie : il existe une
constante ¢o > 0 telle que sous les conditions (B) et 1+ 1/log(y/z) < || <

coy/ logy, on ait
g 1= y—z'
log

2<p<y
|7 log pl|>co X

Nous remercions Gérald Tenenbaum dont 'apport a été important, tant
dans la conception que dans la réalisation de ce travail.

2. Rappel de quelques résultats sur @, ¥ et ©. Nous faisons ici
la liste des résultats connus sur @, ¥ et © dont nous avons besoin dans cet
article.

Les fonctions p(u) et o(u,v) = o,.(u) ont été définies dans [9]. On note

M(x)yvz) :$C(]—ayaz) fo-T(uit)y_t dta
0
_ [ 5T e(u—t)d([y']/y") (r € R\N),
e ={ 1330 ) Lo by e

et
X
A = -
(z,y,2) ) u(d)/l<d,y)
P+ (d)<z

ol P*(d) désigne le plus grand facteur premier de d et olt u(d) désigne la
fonction de Mobius.



358 E. Saias

LEMME A. Pourz>1etz>2 on a

1 Ulog(erl)
B(x,z) —z [] <1> < min <2 oz 2 +f>

p<z p

LEMME B. Sous les conditions x > x(e) et (H,), on a

¥(z,y) = Alz,y)(1+ O (LT (y)))-
LEMME C. Sous la condition 1 + (loglogy)/logy < u <3, on a

(x,y) = m(@(u) + (v — 1)?;22) <1 * O(loglz.y)).

LEMME D. Sous la condition 1 <u < 1, on a

U (z,y) = zo(u) (1 + o(loéy».

LEMME E. Sous les conditions 3 < u < L.(y) et rlog2u <1, on a

O(z,y,2) = Alz,y,2)(1 + O (LT (y)))-
LEMME F. Sous les conditions (H_) et (G,), on a

O(z,y,2) = M(z,y, 2) (1 +0. (&%) )

LEMME G. Sous les conditions 1 < u < (loglog2y)?* et (G,), on a

(1=t =TT (1 )y 5

p<z

log u 1
oo [ st )

N—

LEMME H. Sous les conditions 1 —rlogr < u <3 et (G,

)
ot = TL( )= 50) 0+ )

p<z

, 0N a

LEMME 1. Sous les conditions 1 <u < 1 et (G,), on a

(z,y,2) =" [] (1) (zo,(u )+ry)<1+0<b;y>>_

p<z

Montrons le Lemme A. La majoration par O(2%) résulte du travail de de
Bruijn [1]. 11 suffit donc de montrer que

1 —vlog(v+1)
@(:E,z)—a:H<1—> <X +\/§.

o< P log 2z
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Sous la condition (H_), cela résulte du Corollaire 6.7.1 de [12]. Hors de (H_),
on a d’apres le Théoreme 6.1 de [12],

O(z,2) -z || (1 — 1) <L U(z,2).

p<z p

Or il résulte des Théoremes 1 et 2 de [7] que

Vz/logz (2 < (logz)3/?),
U(x,z) < {w(v)j (> (loim)3/2)'

Cela permet de conclure.

Le Lemme B constitue le Théoreme de [8]. Les Lemmes C et D découlent
du Corollaire de [8]. En reprenant la démonstration du Théoreme 2 de [4]
dans le cas particulier qui nous intéresse, on obtient le Lemme E. Le
Lemme F constitue le Théoreme 1 de [10]. Le Lemme G découle du Théo-
reme 2(ii) de [10]. Le Lemme H découle du Théoréeme 1 de [10] et du
Théoréme 3(ii) de [9]. Enfin, le Lemme I découle du Théoreme 2(iii) de [10].

3. Démonstration du Théoréme 2 et estimation de x*((«,y, z)

X (ay/2mpa(a,y,2)) L. La démonstration du Théoréme 2 repose sur les

points (i) et (ii) du Lemme 1 ci-dessous, qui permettent de remplacer,

moyennant un terme d’erreur que l'on controle, les sommes de la forme
e t

Zz<p§y f(p) avec f positive par Zy i)(gi dt.

On désigne par (V.) et (B) les domaines suivants :

(Vo) y>wo, x>y>z2(14+Lo(2)7h),
(B) y>yo, x>y>z+2712

ou Yo désigne une constante suffisamment grande pour que dans chacun
des deux domaines, il y ait toujours au moins un nombre premier dans
I'intervalle |z, y]. Enfin, on désigne comme c’est 1'usage par 7(t) le nombre
de nombres premiers < t.

LEMME 1. Soit € > 0.

(i) Sous la condition (V¢), on a
m(y) = m(2) = (L+ Oc(Le(y) ™) | 7

(ii) Sous la condition (B), on a

dt
logt

7(y) —7(2) = (1+0.(1/(log y)*™)) [
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(iii) Sous la conditiony > z+1>1, on a

m(y) — () < (y - 2)/log(y — 2).
Démonstration. Le point (i) résulte de la forme forte du théoréme
des nombres premiers (voir Théoreme 11.3 de [2]). Le point (ii) résulte du

travail de Heath-Brown [5]. Enfin, le point (iii) découle du théoréme de
Brun-Titchmarsh (voir [12], Théoreme 1.4.9).

Pour démontrer le Théoreme 2, nous reprenons la démarche qui a permis
a Hildebrand et Tenenbaum ([7], Théoreme 2(i)) d’obtenir les formules (1.3)
et (1.4) dans le cas particulier on z = 1. La généralisation aux z quelconques
ne pose pas de difficultés. C’est pourquoi nous nous contenterons pour
I’essentiel de donner les énoncés qui généralisent les lemmes qui jalonnent
la démonstration de [7].

LEMME 2. (i) Soit € > 0. Sous les conditions (B) et 0 <v <2, on a
(31) _@1(V7y,z)

1 1 A dt , L-Y(z) fat
- (1 olgg)) = S0 (m (752 1 5))
et

(3.2) ¢2(y,y,z):<1+o( ! >> ! flfthO(n.

logy) ) (1—y=¥)* -

(ii) Sous la condition supplémentaire v > vg > 0, on peut remplacer les
termes O(1/logy) dans les formules (3.1) et (3.2) par Oc ., (1/(logy)*~¢).
(iii) Sous les conditions v > vy > 0 et (V.), on peut remplacer les termes

O(1/logy) par Oc v, (1/Le(y)).
LEMME 3. Pour 0 <r<letu>1—r, ona

& (u) = logu + log <logu + 1> + O(1).

1—7r
LEMME 4. Sous la condition (B), on a

y—z
az,y,2) < m pour y — z < logx
et
afr,y,z) > 1/logy pour y — z > logx.
LEMME 5. Soit k > 1. Sous la condition (B), on a

0 < (=1)*¢x(,y,2) =i (ulogy) u'~".

Les Lemmes 2, 3 et 5 généralisent respectivement les Lemmes 13, 1 et 4
de [7]. Le Lemme 4 généralise les formules (3.3) et (3.4) du Lemme 2 de [7].
Le Lemme 3 résulte des points (iv), (v) et (vi) du Lemme 4 de [9]. Notons
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au passage que la formule (3.9) de [7] est erronée. Elle doit étre remplacée
par

log p)FQp—1(p*
(1) oulany) = 3 CELASL,
r<y
Par conséquent, il faut aussi remplacer dans la suite de la démonstration du
Lemme 4 de [7] la quantité Q_1(p® logp) par (logp)*1Qs_1(p%).
On note
LYy sous la condition (V.),
Ke(yz) = { (1(E)g§/))4JrE sinon. Ve

Pour démontrer (1.3), on montre en fait, comme dans [7], que

(3.3) a:log(lﬂigx)(lw( ! ))
logy log y
sous les conditions
(3.4) (B) et y—z< (logx)?
et
&r(u)

(3.5) a=1-

cou(Kemar s )

logy (log y)?

sous les conditions
(3.6) (B) et y—2z> (logx)'™e.

Pour cela, on introduit la fonction o, =a(y",y, z). Les réels u=(log x)/logy
et r = (log z)/logy étant donnés, on définit de plus les réels a et b par les
équations

I Gl ) AP (1)
logy logy
On prouve alors comme dans [7] que les estimations |a, — aq| < a4/ logy
et |, — ap| <o Ko (y,2) + 1/(u(logy)?) sont valables dans les domaines
respectifs (3.4) et (3.6).
Pour démontrer (1.4), la méthode consiste a utiliser dans un premier
temps la formule (3.2) pour établir que I'on a

B 1 1 logy ddt
Palen1 %) = (1 " O(logy " logU>> (1—y=)? f T O

puis a utiliser les estimations de « établies auparavant pour conclure.
Pour démontrer les Théoremes 1 et 4, nous aurons besoin du résultat
suivant ou on désigne par ) la quantité

1 — — 1
B (14 1) 0 (1 8,
ogy log logy z

Qq
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LEMME 6. (i) Sous la condition (B), on a

z*((a,y, 2) )_ { <1 1 )}
10g<a\/27rg02(a,y,z) =QITo logy+loglogx ’

(ii) Sous les conditions (B) ety — z > logx, on a

z°¢(a,y, 2)
Oév 27-(%02(a7y72)
_ logy
= oz exp{ — u[logu—i—log <logu+ log(y/z)> + O(l)} }

(iii) Soit e > 0. Sous les conditions (B) et y — z > (logz)'™¢, on a

)

p<z

X exp {7 - f &(t)dt + Oc (Tf;; + uK (y, z)) }

1—r

Pour établir le point (i), on a besoin du résultat auxiliaire suivant ou on

note
_ log(1+ (y — 2)/log x)

log y

LEMME 7. Sous les conditions y — z < (logx)? et (B), on a

1 1-v _ J1—v _ 1
f Y : — dv =Y Zlog<1—|— ng)—l—O( @ )
g =)l -y™) logy y—2 logy

Démonstration. Pour0<v <1lona

g

bt 4

1—v 1—v —v
Y -z Yy vy
3.7 0< —(y— =z <(y—=z
37 0= (I=v)(1-y7) w )1—y"’ < )(1—V)(1—y‘”)
et
1 —v .8 |
[ = _log(l —y77) | log(l—y™7)
5 1—yv logy logy
_ log(1 + (log)/(y — 2)) +O< 1 )
logy ylogy )’
d’ou

Ly dV:log<1+<logx>/<y—z>>+o< Q )
: .

3.8
(3:8) 1—yv logy y —z)logy

B
Avec la premiere inégalité de (3.7), cela établit la partie minoration de
Pestimation du lemme.
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Pour la majoration, on montre facilement en découpant le domaine d’in-
tégration au réel 1 — 1/logy que
1 1—v 1—v

Y -z 1/4
dv < y/=.
/f -y

Or sous les conditions (B) et y — z < log®x, on a
Vy—=z -z log z

y2 <<y2 log<1+ g><< Q.
log™ y log”™y y—z logy

En utilisant la deuxieme inégalité de (3.7) pour f < v < 3/4 et (3.8), il
suffit donc pour conclure de montrer que

yVh <

3/4

_ vy " 5 Q
= e < oy

Cela s’établit comme suit.
Siy—z>logz,ona

3/4

—p 1 1 —
H = f vy Vdv = By = . ng log <1+y Z> < ¢ .
3 logy  y—2 log“y log x (y — z)logy

Siy—z<logz,ona

log 2
3/4 logy 1 Q
H = vy Ydv+ dv = < .
IO;I; log y J log’y — (y—2)logy

logy

Démonstration du Lemme 6. Notons que d’apres (1.2), on a

u &r(u) s _ T8
(3.9) [ &t =ut(w)~ [ %ds.
1—r 0

Le point (iii) généralise donc le Théoreme 2(ii) de [7] et se démontre de
maniere analogue. On omet les détails.

Supposons y—2z > (log z)%. En utilisant (3.9), le Lemme 3 et le Lemme 5(i)
de [9], on obtient

1_fj fr(t)dt:u[logu—klog(logu—i—lolgo(iz//z)> +O(1)]

En utilisant de plus le Lemme 4(vii) de [9] pour estimer &/.(u) et la formule
de Mertens pour Hp <.(1-1 /p), on voit que le point (ii) découle du point
(iii). Un calcul banal montre que cela entraine également le point (i).
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Supposons maintenant que y—z < (log z)2. Il découle de la démonstration
du Théoreme 2 que 'on a

log(an/2mpa (v, y,2)) < Q/logy
et

(3.10) alogzr = Blogz(1+ O(1/logy)).
On a par ailleurs

1
logC(a,y, Z) = IOgC(l,y,Z) - f Wl(Va Y, Z) dv.

Par la formule de Mertens, on voit que log((1l,y,2) < Q/logy. D’autre
part, d’apres (3.1), on a
1

1
- fsol(v,y,Z)dl/Z(1+0(1/10gy))af §

67

yl—u —

—v) (1 -y™)

1—v

dv,

soit, en utilisant (3.10) et le Lemme 7,

1
_ y—z log =
f p1(v,y,2)dv = (14 O(1/logy)) logy log <1 + - Z).

[e%

Il suffit maintenant de réunir ces diverses estimations pour achever la démon-
stration du point (i). Enfin, un calcul banal permet, a 'aide du point (i),
de conclure également la démonstration de (ii).

4. Démonstration des Théoréemes 1 et 4. Notons tout d’abord
que pour tout yo fixé, il existe une constante ¢ > 0 telle que si x, y et z
vérifient la condition (G.), ils vérifient aussi y > 3o, y > 2z + 2%/3, et donc
également la condition (B). Il résulte de cela que le Théoréeme 4 découle
immédiatement de 'association du Théoreme 1 et du Lemme 6(i) et (ii). Il
reste donc a montrer le Théoreme 1, ce & quoi nous allons nous employer
maintenant.

Ici encore, on suit la ligne directrice de la démonstration du Théoreme 1
de [7]. Toutefois, la généralisation est plus délicate que pour le Théoréeme 2.

Dans le lemme suivant, si a = 1,

11—« l—«
y' T -2 .. log(y/2)
LA fie —=2l%
(I—a)logy =" Tlogy

LEMME 8. Sous la condition (B), on a

1—

Y o zl—a -«

Y . 1 _
= I = .
(1—a)logy  logy (Il —al’ Og(y/z)> "

Démonstration. Le premier ordre de grandeur est banal. Montrons
le second. Pour cela, on suppose dans un premier temps que y—z < (log x)2.
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On a alors, d’apres (3.3),

a<2/3 et yo‘xl—ky_z7
log x
d’ou
-
Y : 1 y—=z _
= min ,logyz>x —— = .
Tl Ger e (ogy)(1+ £2)

Si maintenant y — z > (log z)?, on utilise (3.5) sous la forme

(1 —a)logy =& (u) + O(1).
Cette formule permet de conclure directement si u + (logy)/log(y/z) est
borné. Si cette derniere quantité est suffisamment grande on a, en utilisant
aussi le Lemme 3,
es

1
= i 1 = u.
i (o o0/ ) <
Dans le lemme suivant, on note ||t|| la distance du réel ¢ au réel de 27Z
le plus proche. On note de plus

+ _ log(y/(I7[logy))

logy
LEMME 9. Sous les conditions (B) et

1 coy
1+ ———— <71 < ;

log(y/z) logy

on a
> o=l
z2<p<y o8y
[l log pl|>coX

Démonstration. La majoration découle du Lemme 1(iii). Il suffit
donc de démontrer la minoration. Pour cela, il suffit de traiter le cas ou y <
ez. En effet, posons 2/ = max(z,y/e). On a alors d’une part le fait que les
hypotheses |7| > 1 et |7|log(y/z) > 1 entrainent la relation |7|log(y/z") > 1,
et d’autre part, que y — 2’ <y — z.

Pour tout p tel que z < p <y, on note vy(p) un réel tel que

|7 logp|| = |7 log(p/vo(p))| et Tloguo(p) € 27Z.

Comme |7| > 1let y <ez,ona

log(p/vo(p)) = p‘y(’”

d’ot pour tout & > 0,
c10y

7]

(4.1) p—vo(p) > = |7 logp|| > 0.
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D’apres le Lemme 1(iii), on a pour tout v; et § > |7|/(c1y),
oy

1<K —— =

2 7| log(dy/I7])

[p—vi|<ci1dy/|7|
et donc aussi
oy y—2z)0
> 1< (rltontu/); < W)

2insy 7|log(dy/I7[) ~ log(dy/|r)
[p—vo(p)|<cidy/|T|

Avec § = c2 X, on a donc, sous la condition (B) et d’apres le Lemme 1(ii),

Z 1§7T(y)—77(2’).
2
2<p<y
[p—vo(p)|<cidy/|7|

En choisissant convenablement ¢y, on a donc, d’apres (4.1),

Z 1277(?4)—7T(2’)xy—27
2 logy

2<p<y
I log pl|>coX

ce qui conclut la démonstration du lemme.
Dans le lemme suivant, on garde les notations employées ici pour X et
vo(p)-

LEMME 10. Soit € > 0. Sous la condition (B), on a pour s = a + it et
TEeR,

(i) si |r] < 1/logy,

C(Sv Y, Z) { y—=z < TZQDQ(OZ, Y, Z) ) }
——2 | <expq —c3g=—log |1+ ——— =] >,
((a,y,2) logy (y —2)/logy

(ii) si 1/logy < |7| < exp{(logy)3/?2=¢} et y > max(2z,yo) avec la
constante yg choisie suffisamment grande,

————| <exp{ —ca(e ,
Clavy,2) | = 01 =0 77 1 (log(y/2) 2
(iii) st 1/logy < |7| < es5y/ logy,

¢(s,9.2) { ur’ }
=2 L <e —cgX .
Clavy2) | =01 = a4 7% 1 (log(y/2)) 2
Démonstration. Le point (i) se démontre de maniére analogue au

point (i) du Lemme 8 de [7]. Pour les points (ii) et (iii), on montre comme
dans [7] que

<e VW

’ ¢(s,y,2)
C(a,y,2)
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avec

1-— 1
v Z cos(T logp)
pa
2<p<ly
11 suffit donc de minorer convenablement w, ce qui se fait dans le cas (ii) en
suivant la démarche de [7]. Il reste donc a minorer w dans le cas (iii).

On suppose dans un premier temps que |7|log(y/z) < 1. Siy < 2z, on a

w>y Z (1 — cos(7logp))
2<p<y
2 3

. T -2z
>y > (p-w(p)’ > 5 -(yl )
2 y 0gy

d’apres le Lemme 1(iii), ce qui est convenable d’apres le Lemme 8. Siy > 2z,
on a par une sommation d’Abel

Yy

1 — cos(7logt) 5 . 9 1 4odt
= —=dt 1
v f t>logt > min” | log(y/2), I1—q f t>logt

z z

7_2y1—04

. 1 u i 1
= T i’ (loa(/ 2 ) = r*min? (toat/ o )

logy
d’apres le Lemme 8.
On suppose maintenant |7|log(y/z) > 1. Si |7] < 1, on estime de nouveau
w par une sommation d’Abel :

Y

1 — cos(Tlogt) 9 ..o 1 1
= — 2 dt = 1 _ —
w ;f to logt UT" Ml Og(y/Z), |1 _ 04‘7 |7_|

d’apres le Lemme 8. Si |7| > 1, en utilisant le Lemme 9 on a

1 [t
> — Xu
v logy fto‘ b

z

d’apres le Lemme 8. Cela permet de conclure la démonstration du Lemme 10.

On désigne dorénavant par P~ (n) et P (n) respectivement le plus petit
et le plus grand facteur premier de n.

LEMME 11. Sous les conditions [1 <t < exp{(logy)3/?=¢} et y > 22] ou
[(B) et 1 <t < cry/(logy)*?], on a

x T
9<x—|—t,y,z> —@(m— t,y,z)
2
@ 1 Yy _
<L X <(Oé,y,2)< +€Xp{ _CS< > u})
t Yy —z
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Démonstration. La démonstration est analogue a celle du Lemme 9
de [7]. On a

@<x+j,y,z> —@<m— f,y,z)

2

1 T
< E )
2<P~(n)<P+(n)<y

. . 2 s
et on majore la somme en exprimant e~V /2 comme une intégrale

652/2—1111
V2T

En choisissant x = a//t, on obtient

—v?/2

e = f exp{—7%/2 +it(k —v)}dr, (k,v) € R

— 00

o0

8<x+i,y,z>—@(x—f,y,z> <<x7 f €_T2/(2t2)|C(a+iT,y,Z)|dT

—o00
et on utilise le Lemme 10 pour majorer l'intégrale.

Comme dans [7], les deux lemmes suivants constituent le coeur de la
démonstration du Théoreme 1.

LEMME 12. Soit e, 0 < e < 1 fizé. Sous la condition (B), on a

1 1 a+i/logy ds
(4.2)  O(z,y,2) = <1 + Of(T))Qm f C(s,y,2)a" —
a—i/logy
0. (£le T
T
avec
[lexp{—(log y)*/27¢} + exp{—cou(log 2u)2}] 7" (y > 22),
1 3/2 - -1
(4.3) T = [clo(Ogy) + (log 2m) exp{ — 11 — 4 ory 12 H
Y (log 20 + 5 75)
(y < 22).
LEMME 13. Sous la condition (B), on a
a+i/logy
1 sds  a%C(a,y,2) _

a—i/logy 5 Ay 27“02(0" Y, Z)

Démonstration. Le Lemme 13 se démontre comme le Lemme 11
de [7]. Nous omettons les détails.

Montrons maintenant le Lemme 12.



Entiers sans grand ni petit facteur premier 111 369

D’apres le Théoréme 11.2.2 de [12], on a pour T > 1,

1 a+iT ds
4, =_— s 22

w0l S o)

2<P~(n)<P¥(n)<y
On choisit T" selon la formule (4.3). On a
x® Z n-*

2<P~(n)<PT(n)<y
|log(x/n)|<T~*

C12% C127% x“((a,y,z)
<<@<33+T ,y,z) @<:U T ,y,z> < B —

d’apres le Lemme 11.
Par une sommation d’Abel, on a

1
D gl
ol
rer ety 0B/
T~ 1< |log(z/n)|<log 2

1 (e
< <2) 0(3z/2,y,2) —2°0(x/2,y, 2)
+ T (" Owe™ Ty, z) — e Oz /T, y, 2))

(1+ alog(t/z))O(t,y, 2)
/ o )

+ xa(
[z/2,ze” Y/ TU[ze'/T 22

Par le Lemme 11, les termes tout intégrés sont <. O(z,y, z) + z*((, y, 2).
Quant a 'autre terme, il est

R (1+ alogt)O(tx,y,z) (1 —alogt)O(z/t,y,z)] dt
I |

tl+o B tl—a log2 t

o1/ T

dt

_ j- (1—logt)(O(tz,y, 2) — Oz /t,y, 2))
VT log2t

1
€

2

+O( f (Q(ta:,y,z)—9(x/t,y,z))dt>.

e/ T

En utilisant le Lemme 11, cette derniere quantité est
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2
dt
< I'OCC(Oé,y,Z) f 7 1 +@($,y, Z)
t—1
/T
< 2%C(a, y,2) log T + O(z,y, 2).
Enfin
1
z® e L 2%((, y, 2).
_ 2 . n®|log(z/n)|
2<P~ (n)<PT(n)<y
llog(z/n)|>log 2
On a donc montré que

(67

1
T > ne(1+ Tog(z/n)|)

2<P=(n)<P+(n)<y

< %(Q(x,y, 2) + (log T)a"C(av, y, 2)),

ce qui est convenable. Pour achever la démonstration du Lemme 12, il suffit
de montrer que la contribution & l'intégrale de (4.5) du domaine 1/logy <
Ims| < T est < x*((a,y, 2)/T, ce qui se fait comme dans [7] en utilisant
le Lemme 10.

Fin de la démonstration du Théoreme 1. Rappelons que,
comme on ’a remarqué au début de ce paragraphe, si ¢ est choisi suffi-
samment grand, le domaine (G.) est inclus dans le domaine (B). Si u <
(loglog 2y)?, le résultat découle donc du Lemme G et du Lemme 6(iii).

Si

(4.6) u > (loglog 2y)?,

le Théoreme 1 découle de la combinaison des Lemmes 12 et 13.

Il faut juste vérifier que les termes d’erreur engendrés par les formules
(4.2) et (4.4) sont absorbés par celui du Théoreme 1. Cela est une consé-
quence de la définition de T et des majorations suivantes. D’apres le Théo-
reme 2, on a

av/p2(a,y, z) < min(v/ulogy, /(y — z)/logy).

Sous la condition (G.), on a

el =

(log 2u) e { u } <
u)expqy —cn — ] 3 (>
(log 2u + logo(iz//z))

Sous la condition (4.6), on a
exp{—cou(log 2u) %} < 1/7.
Enfin on a 1/u < (logy)/y siy > 2z et

: yy_ © sous (Ge).

1
=<K (log2 Y)
u



Entiers sans grand ni petit facteur premier 111 371

5. Démonstration des Théorémes 5, 6, 7 et 8

5.a. Lemmes préliminaires. On rappelle que 'on note a et a* les réels
positifs définis implicitement par

logp logp
(5.1) Z o1 :Zpa* — =logzx.
z2<p<y p<y

On remarque que 'on a donc 0 < a < a*.
LEMME 14. Sous la condition (1 —r)log2u > 1, on a
76(®) — 1)(1 4+ a*1
0 (e )1+ log2)
(log z)(log ) (1 + a* log 2u)
.. N a* —a)logzx
(11) SOQ(O[ ' Y, 1) :¢2(a7y72)<1+0<()g>)7

u
lOg (1:04* —a C(a*a Y, Z)) < ((04* - Ci) log :L’)2 ‘
((a,y,2)

Démonstration. Remarquons tout d’abord que d’apres le Lemme 4,
on a

(iii)

* Y _
.2 = —_— 1—r)log2u >1 — 2z <1
(52) o« (og ) oz (L=r)log2u > 1, y — z < logx),
(5.3) o> 1/logy (1 —=7r)log2u>1, y— 2z >logz).

Montrons (i). On suppose dans un premier temps que y—z < log z. D’apres
(5.1), on a

Z p*(p* > —1)logp _ Z log p

o _ a* _ - a _ 1
= =1 -1 pr-1
ce qui entraine avec (5.2),

En réutilisant (5.2) et le théoréeme des nombres premiers, on en déduit que
z

5.4 feax ——————— 1—r)log2u>1, y—2z2<I1

G4) T max g Tege (I r)les2uz 1, y— 2 < logw),

ce qui est équivalent a 1’assertion souhaitée d’apres le Lemme 3. Supposons
maintenant y — z > logx. On a, d’apres le Lemme 3,

(5.5) &(u) =& (uw)+0(1) (1 —r)log2u >1).

Donc en comparant les formules (3.3) et (3.5) pour z quelconque et z = 1,
on obtient

(5.6) a*=<a e (o —a)logy < 1.
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En appliquant le Lemme 5 avec z = 1, on en déduit que

x " Jog?
(" —a)(logz) logy = (0" — a)pa(a®,y,1) = (a” —a) Yy 0L
= (1)
S p*log?p
= =D~ 1)
p*(p* ~* —1)logp
= = — 1).
2 o) s

p<y

D’apres (5.6) et la formule (3.5) de [7], on a

(5.7) (1—a)logy=(1—a")logy+ O(1) = &(u) + O(1)
(1=r)log2u>1, y—z>logx).

On en déduit donc en utilisant d’abord le Lemme 2,

. —p1(a, z,1) Zlma _q
of —ax =
(log ) logy ~ (1~ a)(1 — = ){log ) logy
67‘50(”) — 1

= Qog2u)(logz)(1 — z-a)°
Les formules (5.3) et (5.6) permettent maintenant de conclure la démon-
stration du point (i).

Montrons (ii). On écrit po(a™,y, 1) — p2(a, y, 2) sous la forme

802(04*7 Y, 1) - @Q(Oévy? Z) = 802(04*7 Y, Z) - 902(0571/7 Z) + 902(047 2, 1)
avec

@2(04*7 Y, Z) - 902(047:[/7 Z) < (Ck* - (X) terfl%x ]‘703(t7 Y, Z)

(a* — ) logz

< 902(047:[/72)

0
d’apres le Lemme 5, et d’apres le Lemme 2

(a2, 1) = (log2) (217> —1)

B (e

Il reste a majorer convenablement H.
Siy—z <logz, on a d’apres (5.2), (5.4) et le Lemme 5,

_ z _ z(logx)? log® y o log® x
H= a?logz y2log z =(a”—a) a2
(a* — a)logx

- #@2(057 Y, Z)'
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On suppose maintenant y — z > logz. Si a* < 1/logz, on a encore
z zlo
H = < &Y d’apres (5.3).
a*2logz  a*logz

En utilisant 'hypothese a* < 1/log z, (5.7) et le point (i), on en déduit que

log
H < (o — ) %21:
u

Si au contraire a* > 1/log z, on a, toujours avec (5.7) et le point (i),

é0(w) — 1) (logy) 1 * —a)log®
(e )(logy)log 2 < (" —a)log”z

H = >

log 2u [
On conclut en remarquant que d’apres le Lemme 5
o —a)log® x a* —a)logx
( f2) = ( 7) 902(a7y7 Z)‘
U U
Montrons (iii). On a (a* —a)logy < 1 d’apres (i). D’ou
a—a* 1
g(g(a*agﬁz)): Z log(l—p - : )
C(Oé 7y72) 2<p<y p- =

:(OZ*—Oé) Z Ing

a—1
z2<p<y p

+O((a" — 04)2) Z(Ingp) (po‘l— 1 + (p® i 1)2)

— (0 — a)logz + O(pa(a,y. 1)(a” — a)?)
— (0" — a)logz + O(ga(a™,y, 1)(a" — a)?)

et on conclut avec le Lemme 5. Cela achéve la démonstration du Lemme 14.

LEMME 15. Soit ¢ > 0. Sous les conditions © > y > z > 1 et (log2u)
x (log(z + 2))?/5%¢ < log2y, on a

ot i Jexp{ —frgo(u) %dt}
H(l—p ): H(l—p 1>[ _Eo(u)z(l_ 50(“)) ]

p<z p<z log y logy

log 2u eréo(u) _q >>
x(1+0 ( + .
< “\L(2) -logy  logz - & (u)
Démonstration. On suppose dans un premier temps z > zp(g) ou
20(g) est une constante choisie suffisamment grande. On a alors, d’apres le

Lemme 3(ii) de [10],

1}[(; 1_—1_—? - =2l _<§j —1 ;c<a> = (1 o ( i) >> |
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La formule

* =1 gy €<La(y) " Qloga) logy)

qui est un cas particulier de (3.5), permet alors de conclure. Si z < zy(e),
comme u < %9719 on a a* > 1. On en déduit que

I[I,<.(1 —p) : log p log 2u
> — _ — 1 o
[[<.1—p1) eXp{ J Zp“—ldy} +O€< 10gy>

5

[eY p<z

ce qui entraine I’estimation annoncée.

On pose
sC(s+1)
J(s) = ——+.
(s) s+1
On rappelle que ’on note
A C)
o(u)logy

et que E(u,r) désigne la quantité définie par (1.7).

LEMME 16. (i) Sous les conditions x >y > z > 3/2, u > 3 et rlog2u <
1, on a

1 log =
A = — 1— — =T B
(2,y,2) = zo(u) {J( h)pll[2< pl—h> +O<(logx) logy>]
(ii) Sous les conditions 1 < min(u,z) < max(u,z) < \/y, on a

‘1> expl— [ [(e! — 1)/1] dt}
p 1—-~h

M(z,y,z) = zo(u) H <1

p<z

(1+O0(E(u,r))).

Démonstration. Pour montrer (i), on remarque dans un premier
temps que 'on a l'identité

(5.8) I ] (1 - pl+1> —jot_sd<q§(tt’ Z)> (Res > —1).

p<z

Montrons (5.8). En utilisant le Lemme A, on démontre en intégrant par
parties 'intégrale ci-dessus qu’elle converge pour Res > —1. De plus, il est
clair que le membre de gauche de (5.8) est défini dans la méme région. On
a pour Res > 0,

s+ ] (1 - pslﬂ) = dq;(i’f) = (s+1) Of qjt(f;j) dt.

p<z 0
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Il suit
Fimeg(P02)) _ Fa22)  Fa2) i
ft d<t> :f ts+1 _f fst2 dt:J(S)H 1_ps+1 :
" 0 0 p<z
On en déduit (5.8) par prolongement analytique.
D’apres (5.8), on a
A $7y72' 1
(5.9) (x) —o(uw)J(—h) [ | (1 - 1_h>
p<z p
r / ¢ t7Z —yt 1-1
= [ (olu—1) = o(u)e™"® (“)/9(“))d< W2~y Htpgz( /p)>
0~ Y
[ /(e te (w)/e(w) ¢ ¢ 1\ dt
(5.10) = [ (@' (u—1) =g (we ) Dy 2) —y [T (1--) )=
o p<z p Y
b(x,2) 1
+— 11 (1 p),

p<z
D’apres la formule (3.5) et le Lemme 8(i) de [9], pour u >3 et t >0 on a

/ ) e—te (/e (w) (Y
o(u—t)=o'(u)e e 1+0| —+ | —
u u

¢"(u) _ d'(u) +O<1>'

avec

On en déduit que
(5.11)  o'(u—t)

2 2\ 2
= Ql(u)eftg’(u)/g(u) <1 +O<t+t + <t> >> (u>3, t>0).
u

u

Par ailleurs, d’apres le Lemme A on a

1 xe—vlog(v—f—l) + \/E
(5.12) D(z,2) —x H <1 - ) < log 2

p

(x>1, z>2).
p<z

On obtient finalement la majoration de (5.9) requise au point (i), en majo-
rant (5.10) a Paide de (5.11) et (5.12).

Montrons (ii). Si x reste borné, le résultat est trivial. On suppose donc
dorénavant que z est suffisamment grand. D’apres le Théoreme 3(iii) de [9]
on a alors, sous les conditions 3 <u < /y et (G.),

M(z,y,2) = z((1,y,2) gy +Z((Z))/gr(u) (1 * O<(10gx1)10gy>>
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avec

or(u) =o(u,u/r).
En utilisant le Théoreme 2 de [9] on a
(5.13)

hlogz 4

or(u) = o(u) eXp{ ]

0

1

dt}(l +O(E(u,r)) (y=2°),

et

logy + o7.(u) /or(u) = (1 = h)(logy)(1 + O(E(u,7))).
Enfin, par la formule de Mertens, on a

amo=(-o{i ) T2

p<z

ce qui permet de conclure la démonstration du point (ii).

5.b. Démonstration du Théoreme 7. On distingue trois cas.
Siu < 3, d’apres le Lemme I et le Lemme D on a

Oz, y, ) = e"wo(u,v) 1:[ <1 - ;) (1+0(r))

et

¥ (z,y) = zo(u)(1+O(r)).
Le Lemme 15 et la formule (5.13) permettent alors de conclure.
Supposons maintenant que 3 < u < L.(y) et rlog2u < 1. On a alors,
d’apres le Lemme B et le Lemme E,

W (z,y) = Alz,y,3/2)(1+ O (L (y)))
et
O(x,y,2) = A, y,2)(1 + O (L' (y)))-

En utilisant le Lemme 16(i) deux fois, pour z = 3/2 et z quelconque, on
obtient donc

(5.14) O(z,y,2) = ¥(x,y) [[(1 —p' )1 + O:(R)).
On a )
(5.15) o' (w)/o(u) = =& (u) + O(1/u).

En utilisant (3.5), on a donc ici

o :1—h+05<1>.
log

Cela montre que l'erreur engendrée par la substitution de 1 — h par a* dans
(5.14) est convenable.
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Supposons enfin u > L.(y) ou rlog2u > 1. Par le Théoréme 1, on a

Oz, y, ) = —ol®y2) <1+0<1>)

Oév 277—802(0433/72) U
et
o) - 28D (1 o(1)),
ar V 271-%02(01*7 Y, 1) u
On a donc

O(x,y, z)

= U(z,y) }1(1 - p‘a*)mf_a* \/M(l ! O<1>>

et le Lemme 14 permet de conclure.

IS

5.c. Démonstration du Théoreme 8. On distingue quatre cas.

Sil<wu<1-—rlogr, il suffit d’appliquer le Théoréeme 7 conjointement
avec le Lemme 15 et la formule (5.15).

Sil—rlogr < u < 3, en appliquant le Lemme H et le Lemme C, on
obtient

6(z,y,2) |
””L[(“i)x(“*“)‘ o) (40" i)
) v(o.9) = (o) + (- D) (14067

En appliquant le Théoreme 2 de [9] pour comparer ces deux formules, on
obtient

O, y,2) = v(z,y) [] <1 - ;) exp{ - hflgett_l dt} <1+1(1+—h7)h>

p<z 0

1
(rofer )
( (logy)Le(2)
ce qui est équivalent a ’assertion voulue.

Si 3 <u < L.(y), dapres le Lemme F et le Lemme B, on a

O(z,y,2) = M(z,y, 2) (1 +Oe ((loéoyg)i?:(z)>>

et
U(z,y) = Alz,y,3/2)(1 + O (LT (y)))-
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Le Lemme 16(i) pour z = 1 et (ii) pour z quelconque permet alors de
conclure dans ce cas.

Enfin si w > L.(y), on conclut en appliquant le Théoreme 7 et en esti-
mant [[ . (1 —p~® ) al'aide du Lemme 15 et de la formule (5.15). Cela
acheve la démonstration du Théoréme 8.

5.d. Démonstration du Théoréme 5. Supposons dans un pre-
mier temps que y > 22. D’apres (3.3) et (3.5), on amax (o —1,0) < 1/log z.
On en déduit que

H(l —p) < H(l —p Hx1/logz.

p<z p<z

Le Théoréme 7 permet alors de conclure. Si 2 <y < 22, on a O(x,y,2) <
O(xz,y,\/y) < ¥(x,y)/logy d’apres ce que I'on vient de voir. D’ot1 O(x,y, 2)
KL ¥(x,y)/logz.

5.e. Démonstration du Théoreme 6. Soit ug une constante
suffisamment grande. On suppose dans un premier temps que u > ug et
y > 2. Si de plus y > logloglogz on a d’aprés le Théoréme 7, pour

v — +00,

w@(x,y, 2) ~ ![/(:c,y)@(x,z) And H(l _p—a*) ~ H(l _p_l)
p<z p<z
< (1—a%)logz — 0.
Or d’apres les formules (3.3) et (3.5), pour u > ug on a
1
(1-a*)logz —0< 8=
logy

Siy < logloglog z, on conclut avec les formules (1.5) appliquées avec z = 1
et z quelconque.

logu — 0.

On suppose maintenant y < 22 et u > ug. On a alors d’aprés ce qui a
été vu précédemment, pour v — 400,

20(2,y,2) < 260(x,y,/y) = o(P(x, V/y)¥ (2,y)) = o(P(x, 2)¥ (2, y))-

Enfin si u < wug, d’apres le Lemme A, le Lemme D et le Lemme I, pour
T — +00 on a

26(x,y, 2) ~ ¥(2,y)P(x, 2) & or(u) ~ e 7o(u).
Or d’apres le Théoreme 2 de [9], on a
or(u) ~e Yo(u) (u<wug, v— +00).

Cela conclut la démonstration du Théoreme 6.
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