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Introduction. En 1933, D. H. Lehmer [7] posa la question suivante :
existe-t-il une constante €9, €9 > 0, telle que tout polynéme P unitaire, a
coefficients entiers rationnels vérifiant

M(P) <1+ eo,

ne possede que des racines de 'unité?
La quantité M (P), appelée mesure de Mahler de P, est définie pour un
tel polynéme par

M(P) = Hmax(|0i|, 1),

ou #1,...,0, désignent les racines de P.
Lehmer donna également un polyndome de degré 10, de mesure de
Mabhler 1,17628. .., appelé “polynome de Lehmer” :

Pl2) =20 429 2" -8 -5 — A -2 4241,

La mesure de Mahler de ce polynoéme est encore la plus petite mesure de
Mahler connue. On remarque que ce polynome est unitaire, irréductible,
réciproque et possede une seule racine 7 positive de module strictement
supérieur & 1 et au moins une racine de module 1. Un tel polynome est
appelé “polynome de Salem” et sa racine de module supérieur a 1 “nombre
de Salem”.

Smyth [10] prouva en 1971 I'inégalité
M(P) > 6o = 1,3247. ..,

pour P unitaire, & coefficients entiers rationnels, non réciproque, 6y dési-
gnant le plus petit “nombre de Pisot”, racine supérieure a 1 de 1’équation
23 — 2 —1 = 0. Rappelons qu'un entier algébrique 6, # > 1, est un “nombre

de Pisot” si les autres conjugués ont un module strictement inférieur a 1.

(55]
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Ce résultat de Smyth souligne 'importance de I’étude des polynémes uni-
taires, irréductibles, réciproques, en particulier des “polynomes de Salem”,
dans la résolution de la question de Lehmer.

Malheureusement, I’ensemble T' des “nombres de Salem” est mal connu.
On ignore la répartition des “nombres de Salem” dans R et 1'on ne sait si
inf(7T") > 1. On remarque toutefois qu’une réponse positive a la question de
Lehmer entrainerait inf(7") > 1.

En 1944, Salem [8] a prouvé l'inclusion S C T”, ou S désigne ’ensemble
des “nombres de Pisot” et T’ I’ensemble dérivé de I'ensemble T'. Ce résultat
découle de la construction suivante connue sous le nom de construction de
Salem. Si 0 est un “nombre de Pisot”, de polynome minimal P, et ¢ le
nombre +1 ou —1, on définit le polynome @, par

Qr(2) = 2"P(2) + eP*(2),

ol n est un entier rationnel, n > 1 et P* le polynéme réciproque de P
(P*(z) = 2°P(1/z2), s désignant le degré de P).

Salem [9] a alors montré que pour n > ng, I’équation Q5 (z) = 0 a pour
zéro un “nombre de Salem” 7, tendant vers 6 lorsque n tend vers I'infini.

En 1977, D. W. Boyd [5] prouvait que tout “nombre de Salem” pou-
vait s’obtenir par la construction de Salem. Bien plus, il montrait que tout
“nombre de Salem” est racine d’un polynéme Q.(z) = zP(z) + eP*(z), ou
P est un polynoéme unitaire, a coefficients entiers rationnels, ayant toutes
ses racines de module strictement supérieur a 1.

Ce dernier résultat est d’ailleurs en relation avec les ensembles 7, définis
par M. J. Bertin [1].

En 1986, M. J. Bertin et D. W. Boyd ([2], [3]) ont défini des classes A,
et By de “nombres de Salem” telles que T' = |, ~o Ag = U,>¢ By et montré
que tous les petits “nombres de Salem” connus, a quelques exceptions pres,
ont leurs conjugués séparés par des racines de I'unité.

Nous nous proposons ici d’étendre ce résultat a des polynémes unitaires,
réciproques, de petite mesure, possédant j racines (j > 2) de module stricte-
ment supérieur a 1 et au moins une racine de module 1 (j-Salem) dont la
liste est donnée par D. W. Boyd dans [5]. L’intérét de ces résultats est une
meilleure connaissance de la répartition sur le disque unité des racines des
polynomes réciproques de petite mesure. La généralisation est basée sur
I'idée d’ajouter aux racines de module 1 d’un j-Salem des racines jieme de
I'unité, ce qui était évidemment occulté dans le cas j = 1.

Dans le premier paragraphe, on rappelle certaines définitions et pro-
priétés de courbes algébriques. Dans le deuxieme on généralise la construc-
tion de Boyd. On introduit au paragraphe 3 les ensembles A,(j) et By(j),
prouvant certaines relations d’inclusion entre ces ensembles, pour caracté-
riser au paragraphe 4 des sous-ensembles des A,(j) et By(j).
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I. Rappels. Dans la suite, € désignera le nombre +1 ou —1 et j un entier
strictement positif. Soit P un polynéme a coeflicients réels de degré s. On
note P* le polynéme réciproque de P défini par P*(z) = 2°P(1/z).

On suppose P et P* premiers entre eux. Comme dans [5], on associe au
polynome @5 défini par

Q5(2) = 2/ P(2) + eP"(2),

Péquation algébrique Q5(z,t) = 2/ P(z) + etP*(z) = 0, 0 < ¢t < 1. Cette
équation définit une courbe algébrique C, z = Z(t), possédant j + s
branches, notées zx(t), orientées dans le sens des t croissant, ayant les pro-
priétés suivantes :

(a) z£([0,1]) € D(0,1) ou bien z,([0,1]) € C — D(0,1), D(0,1) (resp.
D(0,1)) désignant le disque unité ouvert (resp. fermé);

(b) 2x(1) est racine du polynéme Q5;

(c) si v est une racine de module 1 de ()5, il existe au moins une branche
zr telle que zx(1) = o

(d) 2x(0) est racine du polynome 27 P.

DEFINITION 1.1. Soit a une racine de module 1 de Q5 et zx une branche
de C passant par a (i.e. zx(1) = a). On dit que « est une sortie (resp.

entrée) si |z (0)] < 1 (resp. |z£(0)| > 1). On dit également que la branche
sort (resp. entre) en a.

On rappelle également le lemme suivant du & Boyd [5].

LEMME 1.1. Soit a une racine de module 1 de Q5.

(1) On suppose a racine simple. Alors « est une entrée (resp. sortie) si
et seulement si

€al_sP(a)(Q§)’(a) >0 (resp. <0).

(2) On suppose « racine multiple d’ordre k, k > 2. Alors il existe ky
branches entrant en « et ko branches sortant en o, avec k1 + ko =k, k1 >
[k/2], ko > [k/2] ([x] désignant la partie entiére du réel x).

On utilisera aussi les lemmes suivants (cf. [4]).

LEMME 1.2. Soit @ un polynéome réciproque a coefficients réels, de degré
2m et a une racine de module 1 de Q. Alors Q'(a)/a™ ™ est nul ou imagi-
naire pur.

LEMME 1.3. Soit Q le polynéme réciproque a coefficients réels Q(z) =
do+ ...+ dmz™+ ...+ doz®>™. Soit o une racine de module 1 de Q. Alors
A /2 + dp—1a+ ...+ doa™ est nul ou imaginaire pur.
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II. Généralisation de la construction de Boyd

DEFINITION 2.1. Soit 7 un entier algébrique tel que |7| > 1. On dit que 7
est un j-Salem (resp. j-Pisot) si son polynome minimal possede exactement
j — 1 racines différentes de 7 dans |z| > 1 et au moins une (resp. aucune)
racine sur |z| = 1. On note T'(j) (resp. S(j)) 'ensemble des j-Salem (resp.
j-Pisot).

PROPOSITION 2.1. Soit P un polynome unitaire a coefficients entiers sans
racine sur |z| = 1 et possédant exactement j racines dans |z| > 1. Soit Q¢
le polynome défini par Q°(z) = 27 P(z) +eP*(z2). Si Q° posséde exactement
J racines dans |z| > 1, alors toutes ses racines de module 1 sont simples.

Preuve. Supposons que « soit une racine de module 1 de Q¢ d’ordre r,
r > 2. Considérons la courbe algébrique C' définie par Q°(z,t) = 2/ P(2) +
etP*(z) = 0,0 <t <1.Dapres le lemme 1.1, C possede au moins [r/2] > 1
branches rentrant en «. Par suite, P possede au moins j + 1 racines dans
|z| > 1 qui sont respectivement début des j branches finissant en les j
racines de module supérieur & 1 de Q¢ et de la branche rentrant en «; d’ou
la contradiction.

PROPOSITION 2.2. Soit P un polynéme unitaire a coefficients entiers,
sans racines dans |z| < 1 et Q° le polynome défini comme précédemment.
Si Q° posséde exactement j racines dans |z| > 1, alors toutes ses racines de
module 1 sont simples.

Preuve. On définit comme dans la proposition 2.1 la courbe algébrique
C. Si « était racine multiple de module 1 de Q¢, alors il y aurait au moins
une branche de C sortant en a; d’olt j + 1 branches commencant en des
zéros de 27 P, & savoir les j branches finissant en les j racines de Q¢ situées
dans |z| < 1 et la branche sortant en «. Par suite, P possederait au moins
un zéro dans |z| < 1; d’ou la contradiction.

THEOREME 2.1. Soit P un polynéme de degré s  coefficients réels. On
définit le polynome QF comme précédemment et [’on suppose que :

(a) toutes les racines de Q° sont simples;
(b) Q° posséde exactement j racines dans |z| < 1;
(c) eal=*P(a)(Q%) () < 0 pour tout a racine de module 1 de Q°.

Alors P posséde j racines dans |z| > 1 et s — j racines dans |z| < 1.

Preuve. Soit k le nombre de zéros de P dans |z| < 1. Définissons comme
précédemment la courbe algébrique C'. Les hypothéses (a) et (c) entrainent
grace au lemme 1.1 que les s — j racines de module 1 de Q¢ sont des sorties
correspondant & des branches qui commencent en s— j racines de 27 P situées
dans |z| < 1. En outre, les j racines de module inférieur a 1 de Q¢ sont des
fins de branches commengant en des racines de 27 P situées dans |z| < 1. Par
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suite, 2/ P posseéde exactement s racines dans |z| < 1. On en déduit donc
k=s—7.

THEOREME 2.2. Soient P et Q° des polynémes définis comme dans le
théoréeme 2.1. On suppose que :

(a) toutes les racines de Q° sont simples;
(b) Q° posséde exactement j racines dans |z| > 1;
(c) eal™*P(a)(Q) («) > 0 pour toute racine o de module 1 de Q°.

Alors P posséde toutes ses racines dans |z| > 1.

Preuve. La raisonnement est semblable au précédent. Soit k le nombre
des racines de P dans |z| > 1. Les hypotheses (a) et (c) entrainent grace au
lemme 1.1 que la courbe algébrique C possede s — j entrées qui proviennent
donc de s—j racines de 27 P de module strictement supérieur & 1. Comme les
racines de ()¢ de module strictement supérieur a 1 sont des fins de branches
commencant dans |z| > 1 en des zéros de 27 P, on en déduit que k = s — j +
J=s.

Soit T le polynéome minimal d'un j-Salem de degré 2m. Si U est un
polynome dont toutes les racines sont simples et racines de 'unité, alors le
polynéme Q = UT est réciproque ou antiréciproque et possede s —2j racines
simples de module 1, s désignant le degré de Q.

THEOREME 2.3. Soit Q = UT défini comme ci-dessus. En choisissant U
convenablement on peut en outre supposer dans le cas € =1 et s pair que le
coefficient du monéme de degré s/2 — j de Q est pair. Alors pour € valant
+1 ou —1, il existe une infinité de polynémes unitaires a coefficients entiers
P, de degré s—j, ayant toutes leurs racines de module strictement supérieur
a1l tels que

Q(2) = 2/ P(2) + eP*(2).

Preuve. Comme (Q possede exactement s — 2j racines simples de mo-
dule 1, les conditions (a) et (b) du théoreme 2.2 sont vérifiées. On va alors
déterminer P grace au théoreme 2.2. Supposons d’abord j impair, ¢ = 1 et
s pair. Dans ce cas, 1 et —1 ne sont pas racines de (). Posons s =2l = j+n
ou n désigne le degré de P. On a donc

Q(z) = 2y d 2T ot L+ diz+ 1
Posons
P(Z) = z2l7j—|— d1z217j71+ ot (d] — 01)22172j—|— oot (dl—l — Cl_j)2l7j+1
+d2 I+ cl_]-zl_j_l—l— N Y
Alors P vérifie Q = 2/ P + P*.

Pour obtenir un polynéme P dont toutes les racines sont de module

strictement supérieur a 1, il suffit donc d’apres le théoréeme 2.2 de déterminer
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des entiers ci,...,¢—; (c1 # 0) vérifiant
(1) a' P P(a)Q'(a) > 0
pour « valant successivement o, ..., —; si l'on note oy, a1, ..., 01—, 00—

les racines de module 1 de Q.
On a donc un systeme de [ — j inéquations pour déterminer [ — j entiers.
Ecrivons

a' P P(a)Q (a) = (P(a)/a9)(Q'(a) /'),
On a donc
P(a)/a’™
=l +did T+, +d_ja+d — c—jla+ a - — cl(ozl_j - a_(l_j)).
D’apres le lemme 1.3, on peut écrire

P(a)/al™ =id —c_j(a—a™) — ... —cr(al™T — a7,
avec 0 € R et d’apres le lemme 1.2, Q'(a)/a!™! = ip avec o € R*. Posant
a = €', on a donc
T P()Q' (a) = 0(2¢1 sin(l — j) + ... + 2¢1—;sing — ).

Par suite les [ — j inéquations (1) sont équivalentes aux [ — j inéquations
(1”) de la forme

cpsin(l —j)o+...+¢_jsinp>4d/2 sip>0
ou de la forme

csin(l—j)p+...+¢_jsinp <d6/2 sip<O.

Or la matrice A = (agp) ot agp, =sin(l—j—h+1)p, pour 1 <h <[—jet
ou ¢ prend les valeurs successives @1, ..., ¢;—;, a un déterminant non nul.
Sinon il existerait [ — j entiers ci,...,¢—; non tous nuls vérifiant

a@™ —a Dy 4 (a—aTh) =0

pour « valant successivement aq,...,a;—;. Par suite, le polynéme X, non
identiquement nul, de degré inférieur ou égal a 2 — 27,

X(z) = 1227+ cl,jzl_ﬁ'l — cl,jzl_J_l — ... —Cz—Cq,

aurait 2/ —2j + 1 racines, a savoir 1, a1, a1, ..., 0q—j, aj—j, ce qui est impos-
sible.

Par suite, les [ — j inéquations (1’) définissent un cone de R'~7 contenant
une infinité de points & coordonnées entieres (ci,...,¢—;) avec ¢; # 0. 11
existe donc une infinité de polynémes vérifiant les conditions du théoréme.

Les cas € = 1, s impair, puis € = —1, s pair ou impair, se traitent de la
méme fagon. Dans le premier cas, —1 est racine de @), s =2l+1=n+j et
Pon a l — j + 1 inéquations du type (1). Dans le dernier cas enfin ¢ = —1,
s =204 1, 1 est racine de () et 'on a [ — j + 1 inéquations.
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Un raisonnement analogue peut étre fait pour j pair. Il est laissé au
lecteur.

THEOREME 2.4. Sous les hypothéses du théoréme 2.3, pour ¢ € {—1,1},
il existe une infinité de polynomes unitaires, a coefficients entiers P de degré
s —j, sans racine de module 1 et possédant exactement j racines de module
supérieur a 1, vérifiant

Q(2) = 2/ P(2) + eP*(2).

Preuve. Comme () possede exactement s — 2j racines simples de mo-
dule 1, il vérifie les conditions (a) et (b) du théoreme 2.1. On détermine
alors P comme dans le théoreme précédent mais grace au théoreme 2.1.

ITII. Ensembles A,(j) et B,(j)

DEFINITION 3.1. On appelle A,(j) (resp. B,(j)), ¢ étant un entier supé-
rieur ou égal a 2 (resp. 0), 'ensemble des j-Salem de polynome minimal 7'
pour lesquels il existe au moins un polynéme P vérifiant les conditions du
théoreme 2.3 (resp. 2.4) tel que |P(0)| = ¢ et U multiple d’un facteur non
trivial de 27 — 1.

Remarque. Si 'on désigne comme dans II par T'(j) 'ensemble des
j-Salem, le théoreme 2.3 (resp. 2.4) entraine les égalités

T(j) = (J A(j)  (resp. T(j) = | By(i)).

q>2 q>0

PROPOSITION 3.1. Pour ¢ > 2 et k > 1, on a les inclusions :

(a) Ag(j) C Bg—2(j) U By42(d),

(b) Aq(J) C Agg—r41(J) U Argr-1(7)-

Preuve. (a) Soit 7 un élément de A,(j) racine du polynome @ tel que

Q(z) = U(2)T(2) = 2’ P(z) — P*(2),

|P(0)| = ¢, P sans racine dans |z| < 1, U = MM; ou M; est un facteur de
27 — 1 vérifiant M; = —M;. Considérons le polynome H = (27 +1)P—2P*.
Il vérifie H(0) = £¢—2 et 27 H+ H* = (27 +1)Q. En outre pour toute racine
jieme de I'unité a telle que Q(o) = 0, on a H(«) = 0. Soit donc M;R; le
plus grand facteur cyclotomique divisant H tel que S;R; = 27 — 1. Posons

Si R;(0) =1 alors P5(0) = —H(0) = —(£q — 2) et 2/ P, — P} = S;MT.

Si R;(0) = —1 alors Py(0) = H(0) = £q— 2 et 20 Py + P} = S;MT.

En appliquant le théoreme de Rouché pour 0 < ¢ < 1 au polynome
H, = 2P* — t(27 + 1)P, on montre que H posséde n racines dans {z :
|z] < 1}U{z : 27 = 1}, n désignant le degré de P. Donc P» possede j racines
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dans |z| > 1 et aucune racine de module 1. On en déduit alors que 7 appar-
tient a qug(j) U Bq+2(j).
Si 7 élément de A4(j) est racine du polynéme @ tel que

Q(z) = U(2)T(2) = 2’ P(2) + P*(2),

on considere le polynome H = (27 + 1)P + 2P* et ’'on raisonne comme
précédemment.

(b) La démonstration est semblable & celle de (a) en prenant H = (27 —
k)P+(k—1)P* siQ = 2/ P—P* et H = (29 +k)P+(1—k)P* si Q = 2/ P+ P*.

IV. Caractérisation de certains sous-ensembles de A,(j) et B,(j).
Dans ce paragraphe on désignera sous le nom de polynoéme cyclotomique un
polynome non nécessairement irréductible dont les racines sont simples et
racines de I'unité.

DEFINITION 4.1. On note A (j) (resp. B;(j)) le sous-ensemble de Ay(j)
(resp. B,(j)) pour lequel U = (2 —1)M sie = —1let U = (29 —1)M /(2 —1)
sie=1.

On peut alors montrer le théoreme suivant.

THEOREME 4.1. Soit 7 un j-Salem de polynéme minimal T ayant un
nombre impair de conjugués réels dans |—oo,—1[ ou dans ]1,00[ (en
changeant au besoin z en —z on peut donc toujours se ramener & l’hypotheése
T(1) <0). Le j-Salem 7 appartient a Ay(j) si et seulement si il existe un
polynome cyclotomique K premier a 27 — 1 et un polynéme réciproque L tel
que

(a) L(0) = ¢ —1,

(b) deg L = deg KT — j,

(¢) L(1) = —K(1)T(1),

(d) L posséde toutes ses racines sur |z| = 1, simples et séparant les
racines de module 1 de Q = (27 — 1)KT ou Q = (29 — 1)KT/(z —1).

Preuve. Par définition 7 € A}(j) si et seulement si il existe un poly-
néme P ayant tous ses zéros dans |z| > 1 tel que |P(0)| = ¢, Q = 2 P—P* =
(2 =1)MT ou Q = 2 P+P* = (2 —1)MT/(2—1). Faisons la démonstration
dans le cas j pair, celle dans le cas j impair est tout a fait semblable.

Considérons donc le premier cas, Q = 2/P — P* = (2 — 1)MT. On
a alors n = deg MT pair. On en déduit que 1 et —1 sont racines de Q.
Comme 27 P posseéde exactement j racines dans |z| < 1, ces racines sont les
débuts de branches finissant en les j racines de module strictement inférieur
a 1 de Q. Par suite, toutes les racines de module 1 de @ (qui sont par
ailleurs simples d’apres la proposition 2.2) sont des entrées. En particulier,
1 étant une entrée, on a d’apres le lemme 1.1, —P(1)Q’(1) > 0. Or Q'(1) =
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JM(1)T(1) < 0 d’apres 'hypothese. Par suite, P(1) > 0, ce qui implique
P(0) = g car P est sans racine dans |z| < 1. Prenons alors K = M et posons
L=P—KT.Ona L(0) =q— 1, c’est-a-dire (a).

La relation z/L — 2"L(z7!) = 0 prouve que L est réciproque et que
deg L = deg KT — j = n — j; c’est la condition (b).

La relation L(1) = P(1) — K(1)T'(1) entraine, puisque P(1) est positif,
L(1) > —K(1)T(1); c’est la condition (c).

Soit o une racine simple de module 1 de @, o # +1. D’apres le raison-
nement précédent, « est une entrée et d’apres le lemme 1.1,

(1) o' " P(a)Q'(a) < 0.
Comme L(a) = P(a) — K(a)T (), on en déduit
(2) a'"L(a)Q (o) + o' T"K ()T () Q' () < 0.

Comme L est un polynéome de degré n — j pair on peut écrire
L=:""DP2Bz427Y et Q= (22—-1)2"H"2D/24z 4271,
D’ou
LQ = (2 —1)2"B(z+ 2 HYA(z + 27 1).
De T'égalité Q = (27 — 1) KT on déduit
3) Q'(a) = jo T K(a)T(a) + (o = 1)(KT) ().
Si « est une racine jieme de 1'unité, (3) devient Q’(a) = jo/ 1K (a)T () et
en reportant dans (2), on obtient
(4) o' T L(@)Q () + (Q'())?/(ja" 7)< 0.
En reportant dans (4) les relations
L(a)Q'(a) = (a —a 2" 'Bla+a HA (a+a™h)
et
(Q'())?/(ja"72) = (a —a” ) (A (a+a™")?/j,
on obtient alors si a = e'?,
(5) 4sin? p Bla+a HA (a+a™t) > 0.
Si e n’est pas racine jieme de l'unité alors K ()T () = 0, d’ou L(«) = P(«)
et 'on obtient encore I'inégalité (5). Enfin, comme ¢ # 0 et ¢ # , il vient
(6) Bla+a HA (a+a™ 1) >0.

Désignons par aj, = e!?* (resp. B, = ¢'¥*) les racines de (z/ —1)KT (resp. L)
de module 1 et de partie imaginaire positive ou nulle, rangées par argument
croissant, 0 < k < (n — j)/2. Posons g = oy, + a; '

Comme @ possede un nombre impair de racines réelles dans |1, oo[, on a
sgn A'(o1) = (—1)* et d'apres (6), (~1)*B(ex) > 0, 1< k < (n—j)/2 - 1.
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Les conditions P(1) > 0, T(1) < 0 entrainent B(gg) > 0. Les con-
ditions P(—1) > 0 (car P est sans racine dans |z| < 1 et P(1) > 0),
Q'(—=1) > 0 (car P(—1)Q'(—1) > 0 puisque —1 est une entrée) et P(—1) =
(~1)(»=D/2B(-2) + @Q'(-1)/4(=1)7~! entrainent, comme j est pair,
(=1)(»=9)/2B(=2) > 0. Par suite, (—1)*B(g) > 0 pour 0 < k < (n—j)/2 et
B possede (n — j)/2 racines dans | -2, 2[, notées 2cos 1, ..., 2cosY(,_j)/2,
telles que

O<yP1 <1 <...< Pn—j)/2—1 < w(n_j)/g <.
On en déduit (d).

Lecas Q = (271 +...+ 1)MT = 2/ P + P* se traite de facon analogue
en remarquant que Q(1) = 2P(1) < 0 entraine P(0) = —q.

Réciproquement, supposons que les polynémes K et L satisfassent les
conditions (a), (b), (c) et (d).

S’il y a égalité en (c) posons Q = (/"1 +...4+1)KT et définissons P par
la relation L = (2 —1)P — KT Sinon posons @ = (27 —1)KT et définissons
P par la relation L = P — KT. L’égalité correspond donc & P(0) = —q et
Q= (2"14+...+1)KT = 27 P+ P* tandis que I'inégalité stricte correspond
AP0)=qget Q= (2 —1)KT = 2P — P*.

La propriété (d) se traduit dans tous les cas par ea! ™" P(a)Q’(a) > 0,
€ = +1, d’ou 'on déduit grace au lemme 1.1 que toutes les racines de module
1 de @ sont des entrées; ceci entraine grace au théoreme 2.2 que P a toutes
ses racines dans |z| > 1.

THEOREME 4.2. Soit T un j-Salem de polynéme minimal T ayant un
nombre pair de conjugués de module supérieur a 1 vérifiant T'(1) > 0 et
T(=1) > 0. Alors 7 appartient a Ay (j) si et seulement si il existe un
polynome cyclotomique K premier a 27 — 1 et un polynéme réciproque L
tel que

(a) L(0) = —¢ — 1,

(b) deg L = deg KT — j,

(c) L(1) < —K(1)T(1),

(d) les racines de L sont simples et de module 1 et séparent les racines
de module 1 de Q = (27 — 1)KT ou de Q = (2 — 1)KT/(z —1).

La preuve est analogue a celle du théoreme 4.1, en remarquant que les
hypotheses entrainent j pair.

THEOREME 4.3. Soit T un j-Salem de polynéme minimal T vérifiant T(1)
>0 et T(—1) > 0. Alors T appartient a By (j) si et seulement si il existe un
polynéme cyclotomique K premier a 27 — 1 et un polynéme réciproque L tel
que



Nombres de Salem 65

(a) ou bien L(0) = q+ 1 ou bien L(0) =1 — g,

(b) deg L = deg KT — j,

(©) L(1) = K()T(1),

(d)(i) ou bien L a ses racines comme dans le théoréme 4.2,

(ii) ou bien L posséde une unique racine dans |z| > 1 et ses autres
racines de module 1 sont simples et séparent les racines de

module 1 de Q = (27t +...+ 1)KT.

La démonstration est analogue a celle des théoremes 4.1 et 4.2, utilise
toutefois la proposition 2.1 et le théoreme 2.1.

Remarque. S’il existe un polynéme cyclotomique L de degré égal a
deg KT — j vérifiant L(1) < K(1)T'(1) si T(—1) > 0 et (1) > 0 ou L(1) >
K(1)T(1) si T(1) < 0, dont les zéros séparent ceux de (z/ — 1)K T alors on
peut montrer que T € Bj(j).

En utilisant les théorémes et la remarque précédente on vérifie facilement
en exhibant un couple de polynémes cyclotomiques K et L que presque tous
les polynomes réciproques de petite mesure de degré inférieur a 12 donnés
par Boyd [6] appartiennent & A%(j) ou B{(j).
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