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Sur le nombre de Lojasiewicz a I’infini d’un polynéme

par PIERRETTE CASsOU-NOGUES (Talence) et HA Huy Vur (Hanoi)

Résumé. Soit f un polynome a deux indéterminées. On appelle nombre de Lojasiewicz
a linfini de f le nombre de Lojasiewicz a l'infini de son application gradient. Dans cet
article nous montrons tout d’abord que I'on peut calculer le nombre de Lojasiewicz d’un
polynéme a partir des diagrammes de Eisenbud et Neumann de toutes les courbes f(z,y) =
t. Ensuite nous montrons que l'on peut définir un nombre de Lojasiewicz intrinseque en
prenant le maximum des nombres de Lojasiewicz de f o ¢ si f est bon et le minimum des
nombres de Lojasiewicz de f o ¢ sinon, lorsque ¢ parcourt les automorphismes de C2. On
donne un exemple ou l'on ne peut pas trouver un automorphisme de c? qui réalise a la
fois le degré, le nombre de points a l'infini et le nombre de Lojasiewicz intrinseques. On
montre que si f est non dégénéré pour son polygone de Newton, ou satisfait les conditions
de Oka, alors le degré, le nombre de points a 'infini et le nombre de Lojasiewicz sont le
degré, le nombre de points a I'infini et le nombre de Lojasiewicz intrinseques.

Soit f(zg,...,x,) = 0 une équation pour un germe d’hypersurface a
singularité isolée (Xo,0) C (C"*1,0). Le plus petit exposant 6 tel qu'il
existe un voisinage U de 0 dans C"*! et une constante Cy tels que

lgrad f(z)]| = Cl|z||°

est appelé le nombre de Lojasiewicz du germe (X, 0). Teissier [T] a montré
que c’est le plus grand des invariants polaires associés au germe, et pour les
courbes, [LMW] ont prouvé que l'on peut le calculer a I’aide du diagramme
de Eisenbud et Neumann de I’entrelacs algébrique défini par le germe. Lichtin
[Li], toujours dans le cas des courbes, a exprimé le nombre de Lojasiewicz a
I’aide du polygone de Newton de f, lorsque f est non dégénéré.

Soit f un polynome a deux indéterminées. On définit le nombre de Lo-
jasiewicz a l'infini de f par

Loo(f) = lim 2OTL oy o) = int [lgrad (@)

r—oo Inr

Nous allons tout d’abord montrer dans cet article que ’on peut exprimer
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Loo(f) al'aide de tous les diagrammes de Eisenbud et Neumann des courbes
flz,y) =t

Le nombre de Lojasiewicz a l'infini dépend du systeme de coordonnées.
En effet [CK1],

£oo(f):{p_1 pourf(:n,y):yp—I—xp,
—1+p/q pour f(z+yty) =y’ + (x+y?)’.
D’autres nombres associés a f varient de la méme facon : le degré et le
nombre de points & U'infini. Neumann [N] a introduit la notion de degré in-
trinseque de f, comme étant le minimum des degrés de f o ¢ pour tous les
¢ € Aut(C?), et de nombre de points a linfini intrinséque de f, comme
étant le maximum du nombre de points & l'infini de f o ¢ (ce maximum
existe car le nombre de points a l'infini est borné par le nombre de places a
I'infini qui est invariant).

Nous allons montrer que 'on peut définir un nombre de Lojasiewicz a
linfini intrinséque de la facon suivante :

Lo imn(f) = maXgeaut(c2) Loo(f 0 @) si f est bon,
oo,intiJ /) infyecaut(c2) Loo(f 0 @)  si f n'est pas bon.
Enfin, nous étudions le probleme de l'existence d’un automorphisme
privilégié pour un polynéme, c’est-a-dire de 'existence d’un automorphisme
¢ tel que

degiy (f) = deg(f 0 9), Nooint(f) = Noc(f0d), Looint(f) = Loo(f o).

Nous donnons un exemple qui montre qu’un tel automorphisme n’existe pas
en général et nous prouvons que si f est non dégénéré pour son polygone de
Newton a l'infini, ou si f satisfait les obstructions de Oka [O], alors

degin(f) = deg(f),  Noo,int(f) = oo (f),  Looint(f) = Loo(f)-

Nous démontrons un analogue du théoréeme de Lichtin pour le nombre de
Lojasiewicz a 'infini.

Une grande partie de ce travail est basé sur I’étude des diagrammes de
Eisenbud et Neumann & I’'infini d’une courbe et sur le lien avec le polygone
de Newton a l'infini du polynéme qui définit la courbe. Dans la premiere
partie nous rappelons ce que nous utilisons sur les diagrammes de Eisenbud
et Neumann.

I. Rappels sur les diagrammes de Eisenbud et Neumann

1. Diagramme associé a une courbe V. C C2. Soit f : C2 — C une
application polynomiale. L’entrelacs a l'infini d’une courbe V définie par
f = t peut se représenter par un diagramme de Eisenbud et Neumann,
qui donne une fagon de coder les singularités de la courbe en ses points
d’intersection avec la droite a linfini. Pour expliquer comment obtenir le
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diagramme a I'infini d’une courbe, il faut déja rappeler comment on construit
le diagramme de Eisenbud et Neumann d’un germe de courbe algébrique
[EN].

Si f est un germe de courbe plane, l'intersection de f~1(0) avec une
petite sphere de rayon € centrée a ’origine est un entrelacs appelé entrelacs
algébrique de f. Son diagramme de Eisenbud et Neumann s’obtient de la
fagon suivante : Si I’on a une seule branche, on écrit son développement de
Puiseux sous la forme

y =z (ag + 22/ P1P2) (qy 4 4 (a5 + agx®/PrP2ps)y ),

L’entrelacs algébrique correspondant a pour diagramme

[e%] 9 Qg

[l 5

avec
a1 =q1, Q41 = Gj+1 T pipj+ey, J =L
Si ’on a une autre branche
y = a0/P (g 4+ 292/ P2 (gl 4 4 (dl_y + alafr/ PPy ),

on suppose que pour i < n, p, = p;, ¢, = ¢; et a;, = a;. On a trois cas a
considérer.

Tout d’abord, sin =7 oun=s,on a

aq On+1 g

O
lpl 1pn+1 lps

Sir>nets>n, et gi1/Pny1 = @y1/Phy1, 00 A

Q42 e

Pn+2 l[’s

aq An41

O
lpl Pn+1

/
RUES) B B
Pn+2 Pr

Sinon, ¢n4+1/Pn+1 < Gyy1/Pr1; dans ce cas, on a
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] Qpi] Qg
° o n+ o s

lm P+l lps

/ ,
Qi1 Qp
/ 1
Pn+1 lpr

Si ’on a une troisieme branche, on procede de la méme fagon en tenant
compte des 2 branches précédentes. Si f = f"*f3"*... f/"", on obtient un
multientrelacs que 'on représente a partir des précédents en mettant (m;) en
face de la fleche correspondante. Si maintenant on considére une singularité

qui n’est pas a ’origine, on fait un changement de variable pour s’y ramener.

Pour l'entrelacs & l'infini de V', on considére les zéros de la forme ho-
mogene de plus haut degré de f. Pour chacun de ces zéros (a;,b;), on con-
sidere le diagramme de Eisenbud et Neumann de l’entrelacs algébrique de
F(z,1,2) au point (a;/b;,0) si b; est non nul, ou F(1,y, z) au point (0,0) si
b; = 0 ou F(z,y,z) est le polynéme homogene tel que F(z,y,1) = f(x,y).
On écrit les mémes diagrammes de Eisenbud et Neumann en remplagant
(p1, 1) par (p1,p1 — a1) et (ps, ;) par (p;, pips ... pi_1pi — a;). On cable
ensuite les diagrammes obtenus par les composantes convenables.

EXEMPLE 1. On considére la courbe V' définie par f = 0 ou
F=(@2y+ D%t + oty 1+ 2132 4 ot — 4@z + 1)37
+ 6(x%y + 1)%y% — 4(2%y + 1)y — 2°%y.

f est un polynoéme de degré 16. La forme homogene de plus haut degré est

28y8 + 21yS = 2895 (23 +y3). On a donc 5 points & P'infini. Seuls les points

(1,0,0) et (0,1,0) sont des points singuliers. On obtient
F(z,y,2) = (22y + 22) 1yt + 2y + 218y22 + 21422 — 4(22y + 23)3y21
4 6(2%y 4 22)2y220 — A(aPy + 2P)yat? — 2yt?
F($, LZ) _ ($2 _|_z3)4 —I—l‘ll _|_x13z —|—x14z2 _ 4($2 + 23)3Z4
+6(z? + 2%)22% —4(2? + 23)212 — 22215
On voit que le germe de F(z,1,y) au point (0,0) est un germe de courbe

irréductible dont les paires de Puiseux successives sont (2,3), (1,2), (4,1).
Le diagramme de I'entrelacs algébrique est donc
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Ensuite,
F(Ly,z) = (y+2°)'y* +9° + y°2 +2° —4(y + 2°)°y°2*
+6(y 4 23)% %28 — 4(y + 23)y2'? — y2'3.

Le germe & l'origine de F(1,y,z) a 2 branches, de paires de Puiseux (3, 1)
et (2,1). Donc le diagramme de 'entrelacs algébrique est

1

3
1

2

Finalement, le diagramme de Eisenbud et Neumann de ’entrelacs a l'infini
de f(z,y) =0 est

FTTAL

On dit que le diagramme de Eisenbud et Neumann construit de cette
fagon est le diagramme associé a la courbe V. Le sommet qui a servi a joindre
les diagrammes de chaque point a l'infini s’appelle la racine du diagramme.

On a deux types de sommets, les fleches et les autres. On note F l'en-
semble des fleches et V I'ensemble des sommets qui ne sont pas des fleches.
Pour chaque élément v € V, on appelle valence et on note §, le nombre de
cotés qui convergent vers v.

A chaque v € V, on associe une composante virtuelle [N] (encore appelée
compagnon intrinséque [LMW]), notée S,. On note alors I, = L(S,,L) le
coeflicient d’enlacement de cette composante virtuelle avec 'entrelacs L. On
calcule ces coefficients de la fagon suivante :

LEMME 1 [EN, Section 10]. Le coefficient d’enlacement d’une composante
avec une composante de multiplicité m de ’entrelacs est le produit de tous
les entiers adjacents au chemin du diagramme qui joint ces composantes (qui
ne sont pas sur le chemin) et de m.

Soit f : C2 — C une application polynomiale. Une fibre f~1(¢) est dite
réguliére 8’il existe un voisinage D de t et un sous-ensemble compact K de
C? tel que f]| f-1(D)—K soit une fibration localement triviale.

Neumann [N, Prop. 5.4] a montré que si f~'(t) est réguliere, alors [, > 0
pour tout v € V, et Ha [H, Theorem 2.4.2] et Le Van Thanh et Neumann
[LN, Theorem 1.2] ont démontré la réciproque.
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Neumann a encore démontré

THEOREME 2 [N, p. 450]. Une courbe algébrique réduite et un plongement
de C? C P? déterminent un diagramme associé a l’entrelacs a linfini de V.
Le nombre de points a Uinfini noo(V') de V est la valence de la racine du
diagramme associé, et le degré de la courbe est ly.c, le nombre d’enlacement
de la composante virtuelle a la racine, avec ’entrelacs.

2. Diagramme minimal associé a une courbe V. C C2. Neumann [N,
p. 470] introduit la notion de diagramme minimal. On dit qu'un diagramme
{2 est minimal si c’est I'un des diagrammes

ou g’il est de la forme

avec g > 1.
On rend les diagrammes {2; minimaux en

1) enlevant tout coté de la forme

ainsi que le sommet a sa droite;
2) remplacant deux cotés

par un seul et en supprimant le sommet;
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3) remplagant

Qryl  Qp

EXEMPLES. 1) Le diagramme minimal de I'exemple I est

-

2) Exemple de Chadzynski et Krasinski [CK1] :
f@y) = (@ +y")P + ).
On a un seul point & I'infini, le point (1,0,0), et
F(l,y,2) = (77" +y)? + 72",

[e;

29

Le germe a l'origine de F(1,y, z) a p branches de paires de Puiseux succes-

sives (¢,q — 1), (1,9 — 1). Le diagramme associé est

et le diagramme minimal est

p

3. Diagrammes minimauz. On note 2 le diagramme obtenu en oubliant
quel sommet du diagramme minimal est la racine dans le cas oll ny, > 2,
et dans le cas n,, = 2 en supprimant la racine et en joignant les deux
cotés adjacents en un seul. Neumann a démontré que pour chaque courbe
algébrique réduite {2y est unique et qu’il y a un nombre fini de manieres
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de placer une racine sur {29. Si l'on fait cela, on obtient de nouveau un
diagramme minimal pour l'entrelacs a 'infini de la courbe V et

THEOREME 3 [N, p. 450]. Pour une courbe algébrique réduite V. C
C2, tout diagramme minimal pour son entrelacs a linfini est réalisé par un
plongement de C*> C P2. En particulier, chaque paire (deg(V), noo(V)) pour
V' pour laquelle soit deg(V') est minimal, soit no (V) > 1 est le degré et le
nombre de points a Uinfini déterminé par un diagramme minimal pour son
entrelacs a linfini.

Nous allons maintenant rappeler comment on trouve les différentes ra-
cines sur {2y. Tout d’abord, nous enlevons de {2 tout coté qui satisfait I'une
des deux conditions :

e il existe un poids non positif adjacent au coté,

e il y a deux poids différents de 1 adjacents au coté a I'une de ses ex-
trémités.

Nous notons rac({2y) ce qu’il reste de £25. Le nombre de facons de mettre
une racine sur 2y est égal a 1+ > (0, —2), la somme étant prise sur tous les
sommets de rac({2y) dont seulement 1 poids est supérieur & 1. Enfin, pour
placer les différentes racines, on procede de la maniére suivante : on coupe
chaque coté de rac({2y) en 2, et on oriente chaque moitié comme suit :

e si un sommet n’a que des poids égaux a 1, on oriente les demi-cotés a
I’'opposé du sommet,

e si un sommet a un poids plus grand que les autres, on oriente le demi-
coté avec poids maximal & 'opposé du sommet, et les autres vers le sommet.

Les racines sont les points d’ou partent des fleches.

Remarque. Il est facile de voir que si I’on fait un automorphisme algé-
brique linéaire © = x + ay, y = y ou x = z, y = y + ax, on ne change pas le
diagramme associé a une courbe.

EXEMPLES. 1) Pour l'exemple I, rac({2)) est

Il y a 2 fagons de placer la racine. rac({2y) orienté est
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et les deux racines possibles se trouvent

ll/T\i_

Le diagramme

s’obtient avec g = 0 ot g = f(x —y —y2, ). Il est de degré 27 avec 2 points
a l'infini.

II. Nombre de Lojasiewicz a l’infini d’un polynéme. Dans ce
paragraphe, nous allons tout d’abord définir le nombre de Lojasiewicz &
Iinfini d’un polynéme et nous allons montrer comment on peut calculer
ce nombre a l'aide des diagrammes de Eisenbud et Neumann des courbes
f(z,y) =t

Dans [N], Neumann définit le degré intrinséque et le nombre de points a
linfini intrinséque d’une courbe V' comme étant le minimum des degrés et
le maximum des points a I'infini que 'on peut obtenir avec les plongements
V c C2. 1l montre que le degré intrinseque s’obtient avec les diagrammes
minimaux.

Nous montrons aussi que 'on peut définir un nombre de Lojasiewicz
intrinseque Lo int(f) & l'infini d’un polynoéme.

On montre qu’en général, il n’existe pas pour un polynéme un automor-
phisme privilégié, c’est-a-dire un automorphisme ¢ tel que

deg(f o @) = degini(f), Moo 0 9) = Nooini(f);  Loo(f 0 0) = Looini(f)

mais que c’est vrai sous certaines conditions, en particulier si le polygone de
Newton a l'infini de f o ¢ est non dégénéré.

1. Le nombre de Lojasiewicz a linfini d’un polynome. Le nombre de
Lojasiewicz a linfini d’un polynéme f est défini par
. Ino(r . .
Loo(f) = lim In¢(r) ou ¢(r)= inf |grad f(x)].
r—oo Inr llzll="
Nous rappelons tout d’abord, comment, d’aprés [CK], on peut calculer
le nombre de Lojasiewicz a I'infini d’un polynome.
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Soit X = {t € C : |[t| > E}. Une fonction h : X — C? est dite
méromorphe a linfini [CK] si elle peut étre représentée par une série de
Laurent de la forme

h(y) = cxy® + ... +co+e1(1/y) + ...

convergente dans X. Si h # 0, alors le plus grand indice pour lequel ¢; # 0
est appelé le degré de h. Si h = 0 on définit deg(h) = —oo. Soit maintenant
H = (hq, hy) une paire de fonctions méromorphes définies sur X. On définit
deg(H) = max(deg(hy),deg(hsz)). On dit qu'une application méromorphe H
admet un pole a I'infini si au moins une des deux fonctions hq, ho a un pole
a linfini. On a le résultat suivant :

LEMME 4 [CK, p. 148]. Soit h : C2 — C une fonction polynomiale non
constante, et V. C C? la courbe définie par h(zx,y) = 0. Alors il existe un
voisinage Y de Uinfini dans C? tel que VNY est la réunion de r composantes,
chacune d’elles étant homéomorphe a un sous-ensemble X = {t € C? :
[t| > g}; homéomorphisme est défini par Uapplication 1 : X — Y méro-
morphe a Uinfini et y ayant un pdle.

Les composantes de V NY sont appelées les branches de la courbe A = 0
dans le voisinage Y et (X,1,Y) leur paramétrisation.

Soient {(X;,a;,Y) :i=1,...,7r} 'ensemble des branches de la courbe
fo(z,y) = 0 et {(X},b;,Y) : j =1,...,s} ensemble des branches de la
courbe f,(z,y) =0.

LEMME 5 [CK, Main Theorem]. On a

(deg(f{, oa;) deg(f,o bj)>‘

Loolf) = min | —4mm= =)

i,J

EXEMPLE. On considere
fr=ylay® +1)> + 2%+ .
Alors f! a deux branches, a; = (—1/u® + 3/u®? + ... u) et a3 = (u” +
coeut+ ) ot +3=0, et
deg(f, o a1) _ 19 deg(f, o az) _ 38,
deg(a1) 7 deg(a2) 7

f, a quatre branches, by = (—1/u3,u), by = (=7/u,u), b3 = (u?,—1/u),
b4 = (u3,—7/u), et

deg(froby) _ . deg(frob) _,
deg(b1) ’ deg(b2) ’
deg(f; 0bs) _ 5 deg(fy0bs) _ 5
deg(b3) ’ deg(b4) .
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On a donc
Loo(f) = —109.

Nous montrons maintenant comment on peut calculer L. (f) a l'aide
des diagrammes de Eisenbud et Neumann de toutes les courbes définies par
f(z,y) =t

On note L; le diagramme de Eisenbud et Neumann de la courbe f(z,y)
=t. A chaque sommet v € V,, on associe sa multiplicité [;, et son “braid
index”, g 4, qui est le nombre d’enlacement de la composante virtuelle asso-
ciée au sommet v et de la composante virtuelle associée a la racine.

PROPOSITION 6. On a

Loo(f) = inf inf o )

teCveVe, Oty

Preuve. On note F(z,y,z) le polynome homogene associé a f(z,y).
Supposons que x = Ay (v), z = Az(v) soit un développement de Puiseux de
F!(x,1,2) au voisinage d’un point singulier. Alors une paramétrisation de
fi(x,y) est donnée par z = ai(u), y = az(u) on

A1 (1/u) 1
ay(u) = m, as(u) = m
De plus, si
Fl(A1(v),1,A5(v)) = agv® + agv®™ + ...,
on a

(40 k)= (st s+

ou d est le degré de f et
f1 (a1 (), ag(w) = (ag(w)¥Hagu™® + ayu= @D 4. ).
Soit
Fi(x,y,2) = F(z,y,2) — tz%.
On considere le germe analytique Fi(x,1, z) au point (ag, 84,0). Soit S la
polaire dans la direction z = 0. Alors S est définie par F/(x,1,z) = 0. Soit ~;

une branche de S. On suppose ~; paramétrée par x = A; 1(v), y = A; 2(v) =
v% 4 ... On écrit

Fy(v;) = Bo®®

SLF0) = A0 0)FL () + AL o(0) FL ().

Donc
Be,(t
Fl(vi) = _c;‘( Jyesto-a 4
(2
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dFy = zF, + F, + 2F,

Bez(t) e; el(t) €;
F)(yi) = (dB——)u (t)+...:B<d—— ve®

%

a;
On en déduit

(T

f;(ai,l(u),am(u)) — B<d _ el_()>uai(d1)ei(t) T

a;

On écrit
f(ai,l(u), ai,g(u)) = Aiuei + ...
Alors, e;(t) = inf(da; — e;,da;). Si~y; est telle que e; > 0, alors, pour tout ¢,
e;(t) = (da; — €;), et si ; est telle que e; < 0, on a e;(t) =da; sit # A; et
6i(t) <da; sit=A,.
Donc,

deg(f, (ai1(u), a;2(u)) = ai(d — 1) — e;(t)
avec t quelconque si 7; est telle que e; > 0, et £ = A; si ~; est telle que
c; S 0.
On fait un changement de variables linéaire, de telle sorte que les points
a l'infini de f soient de la forme (ag,(,,1) avec oy # 0 et B, # 0. Dans ce
cas

deg(a;1(u),aiz2(u)) = deg(a; 2(u)).

Alors
deg(fy(aii(u),a;2(u))) ei(t)
=d—1-
deg(a; 2(u))) a;

avec t quelconque si 7; est telle que e; < 0, et t = A; si ; est telle que
e; > 0. D’apres [T], pour ¢ fixé 'ensemble {e;(t)/a; +1:i=1,...,7} est
Pensemble des invariants polaires du germe analytique Fi(x,1,z) au point
(e, Bq). Notons L, ; le diagramme de Eisenbud et Neumann local du germe
analytique Fy(z, 1, 2) au point (o, q) et I ; (vesp. of ;) la multiplicité (resp.
le “braid index”) du sommet v € V. ,. Alors d’apres [LMW],

q
U?

; l
E = {el(t) +1:i:1,...,r} = {th —1:UEV£q,t}U{min(E)}.
7 v,t

Le lien entre lfit pour v € V¢, , et [, ; pour le sommet correspondant de
Ve, est donné par [LN, Lemme 2.1]

lv,t = dQv,t - lg,t-

On en déduit donc la proposition.
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Remarque. Dans [H], on définit le nombre de Lojasiewicz a linfini
d’une courbe par

Loot(f) = lim lim w

5—0r—oco Inr
ou

ps(r) =

= inf
llzl|=r, | f(z)—to|<8

lgrad f ()],

et on montre que si L +(f) <0,
. (deg(foa; —t) deg(fob;— t))
£oo = ) - L
i) =i (e s
EXEMPLE. Dans ’exemple précédent, on a

deg(f; o ay) deg(fo o ar)

—0 sit#0, — 18,
deg(ay) 7 deg(ay)
w =6 pour tout ¢.
deg(as)
De plus,
deg(f; o b1) : deg(fo o by)
TP g it 40, BV qg
deg(by) 7 deg(b1)
et
deg(f; o ba) _ deg(f; o bs) _ deg(f: o ba) _
deg(b2) ’ deg(b3) ’ deg(by)

pour tout t. Donc Lo 1(f) = —1sit #0, et Looo(f) = —19.
En utilisant [L, Theorem 4.1], on voit que si Lo ¢(f) <0,

Loos(f) = inf bt

vEVe, Ou,t

et donc
£OO(f) = tlg(f; £OO,t(f)-

2. Le nombre de Lojasiewicz a Uinfini intrinséque d’un polynome. Nous
allons montrer que 1’on peut aussi définir un nombre de Lojasiewicz a I'infini
intrinseque.

PROPOSITION 7. Soit V' une courbe algébrique réduite, L son diagramme
associé et Ly, son diagramme minimal associé. Alors
. l . l
inf M < inf M

veVr, Ov vevLmin Ov

D’apreés [CN, Lemme 9, p. 297], inf,cy, |l,]/0, est obtenu avec un som-
met voisin d’une fleche, et dans ce cas g, est la multiplicité de la branche
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analytique qui correspond a la fleche, c¢’est-a-dire le produit de tous les nom-
bres qui sont adjacents au chemin qui va de la fleche a la racine.
En rendant le diagramme minimal, on supprime tout coté de la forme

On ne change donc aucun des [, ni des g,.
Si d =2, on passe de

et ici on supprime un sommet de valence 2 :

Dans cette opération, il est possible que certains g, soient divisés par ¢ mais

les I, ne changent pas.
Enfin, on considere

- Qpy1 Qp

On sait que l'on a sur chaque sommet au plus 2 poids qui sont supérieurs
a 1, et ils sont premiers entre eux. Si
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on a aa’ = a,a,.41. D’apreés le lemme de Gauss, a = a;. et @’ = a,11. On
obtient

NN 1. -
17

PR RN

Dans cette opération g, peut étre divisé par «,. ou ;.11 ou le produit. Dans
le calcul des l,,, a’ ou a peuvent étre remplacés par ;41 ou «;, ce qui ne
change pas [,,. La proposition est donc démontrée.

Remarque. Dans le passage de £ a L,in, le nombre de points a 'infini
ne peut lui aussi qu’augmenter. En effet, si

alors le sommet v ne peut étre la racine de £, car tout coté qui part de la
racine doit aboutir a une fleche.

Si 'on supprime un sommet de valence 2, on ne peut faire baisser le
nombre de points a l'infini que si le diagramme minimal est

T

avec p > 1, mais dans ce cas la racine ne pouvait pas se trouver ailleurs
car le poids d’'un sommet qui n’est pas du c6té de la racine par rapport a
ce sommet est égal a 1. La troisieme opération pour rendre les diagrammes
minimaux augmente éventuellement la valence de la racine.

On dit qu'un polynoéme est bon si toutes les courbes f(z,y) = t sont
régulieres. Dans ce cas, les diagrammes associés a toutes les courbes f(x,y)
= t sont les mémes, il y a un nombre fini de diagrammes minimaux et on
peut définir

Loo,int(f) =max inf l—v -1
Lmin vEVL i, Ov
ol Ly, est un diagramme associé a la courbe générique.

Si le polynéme f n’est pas bon, on considére tous les diagrammes associés
aux courbes f(z,y)=t. Il y en a un nombre fini, celui de la courbe générique,
qui est réguliere, et celui des courbes spéciales. On considére maintenant
le diagramme minimal associé a la courbe générique. L’automorphisme ¢
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correspondant ne donne pas nécéssairement un diagramme minimal pour
les courbes spéciales, mais on peut montrer que

lt v
inf inf — = inf
Lt,qﬁ,min Uevl’t,¢>,min Qt,v vethJ) Qt?v

lt,v

ou L; 4 désigne le diagramme associé a fo ¢ —t, et L; 4 min les diagrammes
minimaux associés. En effet, d’aprés [LN], on sait comment reconstituer le
diagramme de Eisenbud et Neumann de la courbe générique a partir des
diagrammes de Eisenbud et Neumann des courbes spéciales. Donc, pour
passer de L; 4 & L¢ ¢ min, on ne doit pas changer le degré. Or le passage d'un
diagramme a un diagramme minimal ne peut que diminuer les multiplicités
des branches locales. Si le degré ne bouge pas, aucune des multiplicités
locales des branches ne change, c’est-a-dire, le “braid index” des sommets
adjacents aux fleches ne change pas.
On peut donc définir, si f n’est pas bon,

Looint(f) = inf inf inf l—v -1

t€C Ly min vEVL, iy Qv

Remarque. Sile polynome f est bon, alors pour tout automorphisme
¢, fo¢ est bon. En effet, d’apres [H], f est bon si et seulement si Lo (f) >
—1. Ceci est équivalent a [,, > 0 pour tout v € V pour le diagramme minimal
associé a f, et c’est encore équivalent a [, > 0 pour tout v € V pour tous
les diagrammes associés a f o ¢. Donc f o ¢ est bon.

Dans tous les cas, on a

THEOREME 8. Si f est bon,

Loo,int(f) = onax Loo(f 0 ).

Si f n’est pas bon,
ﬁoo,int(f) = min ﬁoo(f © ¢)

PEAut(C2)

3. Existence d’un automorphisme privilégié pour un polyndme. On peut
maintenant se poser le probleme suivant :

Existe-t-il un automorphisme ¢ € C? tel que deg(f o ¢) = deg;.(f),
noo(f o ¢) = noo,int(f) et ﬁoo(f © ¢) = ﬁoo,int(f)?

La réponse est non en général, comme le montre I’exemple suivant :
EXEMPLE. On considére la courbe V' définie par f(x,y) =0 ou
flzy) = @ +y)7y° + 2%yt + 2" - 202°° (2® +y)°
— 64xyt? — 1772ty — 15727yt0 — 432190
— 3322yM + 4125910 + 2002%y° + 14821 y® + 25214y7
+ 32 7y8 — 72yt — 23323y — 20625y° — 452%¢5.
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Alors le diagramme de Eisenbud et Neumann associé est

On a deg(f) =29, noo(f) =6 et Loo(f) =20/3.
On a 2 fagons de mettre la racine,

et pour le diagramme

on a deg(g) = 31, noo(g9) =7 et Loo(g) = 6.

On va étudier quelques cas ou 'on a un plongement privilégié. Si
flay) = ayay,

on appelle polygone de Newton de f, noté A(f), 'enveloppe convexe de
I’ensemble

Supp f = {7 : a, # 0}.
On note A (f) = A(f) — (Ao (f) NA(f)) ou Ap(f) désigne le polygone de
Newton a 'origine de f. On appelle A, (f) le polygone de Newton a linfini
de f.

THEOREME 9. Soit f un polynéme. Alors si l'on a l'une des trois pro-
priétés suivantes :

(i) noo(f) =1,

(ii) le polygone de Newton a linfini de f est contenu dans un rectangle
dont les cotés sont paralléles aux axes, un sommet a l'origine et le sommet
opposé sur la droite x +y = deg(f),

(iii) le polygone de Newton a linfini de f est non dégénéré,

on a deg(f) = degint(f)y noo(f) = noo,int(f) et ﬁoo(f) = ﬁoo,int(f)'

Preuve. Dans le cas (i), on a déja remarqué qu’il n’y a qu'un seul
diagramme minimal.
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Il en est de méme dans le cas (ii). En effet, sur chaque c6té qui part de
la racine, le poids a l'autre extrémité est négatif ou nul, car les premieres
paires de Puiseux sont données par les pentes du polygone de Newton de f
[CN]. Maintenant si 'on a

r !

I’entrelacs algébrique correspondant vérifie

G

one=a’c[[;p? —dete =al],p?+b. Mais comme e > ace’, on en déduit
que d < 0. Donc rac(£2y) ne contient qu'un seul coté et il n’y a qu’une
seule fagon de mettre la racine. On peut remarquer que les polynémes qui
satisfont I’hypotheése du jacobien vérifient cette propriété [O].

Dans la cas (iii), nous supposons que nous ne sommes pas dans les cas
(i) et (ii). Nous allons tout d’abord montrer que les autres possibilités de
placer la racine donnent n., = 2.

On note d = deg(f). On note oy la face de A (f) d’équation x+y = d, et
al = (al,ad), a? = (a2, a3) les sommets de A, (f) qui sont sur cette face,
avec a} < al. On note A’_(f) la partie de Ao (f) qui se trouve au-dessus
de la droite passant par lorigine et ot et A”_(f) la partie de A (f) qui se
trouve en dessous de la droite qui passe par l'origine et o?

Chaque sommet du diagramme de Eisenbud et Neumann correspond & une
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face de Axo(f); sil'on écrit Péquation de o, dont les sommets sont 3! et 52,

46T T PY _ 4
Ap
ou
qpY + ppx
%:1 avec pg >0, (pg,qs) =1,

le sommet corespondant a pour poids pg, gg, et on a lg = Ag. Le nombre
de fleches qui partent du sommet est kg = pged(37 — 31,32 — 33). Pour
qu’il existe une autre racine pour le diagramme minimal, il est nécessaire et
suffisant qu’il existe un sommet dont un seul des poids soit supérieur a 1.
D’apres la correspondance entre les sommets du diagramme et les faces du
polygone de Newton, le seul sommet dont tous les poids sont 1 est celui de
0p. Or un sommet ne peut étre une racine que si tous ses poids sont 1. Donc
toutes les autres racines du diagramme sont de valence 2.

Maintenant nous montrons que le degré minimum est obtenu avec d.

On a
d:k‘o—l—n1+n2

ou ny et no sont des degrés par rapport a chacune des indéterminées z, y.
De plus,

ny = piki +pako + ...+ Dk, €1

ou g1 vaut 0 si Ay (f) rencontre 'axe des x et 1 sinon. (On suppose que
les singularités sont isolées.) Supposons maintenant que nous ayons une
racine sur une fleche partant du sommet 3; correspondant & une face o; de

AL(S)

O M
1
T

Alors le degré correspondant est égal a
di =14+ pi(ki = 1) + pis1kis1 + ... + Dy bm, +61
+pi(gi—1ki—1 + ... + q1k1 + ko + na).
Or on a p;q;_1 > p;_1. Donc
d; > 1+ n1+ piko + pini — pi.
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Sikg=0et ng =1, alorsd; >ny +1=d; si kg >0 et ng = 1, alors
d; >n1+ 1+ kg =d; enfinsi kg > 0 et nyg > 1, alors d; > ni + no + kg +
piko—kg —pi+1 :d—l-(pi— 1)(k0 — 1)

Il nous reste maintenant a montrer que Lo = Lo int- Cette propriété
est une conséquence de la proposition suivante qui est ’analogue a I'infini
du théoreme de Lichtin [Li].

PRrROPOSITION 10. Si le polygone de Newton a linfini de f est non dégé-
néré, alors Loo(f) est égal au minimum des abscisses ou ordonnées des
intersections du polygone de Newton de f avec les axes.

Nous poursuivons la démonstration du théoreme 9 en utilisant la propo-
sition 10.

Si ’'on suppose que l'on a une racine sur une fleche qui part du sommet
Bi, on sait, d’apres [CN, Lemme 9], que [,,/o, diminue quand on s’éloigne
de la racine :

} Ky

qi
pi

)

AP T

Alors, en changeant de racine, soit le nombre de Lojasiewicz est inchangé,
soit il est divisé par p;.

EXEMPLE. Soit
flx,y) = 2%+ 2Ty? + 2°y° + 23y + 8.

Le diagramme de I'entrelacs a U'infini de f(z,y) = 0 est

_Qlij IS

Onane =4,d=10, L, =8. Il y a 3 fagons de mettre la racine :
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Si

[ )
o——<
(V]
—
(V]

on a l'entrelacs & l'infini de g(x,y) = f(z —y — y?,9), et nee =2, d =15 et
Lo = 8/3.
Si

T

on a l'entrelacs a linfini de g(z,y) = f(z,y — 23), et noe = 2, d = 22 et
Lo = 8/3.
Il nous reste maintenant a démontrer la Proposition 10.

Preuve de la Proposition 10. Nous avons remarqué que l,, =
Ag, lorsque I'équation de o est
4T T PsY _ 4 apy +ppT _
Ap Ap
Donc Iy, /ps = lv;/0v, est I'abscisse ou l'ordonnée de l'intersection de la
face o3 avec les axes. Donc la Proposition 10 est démontrée.

Cet article a été écrit lors d’un séjour du deuxiéme auteur & 1’Université
Bordeaux I, comme professeur invité pendant un mois. Les auteurs remer-
cient I’Université pour leur avoir ainsi permis de mener a bien ce travail.
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