COLLOQUIUM MATHEMATICUM

VOL. LXVIII 1995 FASC. 2

RESTITUTION DES COEFFICIENTS
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1. Introduction. Une ondelette est un motif & bien localisé en temps
et en fréquences, tres régulier et tres oscillant tel que la famille (¥;;); ¢z,
ou ¥; () = 27/2W (27t — 1), forme une base orthonormée de 1’espace L?(R)
des signaux d’énergie finie.

Dans ce cas, pour tout signal f d’énergie finie, on a la décomposition en
série d’ondelettes de f et la formule de synthese de f suivante ([5, 9]) :

F=Y0 i, D,

JEZ IEL

G, ) = (f @)= [ FOF)dt,

ott (- | -) désigne le produit scalaire dans L?(R).

Les fonctions ¥;; s’appellent les ondelettes et ¥ s’appelle 1'ondelette
analysante. Les coefficients c¢(j,1) s’appellent les coefficients d’ondelettes
du signal f.

La transformation qui a tout signal f d’énergie finie associe la suite
numérique (c(j,1));.1ez s’appelle la transformation en ondelettes.

Dans la décomposition en série d’ondelettes de f on voit que 'on a une
série double dont les indices j et [ ont la signification suivante : le parametre
j est lié aux fréquences, plus précisement il est lié a la position du spectre de
I'ondelette ¥, ;; par contre, le parametre [ est 1ié au temps, plus précisement
il est lié a la position temporelle de 'ondelette ¥; ;.

C’est pour cela que les coefficients d’ondelettes ¢(j,1), 7,1 € Z, repré-
sentent le signal f dans le domaine temps-fréquences.

Notre probleme est le suivant : soient deux filtres u; et s correspondant
a des prises de moyenne
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1 .
i = ?jX[—rj,’r'j]y J= 1727

oll X[—,,r; désigne la fonction caractéristique de l'intervalle [—rj,7j], et
soit f un signal d’énergie finie. Le signal f est inconnu, mais on dispose
de la mesure des observations de ce signal a travers les appareils u; et uo,
c’est-a~dire on connait les signaux de sortie p; * f et pe * f, ol x désigne
I'opération de convolution. On veut restituer le signal f a partir de p; * f,
j =1,2, via la transformation en ondelettes.

Pour cela, on décompose f en série d’ondelettes, puis on donne des for-
mules explicites permettant de calculer ses coefficients d’ondelettes
(c(4,1))j,1ez & xpartir des mesures observées 1 x f et po x f et ce par des
opérations de prises de moyenne et de sommation de maniere a ne pas am-
plifier le bruit relatif au signal f lors de sa restitution. L’idée de la méthode
est basée sur les mécanismes explicites de déconvolution ([2, 3, 4, 10]).

Enfin, on établit aussi des relations entre les coefficients d’ondelettes
du signal f et les coefficients de Fourier des périodisées de (u1 * f)xy, et
(2 * f)xr,, ou I; désigne un intervalle de longueur 2r;.

2. Ondelettes et restitution. Nous supposons dans toute la suite que
r1 et ro sont deux nombres réels strictement positifs simultanément mal ap-
prochés par les rationnels, c’est-a-dire il existe deux constantes strictement
positives ¢ et k telles que

(1) r p

T2 (J‘ ~ lal*’
Un tel couple (r1,72) vérifiant (1) existe; en effet, si 71 et ro sont deux
nombres algébriques et Q-linéairement indépendants, alors il existe deux
constantes strictement positives ¢ et k (en fait, k > 2) telles que ry/ry
vérifie la condition (1).
Le cas optimal ou k& = 2 est satisfait par tous les nombres quadratiques
non rationnels, comme par exemple

o V2, o V3, ete. ([7]).

T2 T2

VpeZ, VqeZ*.

THEOREME 2.1. Soit f un signal de classe C™ et d’énergie finie sur R.
Soit
-1 j=1,2
Hj = 27']' X[—rj,r;] J =14
les filtres correspondant a des prises de moyenne, avec 11 et ro vérifiant
la condition (1). Soit ¢ une fonction suffisamment réguliére et telle que le
support de ¢ est contenu dans [—(r1 + 12),r1 + r2]. On peut alors calculer
(f | v) a partir de puy x f et po * f par la formule suivante :

(f | @) = (V1,51 % ) + (v, 2 * ),
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ou (;) désigne le produit de dualité entre £'(R) et E(R), vy, et va, étant
des distributions a support compact supportées respectivement par [—ra, o)
et [—r1,71] et données par

Gk /r2)
1% = = — 1% s
Z A
ok /1)
14 = — — 14 5
2 =2 iy (kr [ (k) 2"

kezZ*

ou vy et Vo sont des distributions a support compact définies par leur
transformée de Fourier et localisées par

N o (z
Vl,k(z) :%’ CV(Supp Vl,k) = [*7‘2,7“2],
N (2
ue) =P ovlsuppin) = )

cv(+) désignant la prise d’enveloppe convexe.

Remarque. On sait que si p est une distribution a support compact
dans R, et si B est un zéro de sa transformée de Fourier [i, alors la fonction
1(z)/(z — B) est la transformée de Fourier, au sens des distributions, de la
distribution a support compact 7'(3) dont l'action sur une fonction test ¢
s’écrit

(T(B); ) = —i f (fcp(t)ew(t*x) dt)u(ac) dx.
—o0 0

N o ?

Or 1 et po sont des mesures a support compact. D’autre part, vy, et vo i
sont des mesures a support compact; par suite, on pourrait démontrer que
V1, et 1o, sont en fait des mesures a support compact.

Preuve du théoréme 2.1. Les transformées de Fourier des mesures
Ki, 3 =1,2, sont données par [i;(z) = sin(r;z)/(r;z), j =1, 2.

La condition (1) implique que 71 /ry est irrationnel, donc fi; et jio n’ont
pas de zéros communs.

On peut construire une suite de cercles (I7);en avec lim;_ (rayon(I7))
= o0 et I contenu dans l'intérieur de 1747 tels qu’il existe deux constantes
strictement positives y; et 2 avec

(2) sin(riz)| > pem™ 2 e,
3 sin(rq2)| > ge”‘ImZ', z e I3.
8

D’apres la formule intégrale de Cauchy, on peut écrire, pour z intérieur
a Iy,
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B(z) = 5 J f(_f)zdf

1 AR - FOR)
“om | —z)m( 7o (@) a
21 ()7al) 56
e TGk

En vertu du théoreme des résidus on a

(+ =) Y el

frz(a)=0
|a|<rayon(I7)

b)Y e Bl
f1(a)=0
|a|<rayon(I7)
111 (2) 12 (2) 2(¢)

“Tan  eonene

Or, si 11j(«) = 0, alors

(4) i) = 1/]al,  j=1,2.
La condition arithmétique (1) nous donne

(5) fiz(@) = 0= [ (a)| > ¢/lal",
(6) Ml( ) = 0= |fiz(e)] > ¢/,

avec pour k la méme constante que celle intervenant dans (1), ce qui n’est
pas forcément le cas de la constante c.

On va montrer la convergence dans £’(R) des séries figurant dans 1’égalité
(x). Pour cela on a

Plo)l 1 Lo a a’““‘l# ‘apres
Bl p—al < o2l el Ty (@apres (4), (5)

et si p est de classe CF¥T1+e (e > 1), alors il existe une constante c¢; > 0 telle
que
1P(a)| < c1/]a|"T1FE (¢ entier > 1)
et par conséquent
pla)] 1
[ (a)ps(@)] [z =«

Si z est dans un compact K de R, alors il existe une constante co(K) > 0

11 1
¢ lal* lz] = ol

IN
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< c(K), z € K, ce qui implique

telle que |1 (2)

Bl el _aet) 11
[ (a)pp ()] [z =« ¢ ot Iz = lall
tandis que
clcg(K) 1 1 1
] = oo,

: . ~d(K)
¢ ot 2]l = lall lias

avec ¢/ (K) = cic2(K)/e. Donc la série

Z ?(a) ) 1i2(2)
pi(a)ph(a) z—«
P IR
converge uniformément sur tout compact de R (car lasérie -, )1/ ||t
converge).
De plus, on peut montrer qu’il existe une constante cs > 0 telle que

;52_(20)4“ <eger2!mzl vy e € (avec fig(a) = 0).

Donc si 'on pose g; = rayon([}),

S IO P S 0 [0
= = — _ — -
12 () =0 fr(a)ip(a) 2z —a i |1 ()b (a)] |z — a
0<|a|< o 0<|al<e
<csg Z — 9/5?\4/)‘ erz\Imz\
o M) (a
0<|a|< o

Bl _e 1
1 (e)|[p ()] ~ e laf’
ce qui implique que si € > 1, alors la série

|P(a)]
2 |1 (@) (e)]

fr2(a)=0

converge.
On suppose € > 1 et on pose
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On a

3 pla)  m()|_ 3 |o(a)|  p2(2)]
L @@ s-al S 2 @@ -
0<|e|< o1 0<|a|< o1
< 030467"2'1“]’2', zeC.
Donc la suite
0 ,ﬂz(z))
fi2 () =0 1(a)is(a) z—a /oy
0<|e|< o1

—

est bornée dans £'(R). Il en résulte que la série

>

f2(a)=0

~

p)  fal2)
fn(@)is(a) = —a

—

converge dans &'(R).
On fait le méme raisonnement pour l'autre série car 11 et [i2 jouent des
roles symétriques.

—

Donc les séries figurant dans 1’égalité (x) convergent dans £’(R); le choix
de € (¢ > 1) assure qu'il y a convergence au sens des mesures. De plus,
d’apres le théoréme de Paley—Wiener, on a une estimation sur @ et on utilise
les estimations (2) et (3) pour montrer que

| 36) _
2 e omeme "

On fait tendre [ vers oo dans I’égalité () et 'on obtient

B(2) = fir (2) Z P(a) ﬁ2<2) 47 (2) Z _ {5(0&2 ﬁl(z)

__ola) . pal
2 T(@)fh(e) z—a

I

En utilisant la transformée de Fourier inverse et
i) =0=a=kr/rj, keZ", j=1,2,

il vient

o o(km/rs) y
v [%Z: fir (ke [r2) iy (ke [172) 1”“}

) Blhn/r)
e [Z i e [ iz (ke /1) ’“]

ou vy, et v sont des mesures a support compact définies par

fi2(2) ~ o (2)
z—kn/ry’ Pak(2) = z—kn/r’

U1k(2) =
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cv(supp v i) = [—r2, 72

(d’apres le théoréme des supports).
cv(supp e i) = [—r1,71]

Si f est un élément de L?(R), nous pouvons alors calculer (f | ) par

(fle)=[ fedt=(f+2)(0) (= conjugué de )
R

= [f* (1 * 1,6 + p2 % 12,4)](0),

ou
Bk /rs)
1% = = — 1% s
Z fin (ke [ra) iy (ke ra)
Bk /1)
1% = — — V9 k.
kZ iy (ke [r1) o (ke fre) 2
Donc

(f 1 @) = (W1 * 1 * [+ va,p % po * f)(0)
= (V1,05 1 * f) + (V2,05 2 * ).
D’ou le théoréme. m

Remarque. Dans le théoreme 2.1, il suffit que ¢ soit de classe C*+1+¢
ou k est la constante intervenant dans la condition arithmétique (1) et
entier >1. Par exemple, dans le cas ot 71 = 1 et 7o = v/2 on aura k = 2,
donc ¢ sera de classe C37¢; si I'on prend ¢ = 2, dans le cas r; = 1 et
ro = /2, il suffit que ¢ soit de classe C°.

PROPOSITION 2.2. Les mesures a support compact vy, et voy, définies
par leur transformée de Fourier dans le théoréme 2.1, sont données pour
tout k dans Z* par

1 i(km/r r
Vl,k(t) = By (6 (k/ra)(ttra) _ 1)X[—T2,7’2}(t)7
1 i(km T1 T1
Preuve. On a
N _ ia(2)
PLal(z) = z—km/re

(rappelons que fiz(km/r2) = 0). Donc
<I/17k; g0> = —4 f < (p(t)ei(kﬂ/rz)(t—a;) dt),ug(x) dx
—00 0

T2 xT

- ([ et/ at) aa,

2
TQ —T2 0
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d’apres la remarque suivant la formulation du théoreme 2.1. Grace au théo-
reme de Fubini on aura
t

. 0
<V1,k; S0> = 2272[ f (,O(t)( f ei(kﬂ'/m)(t—CC) dx> dt
—T2 —7ro

T2

_ ( i(km/r2)(t—m)
J@(t)(tfe & t dx) dt].

On integre et on aura l’expression donnée de v; . De méme pour vo ;. m

D’apres la proposition 2.2, on constate que vy et vp; ne sont autres
que des fonctions & support compact et d’énergie finie sur R, de support
respectivement [—rg, 19| et [—ry,r].

Par conséquent, v, et vy, sont des fonctions a support compact et
d’énergie finie sur R. Donc le produit de dualité figurant dans le théoreme
2.1s’exprime a I'aide du produit scalaire dans L?(R). Plus précisément, on a

(Vips 1 x f) = f vip(p1*x f)de = (1 x f | V1p) = (i * f | v15)
R

De méme, (v o; o x f) = (2 * f | v2.5).

Par suite, la formule de reconstruction figurant dans le théoreme 2.1
s’écrit

(flo)=(um*flvig) +(ue*f|rez)

D’apres le théoreme 2.1, cette formule est vraie pour tout signal f d’énergie
finie et de classe C*°. En utilisant la densité de £(R) N L?(R) dans I'espace
des signaux d’énergie finie sur R, on déduit que cette formule est vraie pour
tout signal f appartenant & L?(R).

2.3.  Restitution des coefficients d’ondelettes. Nous savons qu’il ex-
iste une ondelette analysante 1 réelle de classe C™, a support compact
et d’énergie 1, telle que la collection des fonctions (ij)j lezs O Yiu(t) =

23/24)(27t—1), constitue une base orthonormée de I'espace L?(R) des signaux
d’énergie finie ([5]).

De plus, on peut avoir une ondelette réelle ¢ telle que le support de 1 vit
dans l'intervalle [1 — N, N], ou N € N* est un parametre lié a la régularité
de l'ondelette ¥ ([5]).

Plus précisément, plus N est grand, plus I'ondelette i est réguliere. Par
exemple, pour N = 4, 9 est de classe C'; pour N = 7, 9 est de classe C?;
pour N = 11, 9 est de classe C3.

Ceci étant, on va prendre dorénavant une ondelette i) correspondant a
un N grand pour que l'ondelette soit suffisamment réguliere.

On va déterminer les coefficients d’ondelettes ¢(j,1), 7,1 € Z, de f a

partir de py % f et po x f avec ¢(j,1) = [ f;1dt.
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2.3.1. Détermination des coefficients d’ondelettes c(j,1) pour j grand

THEOREME 2.3. Soient f un signal d’énergie finie et

1 .
= %X[—rj,rjh J=12

deux filtres correspondant a des prises de moyenne, avec r1 et ro vérifiant
la condition (1). Il existe un procédé explicite pour exprimer les coeffi-

cients d’ondelettes c(j,0) a partir de py * f et po x f pour les entiers j >
logy(N/(r1 + 1r2)). D’une fagon plus précise, on a

c(4,0) = 272 ((ua* £ [ 0]) + (2 % f | 63))
pour tout entier j > logy(N/(r1 + 12)), ot 05 et 07 sont des fonctions a
support compact et d’énergie finie sur R telles que

(29) (ke f2) 1
01 t) = . i(km/r2)(t+r2) 1 .
j( ) kg" Ml(kﬂ—/TQ PLQ(kW/TQ) 2km (6 )X[—rg,rg}( )7

)
km/ry L ithn /) (6
= kZZ* ul(kn(r/n))( (/k:ﬂ)/n) g @ = D (),

supp (9]1- = [~ro,r2], supp 9]2- = [-r1, 7]

Preuve. Le support de 'ondelette ¢ est contenu dans [1 — N, N, donc
le support de 1(27-) est inclus dans [(1 — N)277, N277].

Pour que le support de 1(27-) soit contenu dans [—(ry + 72),71 + 7o), il
suffit que [(1 — N)277,N277] C [—(ry 4+ r2),m1 + 72], et cette inclusion est
réalisée si j > logy(N/(r1 + 12)).

Par conséquent, le support de (27-) est inclus dans [—(ry +1r32), 71 + 73]
pour tout j > logy(N/(r1 + r2)).

On applique le théoréme 2.1 pour ¢ = 1(27:) avec j > logy (N/(r1 + 12))
et I'on pose 0 = v 5 et 05 = vy 5 (B = ¥(27-) = @), on remplace vy et vo
par leur expression donnée par la proposition 2.2 et 'on a le théoréme. =

Remarque. Le théoreme précédent nous permet de calculer les co-
efficients d’ondelettes ¢(j,1) pour I = 0. Mais pour | # 0, on remarque
que (27(-) — 1) = ¥(27-) x §j5—; et les coefficients d’ondelettes c(j,1) pour
J >logy(N/(r1 +12)) et | € Z sont donnés par

(1) = 22 [(pa x f | 6125 % 07) + (pa x f | Spp-5 % 03)].

2.3.2. Détermination des coefficients d’ondelettes c(j,1) pour j < —2 et
l € Z lorsque 11 = 1. Nous supposerons dans toute cette section r; = 1,
cas auquel on se ramene sans difficultés. On sait qu’il existe une ondelette
1 de support contenu dans [1 — N, N], ou N € N* est un parametre 1ié a la
régularité de .
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Plus précisément, on se donne une suite finie (h(n))p=o,... 2n—1 vérifiant
certaines hypotheses (voir [5]) et a partir de cette suite on construit une
fonction ¢ définie par sa transformée de Fourier :

2N—-1

A(w) = HmO(Q_kw) avec  mo(w Z h(n)e™;
k=1

le support de ¢ est inclus dans [0,2N — 1] et l'on a, le choix de h étant fait
de telle sorte,

moe) = (L5 (S a0, (o < @)

neZ
Donc
sl 142w\ V-1 . 0/ 4 iz hw
-(((5) [Srme= ) ().
k=1 n k=1
Or
ﬁ (1 s e - > = ﬁ eiZ*kw/Q <612_kw/2 + €i2_k“’/2>
k=1 k=1 2
oo L
= H €2 "w/2 cos(27Fw/2)
k=1
o0 2
= ’LEk 127 kw/QSHLEu/Z) <Car HCOS 92— x SlIlSU)
. 1 2)
— elw/QM (Car 2—k — 1)
w/2 ;
Donc

sr=er (I () (e ]) 2.

Introduisons la fonction 6 définie par sa transformée de Fourier :
~ i 1+ €i2_kw m2 K
ow) =11 <2> (Z fn )
k=1
et de support inclus dans [0,2N — 2]. 1l vient

sin(w/2) '

Olw) = e 2(w) =
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Or l'ondelette v est définie par
() =7 Z —n)e™gw/2)  ([5)).
Son support est inclus dans [1 — N, N], donc

@Z(w) — piw/4 Slnw?jiZl \f Z znw/2§(w/2).

On définit la fonction o par sa, transformee de Fourier :

o(w) =% Z n)e™ /20 (w/2);

son support est inclus dans [3 /2— N, N —1/2] (car celui de @ est inclus dans
[0,2N — 2]); alors

~

B(w) = /i) /D),

w/4
On applique cette formule a 15(2_1 w) pour les entiers j < —2.
Remarque. g peut s’obtenir exactement comme v dans [5] en ayant

recours a un algorithme itératif construit a partir d’une suite (h(n))nez.
Pour j = -2,

) = e300 ™ = Lo 1) @)

En utilisant la transformée de Fourier inverse on a

" A\ 1 . _ ) . _ |
4 =0 4 H1=0-2%u, OUu Q_2=90 1 .

Pour j < -2,
~ ) - ) in(2=9w/4 i )
(2 ) = e g ) g )

sin(27772w)
2-172y
Or
sin(2777%w) = 2sin(277 73w) cos (277 T3w)
=92.9 sin(2_j_4w) cos(2_j_4w) cos(27773w)
_ Q—j—2(cos(2—j_3w) cos(2_7_4w) ...cosw)sinw.

On a donc la formule

(7) (2 7w) = ei2_j_2“’§(2*jw)[cos(Q*j*Sw) cos(277w) ... cos w] sinw

Soit g;, j < —2, les fonctions telles que

(8) PY(27) = 0;(-) * pa.
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On écrit ’égalité (8) en termes de transformée de Fourier et 'on identifie
avec (7); on voit que p;, pour chaque j < —2, est défini par sa transformée
de Fourier :

(9)  0j(w)=2"7e? " "p2 9 w)[cos(277 Bw) cos(274w) . . . cosw].

Les o; sont a support compact car o I'est aussi.

Finalement, on a le théoreme suivant :

THEOREME 2.4. Soit f un signal d’énergie finie. Il existe un procédé
explicite pour exprimer les coefficients d’ondelettes c¢(j,0) a partir de py * f
pour les entiers j < —2. Plus précisément, on a

c(4,0) = 2j/2<gj | w1 x f)  pour tout entier j < —2,
ot o; est défini par (9).

Remarque. Les coefficients d’ondelettes ¢(j,1), 7 < —2 et | € Z, se

calculent & partir de pup * f par
c(j, 1) =22 (6105 % 0j | * f), J< -2, €L,
car (27(-) = 1) = dip-5 % P(27-) et Y(27:) = 0j x .

2.3.3. Détermination des coefficients d’ondelettes c(j,l) pour les entiers
J tels que —1 < j <logy(N/(r1 + 12))

THEOREME 2.5. Soit f un signal d’énergie finie. Soit

1
i = 5. X[—rj.r] ) =1,2,
ILLJ 2Tj X[ g J] J

les filtres correspondant & des prises de moyenne, avec r1 et ro vérifiant
la condition (1). Soit ¢ une fonction suffisamment réguliére de support
contenu dans [—(r1 +re +¢€),m1 + 12 + €] ot e > 0 est tel que fij,j = 1,2,
et p(z) = sin(ez)/(ez) n'ont pas de zéros communs. Alors on peut calculer
(f | v) a partir de py x f et po * f par

(flo)=(m*flvipe) +{pa*flraee),

0l Vi, et vy, sont des fonctions a support compact supportées respec-
tivement par [—(re +¢€),r2 + €], [—(r1 +€),m1 + €| et définies par

~ . G(km /r2) _a(2)
o) 71 kz p(km fra)fis (ki fra) iy (km /ra) = — ks’
R o o(km/r1) - ()
V2,<p,s(z) = p( )kg* p(km/r)ph (km/r) e (km/r) 2z — kr/r
p(km/e) p(2)

e kg* P/ (kr/e)in(km/e)fia(km/e) = — km/e’
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Preuve. La démonstration de ce théoreme est analogue a celle du
théoreme 2.1. On remplace [i1fis par piiqjio.

On suppose que f est de classe C*° et d’énergie finie sur R, puis on
utilise la densité de £(R) N L?(R) dans L?(R), apres avoir constaté que les
fonctions

fi(z) Hi2(z)
- -7 et =7
z—km/r z—km/re
sont les transformées de Fourier respectivement de vy et vo ) que 'on a
déja calculées dans la proposition 2.2.

De méme, on remarque que la fonction p(z)/(z — kn/e) est la trans-
formée de Fourier d’une mesure & support compact (en fait, c’est une fonc-
tion & support compact) que 'on peut calculer de la méme facon que vy g
et vy en remplacant 1 ou ry par €. m

Ainsi, en utilisant la transformée de Fourier inverse on a

1 o(km/ra)
o) = g 0020 (3 Sty in )

1 i(km/re T
% %(e( Jra)(t+ra) 1)X[—7‘2,1’2](t)>7

1 o(km/ry)
Vo,pe(t) = o Xl=ee] (t) * (kgl: p(kr Jr) iy (ke Jr1) fio (ke f71)

1 .
_— (etlkm/r)(t+r1) _
x (e DX (1)

) Blkr/e)
+ pua(t) (kZ Dk J&)n (e 2 ) o (e )

ei(kw/E)(t+€) — 1))([_5,5] (t)) :

% 2k:7r(
On rappelle que le support de 'ondelette ¢ vit dans [I — N, N]. Donc
le support de (27-) est contenu dans [(1 — N)277, N277]. Par conséquent,
pour que le support de (27-) soit contenu dans [—r1 —ry — €,71 + o + €]
pour les entiers j tels que —1 < j < logy(N/(71 + 72)), il suffit que 'on ait
[(1-=N)277,N277] C [-r1 —rg —e,r1 +ra2+¢]. Ceci est réalisé si 'on choisit
e>0tel que [2(1 = N),2N]| C [-r1 —ro —e, 11 + 12+ €.
D’apres ce qui précede, on a un procédé explicite qui nous permet de
calculer les coefficients d’ondelettes ¢(j,0) pour les entiers j tels que —1 <
j <logy(N/(r1 + 12)). Plus précisement, on a

c(4,0) = 22[(u1 % £ | 03 ) + (o * £ | 03],

gl 2 _ = J.
ol =v1,. et 0 =12, pour p=1)(27).
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Remarque. Les coefficients d’ondelettes ¢(j,1) pourl € Zet —1 < j <
logy(N/(r1 + r2)) sont donnés par

¢(s0) = 272 (s % f | O+ 0) + (2 5 f | Gra-s % 07
Conclusion. L’étude faite dans les trois sous-sections précédentes per-

met le calcul de tous les coefficients d’ondelettes dans le cas particulier ou
r1 = 1 et rq,ry satisfont la condition (1).

3. Relations entre coefficients d’ondelettes du signal f et co-
efficients de Fourier des périodisées de (i1 * f)X[—r,412-3 ry+12-7] €L
(t2 * f)X[=r1+12-3 11 +12-3]- On rappelle le procédé explicite qui nous per-
met de calculer les coefficients d’ondelettes ¢(j,1) pour | € Z et j entier
> logy(N/(r1 4+ 1r2)), & partir de pug + f et po % f :

c(j, 1) = 272 [(pa x f | 61p-5 % 0F) + (pa * f | So-5 % 03)],

ou 9]1 et 9]2 sont des fonctions a support compact, supportées respectivement
par [—ra,72] et [—71,71] et données par

ol = 3 (20 (k /r2) o1 (¢ikm/ra)(t4r2) _

1 —7r2,T2 t )
pir (ke /ro)iiy(km/ra)  2km )X[—ra,r2) (2)

keZ*

)
032‘“) N Z 1 (ki/rf)(kﬂ(/;;)/h) ' Q;W(ei(kW/h)(tHl) — DX(ry ) (8)-
kez*

Posons
9]1-1 = 0j9—s *01 = 91-(. —1279), 92’1 = dj9-i *02 = 92.(- —1279).

Donc 9 1 et 9]1 sont aussi des fonctions d’énergie finie sur R a support
compact supportées respectivement par [—ry + 1277, 79 +1277] et [—r; +
1277 ry +1277].

Par suite, d’apres les expressions ci-dessus de 91 et 92, on peut repré-
senter Hll et 9 ', en série de Fourier respectivement dans L2[ ro4+1277 1o+
1277] et L2[ 71 41277, ry +1277], au sens L? :

0 Z do, 01 z(mﬂ'/rg)t 92 Z d'm 92 z(mﬂ”/'rl)t

meZ meZ

oudy, (0 ;) et dp, (0 1), m € Z, sont respectivement les coefficients de Fourier

de 9 1 et 02, et sont donnés par

a3l

. 1 (27 (km/r2)
do(0;,) = _kg* okm iy (kmro)il (ke [ry)

dm(ell) _ (_1)m - 1/)(23)(717,71'/7’2) efi('m7r/'r2)l2_-7'7
4 2mm g (mm/re)ph(mm/re)

m e 7",
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ity =~ 3 L V)

2= kr " T (ke fra) (R frr)

dm(ejzl) _ (_1)m - 1/)(2])<7/7:L7T/T1) efi(mw/rl)l2_j7
’ 2mm iy (mar /ry) i (mar /1)

Les signaux de sortie u; x f et ug * f sont des signaux d’énergie finie et
vivant sur R. Mais on peut les tronquer respectivement a travers les fenétres
rectangulaires X[_r, 4127 ro412-9] €6 X[—r,412-7,r +12-4], Puis périodiser les
signaux tronqués.

On représente (11 % f)X[—ryt12-3,ra12-3] €6 (2% [)X[—ry 41273 7y +12-3] €D
séries de Fourier respectivement dans L2?([—ry + 127779 + 1277]) et
L?([—ry + 127771 +1277]); au sens L2, en posant

m e 7",

1 2
$i1 = (B * [)X[—rotiz—i roti2-5] €6 87, = (B2 % [)X[—ri412-3 m +12-9]
on a
1 1 3 t 2 2 3 t
sj1= Z dm(sj’l)ez(mw/m) 7 3, = Z dm(sj,l)el(mﬂ/rl) .
MmeEZL meZ

En utilisant la formule de Plancherel dans la relation
c(G,0) = 22 * £ 105 0) + (2% £ 65,)],

respectivement dans L2([—ro+1277 7o +1277]) et L2([—rq +1277, 7 +1277]),
on a aussi des relations entre les coefficients d’ondelettes du signal f et les
coefficients de Fourier de p1 * f et us x f lus a travers des fenétres : pour
j > logy(N/(r1 +12)) et | € Z,

() = 27222 3 din(s] ) (0F) + 201 Y din(52)dn (02, .
meZ meZ
On rappelle le procédé explicite pour calculer les coefficients d’ondelettes
c(j,l) pour | € Z et j entier tel que 1 < j < log,(N/(r1 4+ 1r2)), a partir de
pa* f et po* f
C(j7 l) = 2j/2[<,u1 * f ’ 5[2—j *031',5> + <,LL2 * f ‘ 5[2—j *932',5”7

oll 9]17 - et 932‘75 sont définis dans le paragraphe 2.3.3. On peut écrire facilement
ce procédé de la fagon suivante :

‘ 4 1 .
3.0) = 27| oxier = G+ ) | s« D)

1 g g
+ <2€X[—€,€} *(pg % f) | G5 Dy > + (1 (o % f) | G135 x D}F) |,

ol D;’E, D?’E et D;”E sont des fonctions & support compact supportées re-
spectivement par [—rg, 2], [—71,71] et [—¢,¢] et données par



280 E. MAGHRAS

DI (1)
B kgz: (k/r2) i ( lgiljjg)rzz)(kw/m) ' 211# (e m/rRT2) — D)X ) (1),
DYE(1)
1
B kg* k”/T1 ’3751;:1/)22)(%/7“1) 2%k e (]
D3 (t) = ,EZ: P’(kﬂ/gfiijk'/zfrlg/zgg)z(lm/s) ' 2;w(ei(kw/€)(t“) — D)X[-cq (D).
On pose

15 € 3,e
]l—512 7*D ]l_5l2 ]*D et D]l—(slz—j*D- .

D]1 i D2 et D ", sont aussi des fonctions d’énergie finie sur R, supportées
respectlvement par : [ ro + 1277 1y +1277], [ r+1277,r +1277] et [—e+
1277, e+ l2 J]. D’apres les expressions de D D2 et D3 ¢, on peut repré-
senter D , D* Iy - et Dj.’j en séries de Fourler respectivement dans L2([~ro+

1277, 7y +l2 N, L2([—r1 +1279,ry +1279]) et L2([—e + 1277, +12779]), au

sens L2, par
Z d,, z(mﬂ'/rz)t

me”Z

D2 € Z dom D2 a) z(m7r/7‘1)t
meZ

D3 € Z d,, D3 6) z(mﬂ'/s)t
meZ

ol d, (D1 D)y dim (D2 7 et dn, (D3 ), m € Z, sont respectivement les coeffi-

cients de Fourier de D]1 i D2 " et D3 "/ et sont donnés par

do(DY5) =% 1 () (km/ra)

)= 2 e o) U o)ty )
D} = G p(mw/r;fgng’j Gt m e
WD == 2 S e G AT
dn(D3) = G0 p(mw/rf@ﬂ;z{ T me
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£ o ! Y7 (kn/e)
DL = = 2 G e ik e )
F s e LS 0 .7 B TR

S P )i (o) a(m/e) me L

Posons

1
L,
$it = 5z (Xtee.e) * (11 % F))X[mratia3,ra 1231,

1
S?»IE = 7(X[—€,e] * (/LQ * f))X[_r1+127j,T1+127j],

3 ;= (1 % (2 % f))X[—etiz—i eiz—i]-

, 2 . .
On représente sj’l, Jf et sjlg en séries de Fourier respectivement dans

L2([—ro+ 12777y +1277]), L*([-r1 + 1277, r1 +1279]) et L*([—e+ 1279, +
1279]); au sens L?, on a
Z d,, z(mTr/rg)t

MmEZL

Z d,, l(mTl'/’I”1)t
mEZ

Z d,, z(mw/a)t
meZ

et en utilisant la formule de Plancherel on a

(4, 1) =29/? [27’2 > d(s57)dm (D}

mEZ
211 > din(57)dim(DF) + 26 Y din (827 dun (D)
meEZ meZ

pour [ € Z et —1 < j <logy(N/(r1 + 12)).

4. Conclusions. On a construit des procédés explicites qui nous per-
mettent sans redondance d’analyser les signaux et de les restituer a partir
de leurs prises de moyenne, via la transformation en ondelettes, et ceci
sans utiliser les opérations de dérivation de maniére a ne pas amplifier les
phénomenes de bruit.

Plus précisement, on décompose un signal dans une base orthonormée
d’ondelettes, puis on calcule tous ses coefficients d’ondelettes a partir de
versions de ce signal filtré a travers deux filtres correspondant a des prises
de moyenne (filtres du type passebas) et ce, d’une part, par des opérations
de moyennisation pour ne pas amplifier les phénomeénes de bruit, et d’autre
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part, en utilisant des ondelettes orthogonales, ce qui nous permet d’avoir un
outil non redondant pour la décomposition et la recomposition des signaux.

On peut adapter tous les mécanismes que ’on a utilisé pour restituer les
coefficients d’ondelettes des signaux d’énergie finie sur R, filtrés & travers
deux filtres de réponse impulsionnelle py et po qui sont par exemple des
fonctions splines d’ordre 1 a support compact : u1(t) = (r1 — [t])X[=ry ] ()
et po(t) = (r2—[t))X[—rs,rs) (£); p11 €t pp sont des filtres du type passebas (plus
précisement, correspondant a des prises de moyenne concentrées autour de
lorigine).

On peut aisément généraliser au cas ol p1 et s correspondent a des fonc-
tions & support compact affines par morceaux ou a des fonctions a support
compact splines d’ordre k > 1 déduites 'une de l'autre par 'homothétie de
rapport 79 /r1. La transformée de Fourier d’une fonction affine par morceaux
et a support compact est en effet de la forme

Zk,l ay. 12" exp(ioy2)
P(z) ’

On a un résultat analogue pour les fonctions splines a support compact.
La condition arithmétique est remplacée par le fait que r1/re doit étre mal
approché par les quotients des zéros distincts d’une exponentielle-polynome.

En utilisant les mémes méthodes, on peut établir des procédés qui nous
permettent d’analyser et de restituer les coefficients d’ondelettes d’un sig-
nal de durée finie et d’énergie finie, c’est-a-dire un signal f appartenant a
L?(]-R,R]) (R > 0). Dans ce cas, le probléeme est de construire une base
orthonormée explicite d’ondelettes dans L?*(]—R, R[). On sait qu'une telle
base existe ([6]), mais on ne peut pas expliciter toutes les ondelettes, comme
dans le cas global, a partir d’une ondelette originelle ¢ ([6]).

Enfin, on peut aussi généraliser tous les procédés établis ci-dessus pour
restituer les coefficients d’ondelettes d’un signal d’énergie finie sur R, filtré
a travers n + 1 filtres pu1, 2, ..., g1 OOt = X[—pjryny J = 1,00 ,n+ 1
([1]). Pour avoir une base orthonormée d’ondelettes dans L?(R™), il suffit
d’utiliser le passage de construction d’une base orthonormée d’ondelettes
dans L?(R) & une base dans L?(R") ([8]).

Nous reviendrons ultérieurement sur ces questions.

ou P est un polynome.
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