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Abstract. We determine the topological structure of the subsets of the hyperspace
2
QR

consisting of absolute retracts and of absolute neighborhood retracts respectively.

1. Introduction. Tous les espaces considérés dans cet article sont sup-
posés métrisables et séparables. Pour un espace X, nous notons 2% I’hy-
perespace de ses compacts non vides, C(X) le sous-espace de 2% formé
des continus, 2% celui des compacts localement connexes, L(X) celui des
continus péaniens, ANR(X) celui des rétractes absolus de voisinage (pas
nécessairement connexes), AR(X) celui des rétractes absolus, et a(X) celui
des arcs. Si X est une variété, nous notons c.e.(X ) 'hyperespace des continus
cellulaires de X.

Nous notons I I'intervalle [0,1], @ = I*° le cube de Hilbert, P = ]0,1[~
son pseudo-intérieur et B = @ \ P son pseudo-bord. Il est connu que B
est homéomorphe au sous-ensemble X' de R* formé des suites bornées ([1],
chapitre 8, §3).

Sin > 2, 28" et C(R™) sont homéomorphes & @ \ {point} (c’est un
cas particulier de résultats de Curtis [13]). Gladdines et van Mill [23] ont
démontré que L(R™) est homéomorphe & X*° pour n > 3 et Cauty [5] a
prouvé que a(R?) est aussi homéomorphe & X°°. Les deux résultats princi-
paux de cet article sont les suivants.

(I) (QRZ, Q%Q,ANR(R2)) est homéomorphe a (Q>° x Q>°, B® x Q*°, B> x
(Q>\ B*>)) \ {point} (le type topologique de ce triplet ne dépend pas du
point enlevé).

(1) (c.e.(R?), AR(R?), AR(R?) \ a(R?)) est homéomorphe & (R x
(R®)%, R® x X%, X x 5.
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En particulier, les espaces AR(R?) et ANR(R?) ne sont pas homéo-
morphes, car le premier est un F,s absolu, tandis que le deuxiéme n’en
est pas un, étant, comme nous le verrons, un ensemble absorbant pour les
espaces qui sont différence de deux F,g5 absolus.

Les résultats (I) et (II) sont particuliers a la dimension deux. En effet,
Dobrowolski et Rubin ont prouvé [19] que, pour n > 3, AR(R"™) et ANR(R™)
sont des boréliens absolus de classe exactement Gs,4, donc ne peuvent étre
homéomorphes ni & AR(R?), ni & ANR(R?). En outre, en utilisant un ex-
emple récent de Dranishnikov [20] et un argument de Dranishnikov et Shche-
pin ([21], démonstration du théoreme 5, p. 69), on peut constater que
c.e.(R™) n’est pas un rétracte absolu de voisinage si n est assez grand.
Le méme argument implique aussi que AR(R*) et AR(Q) ne sont pas
des rétractes absolus de voisinage. En effet, suivant la démonstration du
théoreme 5, p. 69, de [21], il suffit, pour voir cela, de construire une surjec-
tion continue ouverte f : X — Y entre espaces compacts qui n’est pas une
équivalence de forme héréditaire, mais est telle que, pour tout y € Y, f~1(y)
soit un rétracte absolu. Pour cela, partons d’une application g : T'— Y ou
T est de dimension finie, Y de dimension infinie et, pour tout y € Y, g~ *(y)
est de forme triviale (voir [20]). La construction du théoreme 2.1 de [24] nous
fournit alors la fonction f : X — Y dont nous avons besoin. Comme, d’apres
un résultat de Dydak et Walsh [22], T' peut étre pris de dimension deux, la
condition (3) du théoreme 2.1 de [24] entraine que, pour 5 < n < oo, le
sous-espace de AR(R*) ou de AR(Q) formé des rétractes absolus de dimen-
sion < n n’est pas un rétracte absolu de voisinage. Le probleme de savoir si
AR(R™) et a(R™) sont des rétractes absolus de voisinage pour 2 < n < oo
semble encore ouvert.

Enfin, nous montrerons dans la derniére section que, bien que C(R?)
soit homéomorphe & @ \ {point} et c.e.(R?) homéomorphe & P, le couple
(C(R?),c.e.(R?)) n’est pas homéomorphe a (Q, P) \ {point}.

2. Préliminaires. Nous noterons d la distance sur un espace métrique
X, et o la distance de Hausdorff associée sur 2%. Si A et B sont des sous-
espaces de X, nous poserons d(A, B) = inf,ca, pep d(a,b); si A= {z}, nous
écrivons d(x, B) au lieu de d({z}, B).

Si f et g sont deux fonctions de Y dans un espace X et si U est un
recouvrement ouvert de X, nous dirons que f est U-proche de g si, pour
tout y dans Y, il y a un élément de U contenant a la fois f(y) et g(y).
Un sous-ensemble A d’un rétracte absolu de voisinage X est appelé un Z-
ensemble dans X s’il est fermé et si, pour tout recouvrement ouvert I/ de
X, il existe une fonction continue f de X dans X, U-proche de l'identité
et telle que f(X) C X \ A; si, de plus, il est toujours possible de choisir la
fonction f de fagon que f(X)N A = (), alors A est appelé un Z-ensemble
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au sens fort dans X. Il est connu que tout Z-ensemble dans ) ou dans
I'espace de Hilbert £ est un Z-ensemble au sens fort. Un sous-espace A
d’un espace X est dit localement homotopiquement négligeable dans X si,
pour tout ouvert U de X, l'inclusion de U \ A dans U est une équivalence
homotopique faible. Si X est un rétracte absolu de voisinage, cela équivaut
a l'existence d’une homotopie ¢ : X x I — X telle que pg = id et que
o(X x ]0,1]) € X \ A (voir [29]). En outre, un fermé A d’un rétracte ab-
solu de voisinage X est un Z-ensemble si, et seulement si, il est localement
homotopiquement négligeable dans X; par suite, si A D B sont des fermés
de X tels que B soit un Z-ensemble et A\ B localement homotopiquement
négligeable dans X, alors A est un Z-ensemble. Une fonction f : Y — Z
est appelée un Z-plongement si c¢’est un plongement et si f(Y) est un Z-
ensemble dans Z.

Par un k-tuplet (X1,..., Xk), nous entendons un espace X; et des sous-
espaces Xo D ... D Xji; si k = 2 (resp. 3), nous parlerons de couple
(resp. triplet). Une classe C de k-tuplets est dite topologique si tout k-tuplet
homéomorphe a un k-tuplet appartenant a C appartient a C. Elle est dite
additive si lorsque (Xi,...,Xj) est un k-tuplet avec X; = X7 U X{, ol
X0 et X| sont des fermés tels que les k-tuplets (X7, X7 N Xa,...,X] N
X}) appartiennent a C pour j = 0,1, alors (Xi,..., X)) appartient a C.
Elle est héréditaire pour les fermés (resp. ouverts) si, pour tout
k-tuplet (Xi,...,Xx) appartenant a C et pour tout fermé (resp. ouvert)
F de Xi, (F,F N Xy,...,F N X}) appartient & C. Pour tout ordinal
dénombrable «, nous noterons M, la classe des espaces qui sont absolu-
ment des boréliens de classe multiplicative a. K désignera la classe des com-
pacts. Si C est une classe topologique de k-tuplets, nous noterons (My,C)
(resp. (K,C)) la classe des (k + 1)-tuplets (Xo, X1,...,X%), ou Xg € M,
(resp. K) et (Xy,..., X)) appartient a C. Si Cy,...,Cr sont des classes

d’espaces, nous noterons (Ci,...,Ck) la classe des k-tuplets (Cq,...,Ck)
tels que C; appartienne a C; pour @« = 1,...,k. Si (Xy,...,X}) est
un k-tuplet, nous noterons Fy(Xi,...,Xx) la classe des k-tuplets homéo-

morphes & un k-tuplet de la forme (F,F N X,,..., F N Xg), ou F est un
fermé de X;.

Si (Ki,...,K) est un k-tuplet, un k-tuplet (Xi,...,X%) ou X; est
un rétracte absolu de voisinage est (K1, ..., K)-universel si, pour toute
fonction continue f de K; dans Xi et tout recouvrement ouvert I/ de Xi,
il existe un Z-plongement g de Ky dans X qui est U-proche de f et vérifie
g HX;) = K; pour i =1,.... k. (X1,...,X) est fortement (Ky,..., K)-
universel si, pour tout fermé D de K7, toute fonction continue f de K; dans
X7 dont la restriction & D est un Z-plongement vérifiant (f|D)~}(X;) =
K;ND pour ¢ = 1,...,k, et tout recouvrement ouvert U de Xy, il existe
un Z-plongement g de K7 dans X; qui est U-proche de f et vérifie g|D =
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fID et g71(X;) = K; pour i = 1,...,k. Si C est une classe de k-tuplets,
(X1,...,X%) est (fortement) C-universel s’il est (fortement) (Ki,..., Kg)-
universel pour tout (K1,...,Ky) € C.

2.1. PROPOSITION. Soit C une classe de k-tuplets topologique et hérédi-
taire pour les fermés, et soit (Xq,..., Xk) un k-tuplet ot X1 est un rétracte
absolu de voisinage. Si (Xy,...,Xy) est fortement C-universel, alors, pour
tout ouvert U de X1, (U,U N Xs,...,UN Xy) est fortement C-universel.

2.2. PROPOSITION. Soit C une classe de k-tuplets topologique et hérédi-
taire pour les fermés et les ouverts, et soit (X1,...,Xy) un k-tuplet o X
est un rétracte absolu de voisinage. Si tout Z-ensemble dans X1 est un Z-
ensemble au sens fort et si, pour tout ouvert U de X1, (U,UNXq, ..., UNXy)
est C-universel, alors (X1, ...,Xx) est fortement C-universel.

Ces deux propositions sont les généralisations immédiates aux k-tuplets
des propositions 2.1 et 2.2 de [2], et les arguments de [2] s’appliquent encore
a leur vérification.

2.3. PROPOSITION. Soit C une classe de k-tuplets topologique et hérédi-
taire pour les fermés et les ouverts. Soient X1 O ... D X des
sous-ensembles de €% tels que £?\ X1 soit localement homotopiquement né-
gligeable dans ¢2. Si ((%,X1,...,Xy) est fortement (My,C)-universel, alors
(X1,...,X%) est fortement C-universel.

Démonstration. Il résulte de la proposition 1.7 de [2] que tout Z-
ensemble dans X7 est un Z-ensemble au sens fort, donc, d’apres la proposi-
tion 2.2, il suffit de vérifier que, pour tout ouvert U de X5, (U,UNXs,...,UN
X},) est C-universel. Soient (K1, ..., K}) € C, f une fonction continue de K3
dans U et U = {Uy}aca un recouvrement ouvert de U. Pour tout o € A,
soit U’ un ouvert de £? tel que U/, N X1 = U,, et soient U’ = {U’ }oea et
U' = U,eaUs; alors U'N Xy = U. Le théoreme de Lavrentieff nous per-
met de trouver un espace topologiquement complet K contenant K et une
fonction continue f de K dans U’ prolongeant f. D’apres la proposition 2.1,
(U, U,UNXy,...,UNXy) est fortement (M7, C)-universel, donc nous pou-
vons trouver un Z-plongement §: K — U’ qui est U/-proche de f et vérifie
g ({UNX;)=K,; pouri=1,..., k. Alors, g = g|K; est U-proche de f et
le lemme 2.6 de [7] garantit que g(K7) = g(K) NU est un Z-ensemble dans
X;. La proposition en résulte.

La notion d’universalité forte fournit un cadre systématique pour la clas-
sification de certains k-tuplets fréquemment rencontrés dans la nature. Soit
C une classe de k-tuplets topologique, additive et héréditaire pour les fermés.
Un k-tuplet (Xi,...,Xy) de sous-ensembles de ¢2 est dit C-absorbant dans
0? §’il vérifie les conditions suivantes :
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(a) £2\ X est localement homotopiquement négligeable dans £2,

(b) X1 = U,2, Z, ou, pour tout n, Z, est un Z-ensemble dans X; et
(Zn, ZnN Xy, ..., Z, N Xy) appartient a C,

(¢) (X1,..., X)) est fortement C-universel.

Cette définition est une généralisation immédiate de la notion d’ensemble
C-absorbant introduite dans [2] par Bestvina et Mogilski. Ici encore, nous
avons un résultat d’unicité :

2.4. THEOREME. Si (X1,...,Xy) et (X{,...,X}) sont deuz k-tuplets C-
absorbants dans (2, alors (X1,...,Xy) et (X1,...,X}) sont homéomorphes.

Ce théoreme généralise le théoreme 3.1 de [2] et il suffit de quelques
adaptations de détails a la démonstration de ce dernier pour I'obtenir. Ces
modifications sont indiquées dans [8] pour un cas particulier, mais tout ce qui
est dit dans [8] s’applique aussi ici. Comme il est aussi remarqué dans [8], il
est possible de modifier la démonstration du théoreme 5.3 de [2] pour obtenir
une caractérisation topologique des k-tuplets absorbants indépendante de
tout plongement dans ’espace de Hilbert.

Bien que deux sous-ensembles C-absorbants X et X’ de ¢2 soient toujours
homéomorphes, il n’existe pas nécessairement d’homéomorphisme de 2 sur
lui-méme envoyant X sur X’. Le premier exemple de ce type a été donné
dans [9], et un autre exemple se trouve dans [11] et [16]. Ces deux exemples
n’ont rien de pathologique ni d’artificiel; ce sont des espaces classiques de
I’analyse fonctionnelle, et le théoréme suivant leur est applicable.

2.5. THEOREME. Pour i = 1,2, soient (Xi,...,X}) deuzx k-tuplets de
sous-ensembles de X = (> ou Q vérifiant

(i) Xi est contenu dans une réunion dénombrable de Z-ensembles de X,

(i) (X, X%{,..., X)) est fortement Fo(X, X{,..., X})-universel.

Alors, si Fo(X, X1,...,X}) = Fo(X,X3?,...,X7), les (k + 1)-tuplets
(X, X1,...,X}) et (X,X%,...,X?) sont homéomorphes.

La démonstration de ce théoreme est la méme pour X = ¢2 ou Q. Pour
X = (2, elle est donnée en détails dans un cas particulier au théoreme 2.1
de [10]; 'argument s’applique au cas général. Pour X = @, 'argument est
semblable & celui de la démonstration du théoreme 2.1 de [17]. Remarquons
que si y; est un point quelconque de X7}, il est méme possible de trouver un
homéomorphisme h de (X, X7,..., X}) sur (X, X?,..., X?) tel que h(y;) =
Y2 (car 'homogénéité de X permet de supposer que y; = yo, et il suffit alors,
dans la démonstration du théoreme 2.1 de [10], de prendre X; = {y1} et
f1 = identité).

La notion d’ensemble absorbant au sens de [2], que nous utilisons ici,
differe des ensembles absorbants qui ont été utilisés dans quelques articles
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ultérieurs ([16], [17] et [23]). Ces derniers vivent dans @ ou ¢? et, pour
les classes C usuelles, ce sont des copies X d'un ensemble C-absorbant
dans Q (resp. £?) telles que (Q,X) (resp. (¢?,X)) soit fortement (K,C)
(resp. (M1, C))-universel, c’est-a-dire un cas particulier des couples (Q, X)
ou (£?,X) auxquels le théoréme 2.5 est applicable. La plus grande généra-
lité fournie par les théoréemes 2.4, 2.5 et par le théoreme 5.3 de [2]
semble nécessaire pour les applications car, bien que tous les espaces con-
crets X aient des complétions naturelles X homéomorphes a @ ou a 2 la
structure topologique de ces couples concrets (X, X) ne dépend pas seule-
ment de X et X et peut méme, comme l’illustrera la section 5, étre tres
pathologique.

Nous aurons besoin d’une caractérisation topologique du triplet (R x
(R®)>°, R x X X x ¥*°). Compte-tenu du théoreme 2.5, elle nous sera
fournie par la proposition suivante. Nous noterons (May, F,) la classe des
couples (A, B) tels que A € My et que B soit un F,, dans A. Pour simplifier,
nous écrirons (Mj, Mg, ;) au lieu de (My, (M2, F,)).

2.6. PROPOSITION. (R*®,Y) x X est (Ma,F,)-absorbant dans
R x (R*>)*° et le triplet (R x (R%)>° R>® x X X' x X)) est fortement
(My, Mg, Fy)-universel.

Démonstration. La seule condition de la définition d’un couple ab-
sorbant nécessitant une vérification est I’'universalité forte. D’apres la propo-
sition 2.3, il suffit de vérifier la (M7, Ms, F,,)-universalité forte du triplet
T = (R*® x (R®)>®,R>® x Yo, 5 x ¥*). Comme ((R*)>,X>) est ho-
méomorphe a ((R*)>°, X°) x R, T est homéomorphe & T' x R*, et le
théoreme 3.1 et la remarque 3.7 de [12] entrainent que T est fortement
Fo(T)-universel. Il suffit donc de montrer que Fo(T) = (My, Ma, Fy).
Puisque T appartient a (M, Ma, F,), cette classe contient Fo(7"). Inverse-
ment, soit (A, B,C) € (M1, Ma, F,). Soient A’ une compactification de A et
C" un sous-ensemble o-compact de A’ tel que C’'NB = C. 1l existe une fonc-
tion continue f : A’ — R telle que f~1(X) = C’. Puisque ((R>)>°, X))
est fortement (M, Ms)-universel ([11], proposition 4.1), il y a un plonge-
ment fermé g de A dans (R*°)> tel que g~ 1(X>°) = B. Alors, h = (f|A, g)
est un plongement fermé de A dans R x (R*>)> tel que h~}(R®x X*®°) = B
et h71(X x ¥°°) = C. L’inclusion (M1, Ma, F,) C Fo(T) en résulte.

Nous rencontrerons dans cet article deux couples dont les deux mem-
bres sont homéomorphes & X : le couple (R*°, X) x X*° de la proposition
précédente et le couple ((R>°)>°, X>°) x X°° qui est absorbant pour la classe
(M2, Ms). Alors que (R*°\ X) x X*° est encore homéomorphe a X*°, il n’en
est pas de méme de ((R*°)>\ X°) x X qui est un ensemble absorbant
pour la petite classe borélienne F2 des ensembles qui sont différence de deux
F,s. En fait, toutes les petites classes boréliennes faﬁ avec a > 2 admettent
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des ensembles absorbants et nous en esquisserons maintenant la construc-
tion car, aux notations pres, elle n’est pas plus compliquée que la seule
vérification du cas particulier dont nous avons besoin.

Rappelons que, si @/ = a+ 1 est un ordinal dénombrable non limite > 2,
les ensembles ambigus de classe o/ se répartissent en petites classes F?, ou
[ est un ordinal dénombrable (voir [26], §33, IV). Un espace X appartient a
FB si, quand il est plongé dans un espace complet, il est représantable par
une série alternée de type 3

X=X\ X1)U X2\ X3)U...U(Xy \ Xog1)U...,

ou {X, : 0 <y < [} est une famille décroissante d’ensembles appartenant
a M,g.

Fixons les ordinaux dénombrables o, 3 avec a > 2. Soit (2, un sous-
espace vectoriel de R* qui est M ,-absorbant dans R et tel que (R*, £2,,)
soit fortement (M, M, )-universel (des exemples concrets de tels espaces se
trouvent dans [12]). Pour 0 < v < f3, soit (R, F,) une copie de (R>, 2,);
notant R = R U {£o0}, soit (R, F) la copie correspondante de (R*, £2,).
Soient R = H0§v<ﬁ R, et R = Ho§7<g R,. Pour 0 < v < 3, posons
Y, =Fyx...xF,x R, x...;alors Y, appartient a M, donc

=Y \)u (¥ \Y)u...
appartient & F7.

2.7. PROPOSITION. (a) I'? est F2-absorbant dans R.
(b) (R,I?) est fortement (My, F§)-universel.
(c) (R, %) est fortement (K, FP)-universel.

Démonstration. (a) Ici encore, seule l'universalité forte nécessite
vérification. D’apres la proposition 2.3, elle résulte de (b).

(b) Remarquons d’abord que, (Rg, Fy) étant homéomorphe a (Ry, Fy) X
R°°, il y a un homéomorphisme de R sur R x R* envoyant Y, sur Y, x R*>
pour 0 < v < (. Alors, la démonstration du théoreme 3.1 et la remarque 3.7
de [12], appliquées & E = R et Ey = HOS'KB F,, montrent que si C' D> D
sont des fermés de R et f : C — R une fonction continue dont la restriction
& D est un Z-plongement vérifiant (f|D)~*(Y,) = DNY, pour 0 <y < f,
alors f peut étre approximée par des Z-plongements g tels que g|D = f|D
et g71(Y,)=CNY, pour 0 <~ <f.

Soient maintenant (G, X) € (M, F?), H un fermé de G et f une fonc-
tion continue de G dans R telle que f|H soit un Z-plongement vérifiant
(f|H)_1(F£) =HNX. Soit X = (Xo\Xl)U(XQ\Xg)U..., ou {Xy :0<
v < [} est une famille décroissante de sous-ensembles de G appartenant a
M. Posant, pour 0 < v < 3, X! = (X, \ H)U(f|H)'(Y;), nous obtenons
une nouvelle famille décroissante d’ensembles appartenant a M, vérifiant
encore X = (X(\ X7)U(X5\X3)U. .., mais en outre X, NH = (f|H)"(Y,)
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pour 0 < v < 3. La remarque du début de la démonstration montre alors
que, pour prouver la possibilité d’approximer f par des Z-plongements g
vérifiant g|H = f|H et g~}(I'?) = X, il suffit de montrer qu’il y a un
plongement fermé ¢ de G dans R tel que ¢~ (Y,) = X pour 0 < vy < B.
Puisque (R, Fy) est (M1, Mg)-universel, il y a, pour tout v, un plonge-
ment fermé ¢, de G dans R tel que cp;l(Fv) = X7; alors p = [[<, .5y
convient.

(c) résulte de (b) par un argument général : soient (C, X) € (K, F?), D
un fermé de C et f une fonction continue de C' dans R telle que f|D soit
un Z-plongement vérifiant (f|D)~'(I'?) = X N D. Pour approximer f par
un Z-plongement g vérifiant g|D = f|D et ¢g~'(I'’) = X, on procede en
deux étapes. Utilisant le fait que f(D) est un Z-ensemble et R\ R locale-
ment homotopiquement négligeable dans R, on approxime d’abord f par
une fonction continue A telle que h|D = f|D et h(C'\ D) C R\ f(D). Util-
isant le fait que (R\ f(D), I'?\ f(D)) est fortement (M, F?)-universel ((b)
et proposition 2.1), on approxime ensuite h|C \ D par un Z-plongement ¢’
de C'\ D dans R\ f(D) tel que ¢’ 1(I'?) = X \ D. Si 'approximation est
suffisamment bonne (par exemple d(¢'(x),h(x)) < d(h(x), f(D))), alors g
s’obtient en posant g|C \ D = ¢ et g|D = f|D.

2.8. Remarque. Soit &« = 8 = 2. Nous pouvons alors prendre ((R>)°,
X°°) pour (R%°, §2). La démonstration précédente montre que (R, Yy, Y7)
est fortement (I, Ms, Ms)-universel. Le méme argument s’applique aussi
pour montrer que, si Yy = X x (R®)> alors (R, Y], Y1) est aussi forte-
ment (K, My, Ms)-universel, et les triplets (R,Y,Y7) et (R,Yy,Y7) sont
homéomorphes d’apres le théoréme 2.5. Puisque (R*, ) est homéomorphe
4 (Q, B), (R,Yy,Y1) est homéomorphe & (Q> x Q*°, B> x Q>°, B*® x B*),
et I'? est homéomorphe & B> x (Q* \ B™).

L’ensemble I' = I'y a fait sa premiere apparition dans [8] sous la forme
R\ C, ou R (resp. C) est le sous-espace de L£1([0,1]) formé des éléments
ayant un représentant intégrable au sens de Riemann (resp. continu). Il est
depuis apparu implicitement sous divers déguisements. Pour 0 < p < ¢,
soit (P = ﬂp <p' o', avec la topologie induite par ¢9; il est prouvé dans
[11] et [16] que P est homéomorphe & X°°, et les arguments de ces articles
s’adaptent pour montrer que s \EPQ est homéomorphe a I" si ps < p1 < q.
Le théoréme 1.2 de [17] montre que, si Dims>j est le sous-ensemble de 2%
formé des compacts uniformément de dimension > k, alors Dim> \Dim> 41
est homéomorphe & I' pour k£ > 1; un résultat analogue pour la dimension
cohomologique résulte du théoreme 6.1 de [18].

Pour la proposition suivante, soit Tp = (Q™° x Q°°, B>® x Q°°, B>* x
B>)\ {yo}, ou yp est un point fixé de B> x B>.
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2.9. PROPOSITION. (a) Pour tout y € Q% x Q°, (Q*° x Q*°,B>® x
Q>, B> x B*®)\ {y} est homéomorphe a Tj.

(b) Un triplet (X,Y,Z) est homéomorphe a Ty si, et seulement si, il
vérifie les conditions suivantes :

(i) X est homéomorphe a Q \ {point},

(ii) (Y, Z) appartient a (Mo, M3),
(iii) Y est contenu dans une réunion dénombrable de Z-ensembles de X,
(iv) (X,Y, Z) est fortement (IC, Mo, M2)-universel.

Démonstration. Compte-tenu de la remarque 2.8, il est facile de voir
que Tp vérifie les conditions (i)-(iv). Inversement, supposons que (X, Y, Z)
vérifie ces conditions. Soit X = X U {oo} le compactifié d’Alexandroff de
X, qui est homéomorphe & @, et soient Y=Y U {oo} et Z=2ZU{x}. 1l
est facile de voir que (X,Y, Z) € (K, Ms, M), que Y est contenu dans une
réunion dénombrable de Z-ensembles de X et que (X Y, Z ) est fortement
(K, Mo, Ms)-universel. D’apres le théoréeme 2.5, il y a un homeomorphlsme
h de ()Z',)N/,Z) sur (Q™ x Q°,B>* x Q°°, B> x B*) et, comme il est
remarqué apres ce théoréme, h peut étre choisi de fagon que h(oco) = yo, ce
qui entraine (b).

Pour prouver (a), il suffit alors de montrer que (Q>° x Q°°, B>* x Q°,
B> x B*>)\ {y} vérifie les conditions (i)—(iv), ce qui est facile et laissé au
lecteur.

3. Le triplet (2R27 2]152,ANR(R2)). Dans cette section, nous appliquons
la proposition 2.9 au triplet (2R2 , 2]%2, 2]%2 \ ANR(R?)) pour prouver le résul-
tat suivant :

3.1. THEOREME. (2R2,2H§2,ANR(R2)) est homéomorphe a (Q>° x Q°,
B> x Q>, B> x (Q>\ B*)) \ {point}.

D’apres Curtis [13], 28" est homéomorphe & Q \ {point}. Les conditions
(ii)—(iv) de 2.9 résulterons de 3.2, 3.4, 3.5 et 3.9 ci-dessous. Nous utiliserons
de facon répétée le fait quun compact de R? est un rétracte absolu de
voisinage si, et seulement si, il est localement connexe et son complémentaire
n’a qu'un nombre fini de composantes [3, chap. V, théoreme (14.1)].

I1 est prouvé dans [25] (voir aussi [23]) que L(X) est un F,s5 dans C(X).
Comme la démonstration utilise uniquement le fait qu’un continu est locale-
ment connexe si, et seulement si, pour tout € > 0, il est réunion d’un nombre
fini de continus de diametre inférieur & € et que, en 'absence de connexité
globale, cette méme propriété caractérise les compacts localement connexes,
le méme argument s’applique pour prouver le lemme suivant :

3.2. LEMME. 2]%2 est un Fys dans oR?
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Pour n > 1, soit &, 1’ensemble des compacts de R? dont le complémen-
taire a au plus n composantes. Soit £ = J,~; &,.

3.3. LEMME. & est un Ggs dans oR*

Démonstration. Notons que, pour un compact A de R?, R?\ A a au
plus n composantes si, et seulement si, pour tout sous-ensemble F' C R?\ A
de cardinal n + 1, deux au moins des points de F' sont reliés par un arc
disjoint de A. Fixons n > 1. Soit F un sous-ensemble dénombrable partout
dense de R?, et soit {F}}?2, une énumération des sous-ensembles de E de
cardinal n 4 1. Pour tout k, soit

Pk:{A€2R2 :AﬂFk7«'5(2)}U{A€2R2 : Jo # y dans Fy,
et un chemin disjoint de A reliant x & y}.

Alors, Py, est la réunion d’un fermé et d’un ouvert, donc est un Gs. Par
suite, &, = ﬂzozl Ps est aussi un Gy, et £ est un Gy, .

Puisque ANR(R?) = 2“52 N &, les deux lemmes précédents entrainent

3.4. COROLLAIRE. ANR(R?) est la différence de deuz F,s de 2%, et
2%2 \ ANR(R?) est un F,5 dans 2% .

3.5. LEMME. 2]1,%2 est contenu dans une réunion dénombrable de Z-en-
sembles de 2%°.

Démonstration. Un compact localement connexe est soit fini, soit
de dimension > 1. L’ensemble des sous-ensembles finis de R? est réunion
dénombrable de Z-ensembles, et son complémentaire est localement homo-
topiquement négligeable dans 2% (voir [14]); comme l'ensemble des com-
pacts de dimension > 1 est un F, [27, §40, IV] contenu dans ce complémen-
taire, le lemme en résulte.

Les trois lemmes suivants contiennent des constructions auxiliaires néces-
saires a la vérification de 'universalité forte.
Soit ¢y = {z € Q : limx,, = 0}.

3.6. LEMME. Si F est un sous-ensemble de type Fy5 d’un compact K,
alors il existe une fonction continue p = () : K — Q vérifiant

() ¢~ '(@) =F,

(i) si z, ' sont deuz points distincts de K, il y a une infinité d’indices
n tels que @n () # on(z’).

Démonstration. Soit sg = {x € R> : limz,, = 0}. D’apres le lemme
4.5 de [6], il y a une fonction continue ¢ = (¢,) : K — R* telle que
Y~ Y(sg) = F. Soit @ = (cv,) un plongement de K dans Q tel que si x et 2’
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sont deux points distincts de K, il y ait une infinité d’indices n pour lesquels
an(x) # ap(z'). Alors, la fonction ¢ définie par
oy = Ll
n — 9y
el iz,
Pan—1 = —Qn,
n

a les propriétés souhaitées.

3.7. LEMME. Il existe un plongement S : Q — c.e.(R?) tel que S~1(L(R?))
= S7HAR(R?)) = ¢.

Démonstration. La construction est une variante de celle du théo-
reme 3.1 de [23]. 1l suffit de poser, pour z = (z,,) € Q,

S(x) = ([0,1] x {0}) U ({0} x [=1,0) U [ J{1/n} x [z, 0].

3.8. LEMME. Soit A un sous-ensemble de type F,5 d’un compact K. Il
existe une fonction continue T : K — L(R?) telle que T~'(ANR(R?)) =
K\ A.

Démonstration. Supposons la distance d de K bornée par 1. Soit
A= ﬂzo:l A, ou les A, sont des F, tels que A,, D A,4+1 pour tout n.
Pour n > 1, soit A, = [J,-_; A7, ot les A™ sont des compacts tels que
A™ < AL pour tout m. Définissons des fonctions o™ : K — I, n > 1,
m > 0, par ad(z) = 1 et a™(z) = d(z, A™) pour m > 1. Alors, si z et n
sont fixés, la suite {a]7"(z)}5°_, est décroissante. Utilisant des coordonnées

polaires, posons, pourn > 1, m>0et x € K,

P,={re?:0<r<letf=2"},

, 1
R (x) = {re’e tr= o™ (z) et 271 4 o™ (2)) <0 < 2_"}.

m4+1"

Pour n > 1, définissons une fonction T, : K — C(R?) par
o
Tp(z) = Py U Pyt U ( U R;n(m)).
m=0

Il est clair que T,, est continue et que, pour tout x dans K, T,(x) est
un continu localement connexe. Si z ¢ A, alors a)'(xz) > 0 pour tout m,
et I'on constate que R? \ T, () est connexe. Si z € A,, et si m est le plus
petit entier > 0 tel que A" contienne z, alors P, U P, 1 UR™(x) contient
une courbe simple fermée dont 'intérieur est 'unique composante bornée

de R? \ T, ().
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Si 'on définit T': K — C(R?) par
T(z) = ([0,1] x {0} U [J (27", 0) + 272" T, (2)),

n=1

il est clair que T est continue et que T'(x) est un continu localement connexe.
Si x appartient a A, il appartient a tous les A,, et chacun des ensembles
(27™,0)+272"]? contient une composante bornée de R?\ T'(z), donc T'(x) ¢
ANR(R?). Si # ¢ A, il y a un entier ng tel que = ¢ A, si n > no; alors
R?\ T(z) a au plus ng composantes bornées, donc T'(x) € ANR(R?), d’ou
le lemme.

Pour a dans R? et € > 0, nous noterons, dans toute la suite de cet article,
u(a, €) ’homéomorphisme de R? défini par u(a,e)(z) = a + ez.

3.9. LEMME. (28" 2“52,2]%2 \ ANR(RR?)) est fortement (KC, Mz, Ms)-uni-
versel.

Démonstration. Soient (K, Ly, L2) € (K, M2, M3), C un fermé de
K et f une fonction continue de K dans 28 telle que f|C soit un Z-
plongement vérifiant f~1(28°)NC = C N Ly et f~}(ANR(R2)NC =CnN
(L1 \ Lz2). Etant donné un nombre n > 0, il nous faut construire un Z-
plongement g : K — 2% tel que ¢|C = f|C, g7 (2%°) = Ly, g~ (ANR(R?))
= L1\ Ly et que o(f(x),9(x)) < n pour tout =z dans K. Puisque f(C)
est un Z-ensemble, nous pouvons, quitte a remplacer f par une fonction
Papprochant, supposer que f(C) N f(K \ C) = (). Posons alors, pour x
dans K,

(1) e(z) = g min(n, o(f(2), f(O))).

Le lemme 3.6 nous permet de supposer que K est un sous-ensemble de
Q tel que K N¢y = Ly et que, si x = (x,) et &' = (x]) sont deux points
distincts de K, alors x,, # x/, pour une infinité d’indices n. Associant a
A = Ly la fonction T' du lemme 3.8, définissons une fonction A : K — oR?
par

Az) = ((=1,0) + S(x)) UT(x),

ou S est la fonction du lemme 3.7. Il est facile de voir que A est continue et
vérifie
(2) ATN2E) = Ly,
(3) ATY(ANR(R?)) = Ly \ Lo.

D’aprés Curtis [14], il existe une homotopie ¥ : 28° x I — 2B telle
que ¥y = id, et que 547(2R2 x ]0,1]) soit contenu dans ’ensemble des sous-
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ensembles ﬁglis. Cela nous permet de construire une fonction continue A :
K\ C — 2% vérifiant, pour tout z € K \ C,

(4) o(f(x), h(x)) < e(x),
(5) h(zx) est un ensemble fini.

Définissons alors g : K — 28 par
r) = .
9 = Unene wla, @) (A(w) siw ¢ C.

Siz & C, g(x) est compact puisque h(z) est fini. Il est facile de voir
que g|K \ C est continue. Puisque A(z) C [-1,1] x [—1,1], nous avons
o({a}, u(a, ) (Alx))) < 2, d'on

(6) o(h(z), g(z)) < 2e(z) Voe K\C,

ce qui, avec (4), garantit que o(f(z),g(x)) < 3e(x) pour tout z € K \ C.
D’apres (1), il en résulte que g est continue et vérifie g(C)Ng(K\ C) =0
et o(f(x),g(x)) < n pour tout z € K.

Pour voir que g est un plongement, il suffit alors de vérifier que g|K \ C
est injective. Soient z, ' deux points de K \ C tels que g(x) = g(z'). Soient
h(z) = {a1,...,an}, h(z') = {a},...,al,}, ou les points de h(x) et h(z’)
sont ordonnés lexicographiquement (i.e. (b1,c1) < (ba,c2) si by < bg ou si
by = bg et ¢1 < ¢2). Posons a; = (b, ¢;) et a; = (b}, c}); soit [ (vesp. I') le plus
grand entier tel que b; = by (resp. b}, = b}). Examinant la définition de g(z),
nous constatons que la borne inférieure des abscisses des points de g(x) est
by —e(z); nous devons donc avoir by —e(z) = b} —e(2’); en outre, posant M =
{b1—e(x)} xR, nous constatons que si z = (by —&(z), ¢) appartient a g(x)NM

et sicz# ¢; pouri=1,...,1, alors, pour tout voisinage suffisamment petit U
de z dans g(x), la composante connexe de U qui contient z est contenue dans
M, tandis que si ¢ = ¢; pour ¢ = 1,...,[, il n’y a aucun voisinage U de z tel

que la composante connexe de z dans U soit contenue dans M ; une propriété
analogue étant vraie pour les points de g(z’) N M, nous devons avoir [ = I’ et
¢; = ¢, pour 1 < ¢ <[. Comme la borne inférieure des ordonnées des points
de g(z) N M (resp. g(x') N M) est ¢; — e(x) (resp. ¢} — &(z’)), nous avons
donc e(x) = e(a’). Pour n > 1, soit M,, = {by — (1 —1/n)e(x)} x R. Si n est
assez grand, alors M, N (u(a;, e(x))(A(x))) = M, N (u(aj,e(z))(A(z"))) =0
pour i,j > [, et la borne inférieure des ordonnées des points de g(z) N M,
(resp. g(z') N M,,) vaut ¢; — e(x)x, (resp. ¢1 — e(x)z),). Nous avons donc
x, = x, pour presque tout n, d’'ou z = z’.

Pour prouver que g_1(2“§2) = Ly et g7'(ANR(R?)) = L1\ Lo, il suffit de
vérifier que g_1(2ﬂf2)\0 = L1\C et g7} (ANR(R?))N(L1\C) = (L1 \ L2)\C.
Soit z € K\ C. Si z ¢ Ly, on constate, avec les notations du paragraphe
précédent, que g(z) n’est pas localement connexe en certains des points de
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Mng(x), tandis que si € Ly, g(x) est réunion d’un nombre fini de continus
localement connexes, donc est localement connexe, d’ou 9*1(2%2) \ C =
L\ C.

Pour voir que g~ !(ANR(R?)) N (L; \ C) = (L1 \ Lz2) \ C, nous utili-
serons le fait, qui résulte du théoreme de Borsuk cité plus haut et de la
dualité d’Alexander [28, p. 296], qu'un compact localement connexe X de
R? est un ANR si, et seulement si, son groupe de cohomologie de Cech (a
coefficients entiers) H'(X) a un nombre fini de générateurs. Si X est de
dimension un, alors, pour tout fermé Y de X, ’homomorphisme de H'(X)
dans H L(Y) induit par I'inclusion est surjectif, donc si X est aussi un ANR,
il ne peut contenir un compact localement connexe qui ne soit pas un ANR.
Puisque g(z) est de dimension un pour tout z € K \ C, il résulte de (3) que
g~ (ANR(R?)) N (L1 \ C) C (L1 \ L») \ C.

Pour voir 'inclusion inverse, il suffit de montrer que si z € (L \ L2) \ C,
si ai,...,a, sont des points distincts de R?, £ un nombre > 0 et si X =
Ui, u(ai,e)(A(z)), alors H(X) a un nombre fini de générateurs. Sin = 1,
cela résulte de (3). Sin > 1 et si 'on pose X; = U?z_ll u(a;, e)(A(z)) et
X2 = u(an,)(A(x)), il suffit, en raisonnant par récurrence et en utilisant la
suite de Mayer—Vietoris de (X; X1, X32), de vérifier que X; N X5 a un nombre
fini de composantes et, pour cela, il suffit de vérifier que, pour a; # as,
u(ay,e)(A(x)) Nulaz,e)(A(r)) a un nombre fini de composantes. Posant
a; = (b, ¢;), i = 1,2, cette vérification est facile si ¢; # ¢o. Quand ¢; = ¢o,
cela revient a vérifier que, pour tout réel b > 0, A(z) N ((b,0) + A(z)) n’a
qu’un nombre fini de composantes. Nous laissons au lecteur le soin de le
faire (quand b = 27" avec n > 1, remarquer qu'il n'y a qu’'un nombre fini
d’entiers p tels que [(277,0) + 272, (x)| N [(27" +277,0) +272P1?] = ().

Puisque g(z) est infini si z € K\ C, (2% x ]0,1)) Ng(K \ C) = 0, ce
qui montre que g(K \ C) est localement homotopiquement négligeable dans
2% Puisque g(L) est un Z-ensemble, il en est donc de méme de g(K), d’ou
le lemme.

3.10. Remarque et probléme. Soit ANR.(R?) I'ensemble des ré-
tractes absolus de voisinage connexes de R?. Il est facile d’adapter la démon-
stration du lemme 3.9 pour montrer que (C(R?), L(R?), L(R?) \ ANR.(R?))
est fortement (IC, My, Ms)-universel. 1l suffit, pour x ¢ C, de poser

g(z) = |J [wa,e(@)(A@)] U {ar} x [a — 2¢(x), as + 2¢(2)]]
ach(x)
U [[a1 — 2e(x), a1 + 2e(x)] x {az2}],
ou a = (ay,asz).

Par contre, nous ignorons si L(R?) est contenu dans une réunion dé-
nombrable de Z-ensembles de C'(R?). C’est le seul point restant a élucider
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pour déterminer si (C(R?), L(R?), ANR.(R?)) est lui aussi homéomorphe a
(Q x @, B x Q, B x (@ \ B~)) \ {point}.

4. Le triplet (c.e.(R?), AR(R?),a(R?)). Les méthodes que nous utilise-
rons pour étudier le triplet (c.e.(R?), AR(R?), a(R?)) sont des modifications
de celles développées dans [4] et [5]. Comme dans ces deux articles, il est
commode d’identifier R? au plan complexe C et, plutot qu’avec R?, de tra-
vailler avec le disque unité ouvert D = {z € C : |z| < 1}. Nous prouverons
donc le résultat qui nous intéresse sous la forme suivante :

4.1. THEOREME. (c.e.(D),AR(D),AR(D) \ a(D)) est homéomorphe a
(R x (R™)®,R® x T, X x 5°).

Pour a dans R? et ¢ > 0, nous posons B(a,e) = {z € R? : |z —a|] < &}
et S(a,e) ={x €R?: |z —a| =¢}.

Nous commencerons par une observation géométrique qui permet de sim-
plifier et de généraliser certains des arguments et résultats de [4] et [5]. Pour
g > 0, soit a. : R™ — R la fonction définie par

t sie <t
ac(t) = { (2—t/e)(2t —e) sieg/2<t<e¢,
0 sit<e/2.
Cette fonction dépend continiiment de ¢ et est de classe C! sur ]e/2, ool
Pour a dans R? et ¢ > 0, soit k(a,¢) la fonction de R? dans R? définie
par
k(a,e)(a) = a,
k(a,e)(z) = ac(|z - a)

T —

|x—Z|+a six # a.

Cette fonction est I'identité hors de B(a, ), contracte B(a,c/2) en a, envoie
chaque demi-droite d’origine a dans elle-méme et est de classe C1 sur R? \
B(a,e/2).

Si a est un extrémité d’un arc K, la demi-tangente & K en a est, quand
elle existe, la limite, quand le point  de K'\{a} tend vers a, de la demi-droite
d’origine a passant par z; c¢’est donc une demi-droite de la forme a + Rt e
pour un certain 6.

4.2. LEMME. Soient a € R%, ¢ > 0 et K un arc de R? dont a est une
extrémité et ayant en a la demi-tangente a + Rt e . Alors, la fermeture L
de L = k(a,e) (K \ {a}) est un arc dont l'une des extrémités est le point
a+ (g/2)e'% et LN B(a,e/2) = {a+ (¢/2)e?}.

Démonstration. Evidemment, L\ L est un sous-ensemble non vide
de S(a,e/2). Etant donné n > 0, il y a un voisinage V de a tel que tout
point de V N (K \ {a}) soit de la forme a + re?® avec 0 € |6y — n, 00 + n|.
Alors, k(a,e)™1(V) est un voisinage de B(a,£/2) tel que tout point de
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k(a,e)~ (V)N L soit de la forme a+7'¢?? avec v’ > /2 et 0 € 100 —n,00+1n].
Comme 7 est arbitraire, cela montre que {a + (¢/2)e?} est le seul point de
LN B(a,e/2). Tl est facile de voir que tout point de L autre que le point
a+ (g/2)e? et le point y tel que k(a,e)(y) soit I'extrémité de K distincte
de a sépare L, ce qui entraine que L est un arc dont a + (¢/ 2)e? est une
extrémité ([31], p. 54).

4.3. LEMME. Il existe une homotopie A : c.e.(D) x I — c.e.(D) et une
fonction continue X : c.e.(D) x ]0,1] — c.e.(D) vérifiant

(1) Ag = 1d7

(ii) pour (C,t) € c.e.(D) x ]0,1], A(C,t) est un arc ayant une paramét-

risation C1 par morceauzr dont \(C,t) est l'une des extrémités, et A(C,t)
admet en \(C,t) la demi-tangente \(C,t) + R™T.

Démonstration. Soit c.e’(D) le sous-ensemble de c.e.(D) formé des
continus non dégénérés. Le lemme 3.3 de [4] nous donne une homotopie
U :ce (D) x I — ce.(D) vérifiant
(1) Wy = id,

(2) Y(c.e.(D) x ]0,1]) C c.eX(D).
Quitte a reparamétrer ¥, nous pouvons supposer que

(3) o(C,W(C1)) <t Y(C,t) € ce (D) x 1.

En modifiant légérement la démonstration du lemme 5.2 de [4], nous
allons construire une homotopie O : c.e¥(D) x I — c.e¥(D) et une fonction
continue ¢ : c.e¥(D) x 0,1] — D vérifiant

(4) o(C,OC,t) <t V(C,t)€ece(D)xI,

(5)  pour (C,t) € c.e¥(D) x ]0,1], ©(C,t) est un arc ayant une paramétri-
sation C'! par morceaux dont ¢(C,t) est une extrémité et qui admet
en o(C,t) la demi-tangente ¢(C,t) + RT.

La fonction ¢ est celle utilisée dans la démonstration du lemme 5.2 de [4].
Nous prenons un chemin 6 : [0,1] — C(D) vérifiant

(6) 0(0) =D,

(7)  pour 0 <t <1, 0(t) est un arc semi-linéaire d’extrémité 0 contenant
un segment horizontal d’extrémité 0.

Utilisant ce chemin @ a la place de celui du lemme 5.1 de [4], nous
définissons alors # par les mémes formules que dans la démonstration du
lemme 5.2 de [4], donc, pour ¢ > 0, nous avons

9(07 t) = g(ca t) ° T(C7 t)(e(v(c’t)))a
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ott v(C,t) > 0, 7(C,t) est un homéomorphisme radial de D sur un disque de
centre 0 et g(C,t) est une représentation conforme de domaine D telle que
g'(C,t)(0) > 0; la condition (5) résulte alors de (7), la positivité de ¢'(C,t)
garantissant que la demi-tangente en ¢(C,t) est bien ¢(C,t) + RT. Pour
obtenir (4), il suffit de reparamétrer © et ¢ (la méme reparamétrisation
pour les deux fonctions).

Nous pouvons maintenant définir A et A comme suit :

A(C,0) = C,
A(C, 1) = O(F(C, 1), 1),
)‘(C’ t) = (P(JI(C’ t)’ t),

Le théoreme 4.1 résultera du théoreme 2.5, de la proposition 2.6 et des
quatre lemmes suivants.

(C,t) € ce.(D) x ]0,1].

4.4. LEMME. c.e.(D) est homéomorphe a R

Démonstration. D’apres [4], c.e.(D) est un rétracte absolu topologi-
quement complet. Il suffit donc de vérifier 'affirmation suivante, qui est une
version de la caractérisation classique de Torunczyk.

AFFIRMATION. Soient U un recouvrement ouvert de c.e.(D) et {fn}02,
une suite de fonctions continues de @ dans c.e.(D). Il existe alors une suite
{gn}52, de fonctions continues de @ dans c.e.(D) vérifiant

(i) Vn > 1, g est U-proche de f,
(ii) la famille des images {gn(Q)} est localement finie dans c.e.(D).

Prenons une fonction ¢ : c.e.(D) — 10, 1] vérifiant
(1) siC, C" appartiennent a c.e.(D) et si o(C,C") < 3¢(C), alors C et C”
sont contenus dans un méme élément de U,
(2)  2¢(C) < d(C,R*\ D).
Prenons ensuite une fonction continue w : c.e.(D) — |0, 1] vérifiant
3) o(C, A(C,w(C))) < e(O).

Pour n > 1 et # € Q, posons hl(z) = A(fu(z),w(fn(7))) et an(x) =
A fn(2),w(fn(2))). Les fonctions hl : Q@ — c.e.(D) et a, : Q — D sont
continues et, d’apres (3), nous avons

(4) o(fal@), hy(2)) < e(falz)) Vo€ Q.

Il résulte de (4) et (2) que le disque fermé B(a,(x),(fn(x))) est contenu
dans D. D’apres les lemmes 4.2 et 4.3, la fermeture h2(z) de I'ensemble
k(an(z),e(fn(x)) (AL (x) \ {an(z)}) est un arc ayant en commun avec
B(an(z), 2(fa(2))) le seul point a,(z) + 1e(fn(z)). Il est clair que hZ(z)
dépend contintiment de x et, puisque k(an(z),e(fn(z))) laisse invariante
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chaque demi-droite d’origine a,(z) et est l'identité hors de B(a,(x),
e(fn(x))), nous avons

(5) o(hy(2), hi (2)) < e(fu(2)).
Pour n > 1 et x dans ), posons
= {an(2) + fe(fn(2))(1+€?): 0 <0 <27 —1/n}.

X, (z) est donc un arc du cercle de centre a,(z) + 3e(fn(2)) et de rayon
1€(fn(x)) dont 'une des extrémités est le point a,(z) + 5e(fn(z)). Posons
alors, pour n > 1l et x € Q,

gn(z) = hp(2) U Xy (2).
Il est clair que g, (x) est un arc et que la fonction g, : @ — c.e.(D) est

e
continue. Du fait que X,,(z) est contenu dans B(a,(z), 3&(fn(z))), nous
déduisons que

(6) o(h (), gn(x)) < e(fu(2)),
d’ou, d’apres (4), (5) et (6),
(7) o(fn(), gn(2)) < 3e(fn(2)),

ce qui, d’apreés (1), entraine que g, est U-proche de f,. Si la famille
{gn(Q)}5%, n’était pas localement finie dans c.e.(D), il existerait une suite
croissante d’indices {n;}$2; et une suite de points {x;}5°, de @ telles que
la suite {gn,(x;)} converge vers un élément Cy de c.e.(D). Posant a; =
an; (fn; (z:)) et &; = e(fn,(zi)), nous pouvons supposer que la suite {a;}
converge vers un point ag de D et que la suite {&;} converge vers ¢ € [0, 1].
Alors €g > 0 car, dans le cas contraire, il résulterait de (7) que la suite
{fn;(x;)} convergerait aussi vers Cj et, € étant continue, {&;} convergerait
vers £(Cp) > 0, ce qui est contradictoire.

Evidemment, la suite {X,,, (z;)} converge vers le cercle S (ao+ 1<, 3€0),
qui est donc contenu dans Cy. Aucun point y de lintérieur de ce cercle
ne peut appartenir & Cp, car sinon y serait limite d’une suite {y;} avec
y; € h2 .(z;) pour tout i, ce qui est impossible car y est intérieur au disque
B (ao, 250) tandis que h2 () est disjoint de I'intérieur du disque B (az, Qez)
Puisque Cy est contenu dans D, contient S (ao + 450, 450) mais pas son
intérieur, il sépare le plan, contrairement a I'hypothese qu’il appartient a
c.e.(D).

4.5. LEMME. (AR(D),AR(D) \ a(D)) appartient ¢ (Ma, F).

Démonstration. D’aprés un théoréme de Borsuk ([3], p. 132), nous
avons AR(D) = L(D) Nc.e.(D). Puisque L(D) appartient a Mo, il en est
de méme de AR(D). Soit Z; le sous-ensemble de C'(D) formé des continus

réduits a un point. Pour n > 1, soit Z,, ’ensemble des continus K de C(D)
pour lesquels il existe des continus X1, X5, X3 et des points x1, x2, T3
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vérifiant K D X1UXoUX35, X1NXoNX3 # @, r; € X; et d(l’i,Xi+1UXi+2) >
1/n (i modulo 3). Les Z,, n > 0, sont fermés dans C'(D). Mais un rétracte
absolu plan non dégénéré ou bien contient un disque, ou bien est une dendrite
donc ce n’est pas un arc si, et seulement si, il contient une triode, d’ou
AR(D)\ a(D) = AR(D) N (Us—y Zn), ce qui montre que AR(D) \ a(D) est
un F, dans AR(D).

4.6. LEMME. AR(D) est contenu dans une réunion dénombrable de Z-
ensembles de c.e.(D).

Démonstration. Les lemmes 3.3 et 5.2 de [4] entrainent I'existence
d’une déformation instantanée de c.e.(D) en le sous-ensemble P(D) des
pseudo-arcs contenus dans D. Comme P(D) est topologiquement complet,
donc un G dans c.e.(D), son complémentaire, qui contient AR(D), est une
réunion dénombrable de Z-ensembles, d’ou le lemme.

4.7. LEMME. (c.e.(D),AR(D),AR(D) \ a(D)) est fortement (Mi, Ma,
F,)-universel.

Démonstration. D’apres la proposition 2.2, il suffit de prouver que,
pour tout triplet (K, L1, Ly) appartenant a (Mi, May, F,), tout ouvert U
de c.e.(D), toute fonction continue f de K dans U et tout recouvrement
ouvert U de U, il existe un Z-plongement g de K dans U qui est U-proche
de f et vérifie g7 (AR(D)) = Ly et g~ (a(D)) = Ly \ Ls. Compactifiant K,
le lemme 3.6 nous permet de supposer que K est un sous-ensemble de @ tel
que K N¢y = L.

Prenons une fonction continue € : U — 0, 1] vérifiant
(1)  si C appartient a U et si C' € c.e.(D) vérifie o(C,C") < 3¢(C), alors

C et C’' sont contenus dans un méme élément de I/,
(2)  2¢(C) < d(C,R%*\ D).
Soit w : U — ]0, 1] une fonction continue vérifiant

3) o(C, A(C,w(C))) < ().

Pour z dans K, posons hl(z) = A(f(z),w(f(2))) et a(z) = \(f(2),
w(f(z))). Les fonctions h! : K — c.e.(D) et a : K — D sont continues et,
d’apres (3), nous avons

(4) o(f(),h'(x)) < e(f(x)) Va e K.

D’apres (4) et (2), le disque B(a(z),e(f(x))) est contenu dans D. Soit
h?(x) la fermeture de I'ensemble k(a(x),e(f(z))) " (h'(x)\ {a(z)}); d’apres
les lemmes 4.2 et 4.3, c’est un arc ayant en commun avec B(a(z), 3e(f(z)))
le seul point a(z) + &(f(z)). La fonction h? est continue et nous avons

() o(h* (x), h*(x)) < e(f(x)).
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Nous avons besoin d’une construction auxiliaire. Pour A C R?, nous
posons c.e.(A) = C(A) Nc.e.(R?).

4.8. LEMME. Il existe un plongement X : Q — C(D) vérifiant
) Vo € Q, X(x) a un intérieur vide,
7) X~1(c.e.(D)) = K,
) X UAR(D)) = Ly,
) X'(a(D)) = Ly \ Lo,
10)  Vz € K, h?(z)U[u(a(z), 5e(f(2))) (X ()] est homéomorphe a X (z),
11)  six, 2’ sont deux points de K tels que
P2(2) U [u(a(e), b)) (X ()]
= 22(') U [u(a(a’), Se(F@)) (X (@),
alors X (x) = X (2').

Supposons ce lemme démontré. Les conditions (2), (4) et (5) entrainent
que, pour x dans K, 'ensemble

g(z) = h*(2) U [u(a(z), 5e(f(x))) (X (2))]
est contenu dans D. D’apres (7)—(1 ),
9 (AR(D)) = L1 et g~'(a(D)) =

g(K) est contenu dans c.e.(D),
L; \ Ly. La fonction g est continue

et vérifie

(12) o(h*(x), g(x)) < e(f (@),
ce qui, avec (4) et (5), entraine

(13) o(f(2),9(x)) < 3e(f())-

D’apres (1), g est U-proche de f; en particulier, elle est a valeurs dans U.
La condition (11) garantit que g est injective, donc, pour prouver que c’est un
plongement fermé dans U, il suffit de montrer que si {z;}$2; est une suite de
points de K telle que {g(z;)} converge vers un élément C’o de U, alors la suite
{z;} a une sous-suite qui converge dans K. Posant, pour i > 1, &; = e(f(z;))
et a; = a(x;), nous pouvons supposer que {¢;} converge vers ¢g € [0, 1], que
a; converge vers un point ag de D et que {x;} converge vers un point o
de Q. Supposons que xy n’appartienne pas a K; d’apres (7), X (zq) sépare le
plan. Nous avons €g > 0 car, dans le cas contraire, il résulterait de (13) que
la suite {f(z;)} convergerait aussi vers Cy, et {;} tendrait vers (Cp) > 0,
ce qui est contradictoire. La suite {u(a;, 3¢;)(X(z;))} converge alors vers
u(ao, %60)(X($0)), qui est un sous-ensemble de B(ag, %60) contenu dans
Cy et séparant le plan. L’intérieur de B(ao, %60) contient donc un point y
appartenant & une composante bornée de R? \ u(ao, %60) (X (zp)). Ce point
ne peut appartenir a Cp, car sinon il serait limite d’une suite {y;} avec
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y; € h?(z;) pour tout i, ce qui est impossible car h?(x;) est disjoint de
Iintérieur de B (ai, %52) Mais alors, ¢ est aussi contenu dans une composante
bornée de R? \ Cy, ce qui contredit le fait que Cy € c.e.(D).

Pour voir que g(K) est un Z-ensemble dans U, remarquons que l'intérieur
de chaque ensemble g(z) est vide, alors que les lemmes 3.3 et 3.2 de [4]
garantissent 1’existence d’une déformation @ de c.e.(D) telle que @(C, t) soit
un disque fermé pour ¢ > 0, donc vérifiant @(c.e.(D) x ]0,1]) Ng(K) = 0.

Pour démontrer le lemme 4.8, nous avons besoin de quelques construc-
tions préparatoires. Si a et b sont deux points de R?, nous noterons ab le
segment de droite (éventuellement dégénéré) d’extrémités a et b. Pour n > 0,
nous notons a, = (27",0) et b, = (27",27").

La premieére construction auxiliaire est une variante du lemme 3.7.

4.9. LEMME. Il existe une fonction continue S : Q — c.e.(I?) vérifiant
STH(AR(I?)) = S~ Y(a(I?)) = ¢o.
Démonstration. Pour x = (z,) € Q et n > 1, posons s,(z) =

(27" 2=+ 2). On vérifie facilement que la fonction S définie par

o0

S(x) = {0} x [0, 1] U | (ansn(2) U sn(2)an_1)

n=1

est continue et a les propriétés souhaitées.

4.10. LEMME. Si F' est un sous-ensemble de type F, d’un espace métrique
Y, alors il existe une fonction continue T : Y — AR(I?) telle que T~ (a(I?))
=Y \F.

Démonstration. Supposons la distance d de Y bornée par 1. Soit
F = UZO:1 F,, ot les F,, sont fermés. Pour n > 1, définissons ¢, : ¥ — R?
par t,(z) = (27" —2-("*2)d(z, F,), 0). Il est facile de vérifier que la fonction
T définie par

T(z) = {0} Uagar U | (anbp Ubptn(2) Uty (2)an_1)

n=1

est continue et a la propriété souhaitée.

4.11. LEMME. Il existe une fonction continue A : Q — C(I?) vérifiant
A=Y ce.(I?) = A~ a(I?) = K.

Démonstration. Supposons la distance d de () bornée par 1. Puisque
K appartient & M1, Q\ K est un F,; soit Q \ K = J,—, Fy, olt les F, sont
fermés. Pour n > 0, soit ¢, = (21 277). Pour z € Q et n > 0, soit
dp(z) = (27" — d(z, F,)2~ (™2 0). On vérifie facilement que la fonction A
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définie par

A(x) = {0} U | (@nbn Ubncy U cndp () U ang1dn(x))
n=0

est continue et a les propriétés souhaitées.

Démonstration du lemme 4.8. Soit E = [0,3/4] x [0,1/4]. Soit
F un sous-ensemble de @ de type F, tel que FNLy = Lo. Le lemme 4.10 nous
donne une fonction continue T': Q@ — AR(I?) telle que T 1(a(I?)) = Q\ F.
S et A étant les fonctions des lemmes 4.9 et 4.11, définissons X; : Q — C(E)
par

Xi(w) = (35(@) U ((3,0) + 3T (@) U ((5,0) + 14(x)).

Convenant que zsin(1/x) = 0 pour z = O posons

(o () ) s )
e (29 o)

Alors A; (resp. Ay) est un arc n’ayant pas de demi-tangente en son extrémité
= (0,1) (resp. y2 = (1,0)) et n’ayant en commun avec E que son autre
extrémité (0,1/4) (resp. (3/4 0)) qui appartient & X5 (x) pour tout z. Posant

X(x) = Xl(x) UA1 UAQ,

nous obtenons une fonction continue de Q dans C(D). Les conditions (6)—(9)
résultent immédiatement des constructions et des propriétés de S, T et A.
La condition (10) résulte du fait que

R () N [u(a(@), 3e(f(2))) (X (2))] = {a(z) + 3e(f(2))},

qui est une extrémité commune aux arcs h?(z) et u(a(z), 3e(f(x)))(As2).

Pour vérifier (11), quelques observations géométriques sont nécessaires.
La condition (ii) du lemme 4.3 garantit que, pour tout x € K, h'(z) a une
paramétrisation C'! par morceaux; il en est donc de méme de h?(z)\ {a(z)+
3e(f(z))} puisque la restriction de k(a(z),e(f(z))) & R*\ B(a(x), 5¢(f(z)))
est un C'*-difféomorphisme. Avec le choix de A; et As, cela permet de vérifier
que, pour z dans K, I'ensemble M (z) = h?(z) U [u(a(z), 3e(f(2))) (X (z))]
possede les propriétés suivantes :

(14)  M(x) contient exactement deux points z ayant dans M (x) un voisi-
nage V' (z) qui est un arc dont z est une extrémité, a savoir I'extrémité
zo de h*(z) qui est distincte de a(z) + 3e(f(z)) et 21 = u(a(z),

3¢(f(@))) ().

(15)  V(zp) a une demi-tangente en zy tandis que V(z1) n’a pas de demi-
tangente en z.
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(16)  Tout point z de h?(z) \ {20} a dans M( ) un VOlSlnage V(z) qui
est un arc; si z # 22 = a(z) + 3e(f(w) se(f(2)))(y2),

(a(x)
V(z) a deux demi-tangentes en z, tandls que V(z ) a au plus une
demi-tangente en zs.

11 est facile de déduire de (14)—(16) que si x et =’ sont deux points de K
tels que M (z) = M(z'), alors h?(z) = h2(2'),
(17) u(a(z), 3e(f(2))) (X(2)) = u(a(z'), 3e(f(2))) (X (2"))
et
zi = u(a(z), 3e(f(2))) (i) = u(a(), 5e(f(2"))(y:) pouri=1,2.
Comme la distance entre u(a,e)(y1) et (a
€

S(£(2)) = =(f(a')). Puisque a(z) = 22 — Le(f(
a(z’). Mais alors, (17) entraine X (z) = ( N,

£)(y2) est V2¢, cela entraine
x)), nous avons aussi a(z) =
ol

dott (11).

5. Le couple (C(R?),c.e.(R?)). Bien que C(R?) soit homéomorphe
a Q \ {point} et c.e.(R?) & P, les remarques qui suivent montrent que
(C(R?), c.e.(R?)) n’est pas homéomorphe & (Q, P) \ {point} et que C(R?)\
c.e.(R?) n’est homéomorphe & aucun des espaces classiques de la topologie
de la dimension infinie.

(A)  C(R?)\ c.e.(R?) nest pas localement homotopiquement négligeable
dans C(R?).

Dans le cas contraire, pour tout ouvert U de C(R?), I'inclusion de U N
c.e.(R?) dans U serait une équivalence homotopique. Prenons pour U 1’en-
semble C(IR?) des continus contenus dans R? = R? \ {0}. Alors, C(R?) est
contractile, mais, d’apres le lemme 7.1 de [4], c.e.(R?) a le type d’homotopie
de R2, donc n’est pas contractile.

(B)  c.e.(R?) est localement homotopiquement négligeable dans C(R?).

En effet, soit ¥ : 28" % I — 2% une homotopie vérifiant

(1) o(C,U(C, 1) <t Y(Ct)e2® xI,
(2) U(C,t) est fini sit > 0.
Pour C' dans C(R?), posons
o(C,0) =C,
P(C,t) = U S(a,2t) pourt > 0.
ac¥(C,t)

On vérifie que @(C, t) est connexe et que (C(R?)x ]0,1]) C C(R?)\c.e.(R?),
d’ou (B).
(C)  C(R?)\ c.e.(R?) est o-compact.

Car c.e.(R?) est un G5 dans C(R?).
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(D)  C(R?)\ c.e.(R?) est de premiére catégorie, mais n’est pas réunion
dénombrable de Z-ensembles.

En effet, puisque C(R?) \ c.e.(R?) est o-compact, mais n’est localement
compact en aucun point, il est de premiére catégorie. S’il était réunion
dénombrable de Z-ensembles, il serait, d’apres (B), contenu dans une réunion
dénombrable de Z-ensembles de C(R?), donc serait localement homotopi-
quement négligeable dans C(R?), contrairement & (A).

(E) C(R?)\ c.e.(R?) est fortement K-universel.

Il faut vérifier que, étant donnés un compact K, un fermé L de K et
un n > 0, toute fonction continue f de K dans C(R?) \ c.e.(R?) telle que
fIL soit un Z-plongement peut étre n-approximée par un Z-plongement g
tel que g|L = f|L. Nous pouvons supposer que f(L)N f(K \ L) = (). Posons
alors, pour z dans K \ L,

e(z) = g min(n, o(f(2), f(L)))-

Soit ¢ = (¢5) un plongement de K dans Q tel que ¢, (z) = ¢,(2’) pour
presque tout n entraine x = 2’. Notant S1 = {z € R? : |z| = 1}, définissons
une fonction ¢ : Q — C(R?) en posant, pour ¢ = (g,) dans Q,

oo

E(q) = ST U (L2l x o u | {2 - 1/n} x [0,g.27"].

n=1
¥ étant comme dans (B), définissons g : K — C(R?) par

(m)_{f(ﬂf) sixz e L,
g Uaew(f(2).e(x)) w(a: 26(x))(§ 0 p(x)) siz & L.

Pour z € K \ L, g(x) est un continu de dimension un contenant un cercle,
donc appartient & C'(R?) \ c.e.(R?). On vérifie que o(¥(f(x),e(z)), g(x)) <
6e(z), d’ou o(f(x),g(x)) < Te(x) <1, ce qui entraine que g est continue et
que 9(L) N g(K\ L) = 0.

Pour voir que g est injective, il suffit donc de montrer que si z, 2’ sont
deux points de K \ L tels que g(x) = g(2'), alors z = z’. Mais g(x)
est la réunion des cercles S(a,2e(x)) avec a € ¥(f(z),e(x)), qui sont en
nombre fini, et d’'un ensemble dénombrable de segments de droite. Comme
l'intersection de S(a,2e(x)) avec un segment ou avec un cercle S(a’,e’) tel
que a’ # a ou €’ # 2¢(x) contient au plus deux points, ’égalité g(x) = g(a’)
entraine £(z) = e(2) et ¥(f(x),e(x)) = ¥(f(2'),e(a’)). Si a est un point de
U(f(x),e(x)) dont I’abscisse est maximale, alors, pour presque tout n,

9(@) N [u(a, 2¢(@))({2 — 1/n} x [0,27"])
— u(a, 2¢())({2 — 1/n} x [0, pn(2)27").
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La relation analogue pour x’ donne ¢, (x) = @, (z’) pour presque tout n,
d’ott x = 2’ d’apres le choix de .

D’apres (B) et le lemme 2.6 de [7], g(L) est un Z-ensemble dans C(R?).
L’ensemble g(K \ L) est localement homotopiquement négligeable dans
C(R?) car g(z) a un intérieur vide si z € K \ L, et il y a une déformation
instantanée de C(R?) en l'ensemble des continus dont P'intérieur n’est pas
vide. Par suite, g(K ) est un Z-ensemble dans C'(R?), donc aussi dans C(R?)\
c.e.(R?) d’apres (B) et le lemme 2.6 de [7].

Soit 0 = {x € R* : x,, = 0 pour presque tout n}.
(F) (C(R?)\ c.e.(R?)) x o est homéomorphe a X.

D’apres (B) et (C), X = (C(R?) \ c.e.(R?)) x o est un rétracte absolu
o-compact. Puisque o est réunion dénombrable de Z-ensembles au sens fort,
X aussi. Alors, tout Z-ensemble dans X est un Z-ensemble au sens fort et
X est fortement K-universel d’apres (E), d’ou (F).

5.1. Remarque et probleme. Il semble qu’il existe une grande
variété de sous-ensembles o-compacts X de @ tels que le couple (@, X)
vérifie 'analogue des conditions (A)—(F) ci-dessus. Un tel exemple a déja
été donné, p. 839 de [15], par Curtis, Dobrowolski et Mogilski; cet exemple
est d’une nature différente de celui considéré ici car @\ X n’est pas contrac-
tile. Il serait intéressant d’avoir des caractérisations topologiques du couple
(C(R?),c.e.(R?)) et de I'espace C(R?) \ c.e.(R?).
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