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Sur une conjecture de Pohst
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Introduction. Soit n nombres réels x1,...,x, distincts, ordonnés par
ordre croissant
lz1| < ... <|zpl

Considérons la quantité

o= I a2 =(I[wlo) I 0-wfe’

1<i<j<n 1<i<j<n
n
2(7—1
_ (H ;|20 >)pn.
Jj=2

Pohst [3] a montré, pour n < 11, I'inégalité
P, < 4ln/2

et conjecturé que l'inégalité précédente était valable pour tout n > 2.

Une telle inégalité intervient a propos d’estimations de régulateurs de
corps de nombres. Mais elle peut étre utile également pour des majora-
tions de discriminants de corps de nombres totalement réels, grace a la
détermination de nombres de Pisot [2] § = 6; totalement réels, de degré
n, de “mesure pondérée” p(f) minimale, ott u() = 071052 ... 0, si
0o, ...,0,_1 désignent les conjugués de 0 vérifiant |0,,_1| < |02 < ... <
‘92’<1<01:9.

La démonstration de 'inégalité repose sur le lemme suivant et utilise un
argument de théorie des simplexes. Le lemme permet en outre de donner une
nouvelle démonstration de I'inégalité due a Remak [1] : |P,| < n™ lorsque
les z; ne sont plus réels mais complexes.

LEMME. Awvec les notations précédentes, on a ’égalité

Py = Dn/(ﬁ \%‘\2“‘1)) = (det(as))?
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ol

0i = xi/xip1, 1<i<n-—1,

_ J=i j—i—1 : :
Qij = 0; Qi1 ---05-1, J>1,
_ 2 i—j—1 .
Qij = 0j+10542---0;,_1 j<i—1,

az; = a;;—1 = 1.
Preuve. Posons 8, = |det(z?"')| = \/D,, et montrons que
|60 /w23 .. 2t = |det(ayj)|-

Soit X = (xffl) Soit B la matrice diagonale telle que b1y = 1 et b; =
1/@ix;—q ... 29 pouri > 2. Soit C' la matrice diagonale telle que ¢17 = oo = 1
et ci; = 0. 2075 ... 09, i > 3. Comme det(B)det(C) = 1/mpx3 ... 2771 il
suffit de montrer que CX B = A. Posons XB = (d;;). On a

dij = Zl’zkbk] = .Tl/‘ijbjj = xz_l/le‘j_l ... T2, ] > 27
k
dil =1.
Posons C(X B) = (r;;). On vérifie que r;; = ¢;;dij = a;j.

COROLLAIRE. Soit n nombres complexes x1, ..., xz,vérifiant |x1| < |za| <
oo < |apl. Alors

Pal= [ 1 —ai/z)® <n™
1<i<j<n
Preuve. On garde les notations du lemme. Comme |a;;| < 1, il suffit
d’appliquer l'inégalité de Hadamard.

THEOREME. Avec les notations précédentes, si les x; sont réels, 1 < i <
n, on a l'inégalité
P, < 472
ol [x] désigne la partie entiére de x.

Preuve. Selon les notations du lemme, 6,, = |det(o1, ..., 0n)|.

Comme le déterminant est une combinaison linéaire des éléments d’une
ligne, on considere d’abord le simplexe des éléments positifs de la i-ieme
ligne {a;; : 0 < a;; <1, j € J(i)}. Comme le déterminant ne peut prendre
son maximum qu’en un sommet du simplexe, on en déduit que pour la valeur
maximum du déterminant, les éléments positifs de la i-ieme ligne valent 0
ou 1. Un raisonnement analogue entraine que pour le maximum de §,, les
éléments négatifs de la i-ieme ligne valent 0 ou —1.

D’apres expression précédente de 9, trouvée dans le lemme, on en
déduit que 0,, est maximum pour g; € {—1,0,1}, 1 <i <n.

Notons alors -, le maximum de d,.

Si op—1 = 0, alors d,, = |det(o1,...,0n-1)]; do0 6, < Yp_1.
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Si 0,1 = 1, alors 'avant-derniere et la derniere ligne de d,, sont iden-
tiques; par suite d,, = 0.

Supposons donc g,_1 = —1.
(a) Si on—2 =1, les (n — 2)-ieme et (n — 1)-ieme lignes de §,, sont égales;
d’ou 6,, = 0.

b) Si 9,—2 = —1, la (n — 2)-iéme ligne est 'opposée de la derniere ligne;

¢) Si gp—2 =0, d,, s’écrit

0...0 -1 1 1

d’ou apres avoir ajouté I’avant-derniere ligne a la derniere ligne, on obtient
Op = 20p_2 < 279, _2.

Par suite 7, = sup(vn—1,2vn—2)-

Raisonnons alors par récurrence. On a o = 3 = 2; supposons ~y; = 2[#/2]
pour 2 <:<n—1.

Si n = 2k, on en déduit o = 2y95_o = 20"/2]

Sin=2k+1, on a alors yor+1 = 27v25-1 = Yok = 2ln/2]

En résumé, si n est pair, le maximum est atteint pour les ¢ d’indice pair
nuls et les ¢ d’indice impair égaux a —1.
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