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Introduction. Soient K un corps de nombres et 6 un entier algébrique
de module > 1 et de polynéme minimal P sur K. Alors 6 est dit K-nombre de
Pisot (resp. de Salem) si pour tout plongement o de K dans C le polynéme
o P posseéde une unique racine de module > 1 et aucune (resp. au moins
une) racine de module 1. Ces nombres ont été définis par A. M. Bergé et
J. Martinet [1] et ont été étudiés par M. J. Bertin qui a considéré le cas ou
K est un corps quadratique réel [2].

On considere ici deux cas : ou K est un corps quadratique imaginaire
et ou K est un corps cubique totalement réel. Le but est de déterminer des
polynomes réciproques de petite mesure.

On commence par déterminer les K-nombres de Pisot de petite mesure
dans ces deux cas. Ces résultats sont présentés dans le théoreme 2, ou on
détermine tous les K-nombres de Pisot non réels de mesure < 2 dans le cas
ou K est quadratique imaginaire, et dans le théoreme 4, oti on détermine
tous les K-nombres de Pisot qui ne sont pas des Q-nombres de Pisot, de
mesure < 4, ou K est un corps cubique totalement réel.

La preuve du théoreme 2 est basée sur les transformées de Schur et celle
du théoreme 4 sur Palgorithme de Schur généralisé [2]. Ensuite, en utilisant
la construction de Salem, on détermine des K-nombres de Salem de petite
mesure pour ces deux cas. Dans le cas quadratique imaginaire en appliquant
la construction de Salem aux K-nombres de Pisot du théoréme 2 on trouve
des K-nombres de Salem non réels de mesure < 1.69, et dans le cas cubique
totalement réel en appliquant cette construction aux K-nombres de Pisot
du théoréeme 4 on trouve un seul K-nombre de Salem de mesure < 3, les
autres polynémes ont 1 ou 2 conjugués hors du disque unité.

Les calculs sont faits grace au systeme Pari [9].

1. Rappels et résultats préliminaires

DEFINITION 1. Soit # un entier algébrique de polynéme minimal F' sur
Q tel que F(z) = (z —01)(z — 02)...(2 — 0,,). La mesure de 6 (ou bien
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de F) est le nombre réel M (6) (ou bien M (F')) défini par

M) = J[ max{1|6:]}.

1<i<n

DEFINITION 2 [1]. Soit K un corps de nombres. Un entier algébrique 6
de module > 1 est dit K-nombre de Pisot (resp. de Salem) si au dessus de
tout plongement de K dans C il admet un unique conjugué de module > 1
et (resp. au moins un) aucun conjugué de module 1.

La valeur absolue d’un @Q-nombre de Pisot (resp. de Salem) est un nombre
de Pisot (resp. de Salem).

Généralisation de la construction de Salem. Dans tout ce qui suit, K
désigne un corps quadratique ou bien un corps de nombres totalement réel,
G 'ensemble des plongements de K dans C et # un entier algébrique dont le
polynome minimal sur K, noté P, est non réciproque. (Un polynome P de
degré d est dit réciproque si la fraction P*/P est constante, ou le polynome
P* est défini par P*(z) = 2?P(1/z), P étant le polynome dont les coefficients
sont les conjugués complexes des coefficients de P.)

Si 6 est de module supérieur a 1 et si toutes les autres racines de P sont
de module inférieur a 1 alors ’équation

2"P(z)+eP*(2) =0, e==l1,

admet a partir d’un certain rang (dépendant de # seulement) une seule racine
T, hors du disque unité et une seule racine a 'intérieur du disque unité. De
plus, la suite 7,, converge vers 6.

Si K est un corps quadratique imaginaire on peut prendre pour € une
unité de K.

La preuve de ce résultat est analogue a celle donnée par Salem pour le
cas K = Q [4].

La méthode. Soit § un K-nombre de Pisot et ¢ € G. Le polynéme o P
admet une seule racine 6, de module > 1 et aucune racine de module 1. De
ce qui précede on déduit I'existence d'une suite d’entiers algébriques (74, )n
convergeant vers 0, telle que les 7, ,, lorsque n est fixé et o parcourt G soient
racines d’'un méme polynoéme unitaire & coefficients entiers rationnels :

[[ z"oP(2) + coP*(2)).
oeG

De plus, chaque 7, ,, admet (a partir d’un certain rang) au moins un conjugué
de module 1. La méthode consiste alors a appliquer la construction de Salem
aux K-nombres de Pisot de mesure minimale.
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Commengons d’abord par donner une minoration de la mesure d’un
polynome non réciproque réductible sur certains corps de nombres primi-
tifs. (Un corps de nombres K est dit primitif s’il n’existe aucun corps in-
termédiaire entre Q et K.)

THEOREME 1. Soient K un corps de nombres totalement réel primitif de
degré d ou bien un corps quadratique de discriminant D et P le polynome
minimal sur K d’un entier algébrique 0. Si le polynéme minimal de 0 sur K
est non réciproque et si pour tout plongement o de K dans C les polynomes
P et o P sont premiers entre eux alors

M(9)*@=D > |D|/d?.

Preuve. Avec les notations précédentes, considérons la fonction non
constante f définie par

f(z) = P(2)/P*(2).
La fonction f est méromorphe dans le disque unité avec r > 0 poles, est de

module 1 sur le cercle unité et admet un développement en série de Taylor
au voisinage de l'origine a coefficients entiers du corps K de la forme

f(z) = Z Up2".
n>0
Comme le corps K est ou bien totalement réel ou bien quadratique, la con-
jugaison complexe commute avec tout élément o de G et par suite on a
I’égalité
(oP)" = o P,

ou oP (resp. o P*) désigne le polynome dont les coefficients sont les con-
jugués par o des coefficients de P (resp. de P*).

Considérons alors la fonction o f définie par

0f(z) = oP(2)/oP"(2),

ol o est un élément de G. La fonction o f est méromorphe dans le disque
unité avec r, > 0 poles, est de module 1 sur le cercle unité et admet un
développement en série de Taylor au voisinage de 'origine de la forme

of(z) = Z ounz",
n>0
ol ou, désigne le conjugué par o de u,.
Soit alors la fonction A définie par
A@z) = [[(0f(z) = 0f(2),  (0.0) € G*.
oFP

Comme le polynéme P est premier a tous ses conjugués, on déduit qu’il en
est de méme pour tout couple de polynémes o P et ¢P si o # ¢, et comme le
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polynéme minimal de 6 sur K est non réciproque on déduit que la fonction
A n’est pas identiquement nulle; de plus, le corps K étant primitif, on déduit
Pexistence d’un entier naturel N (on choisit le plus petit) tel que 'entier uy
engendre le corps K.

Soit H la fonction définie par

H(z) = (A() /20 (T (- 6i2)/(2 - 63)

1<i<k

)2(d71)
ou 6y, ...,0; désignent les conjugués de 6 sur Q hors du disque unité.

La fonction H est une fonction holomorphe sur un ouvert contenant le
disque unité, est de méme module que la fonction A sur le cercle unité,
module qu’on peut majorer par d? grace & l'inégalité de Hadamard. En
outre, sa valeur a l'origine est

H(0) = ( I (oun - ¢uN)) /M ()20,

o

Du principe du maximum on déduit |H (0)| < d9, d’ot le résultat.

2. Cas quadratique imaginaire

2.1. Soit K = Q(\/E) un corps quadratique et # un K-nombre de Pisot
de polynéme minimal P (resp. F') sur K (resp. sur Q). De la définition 2
on déduit que soit P = F' et dans ce cas £6 est un nombre de Pisot, soit
P # F et dans ce cas 6 n’est pas réel et admet deux conjugués sur Q de
module > 1.

Par la suite on va déterminer les valeurs possibles de 6 lorsque d <
0, M(0) < 2 et P # F; pour ceci on a besoin de certains lemmes que
I'on applique plusieurs fois.

LEMME 1. Soient & une unité non réelle d’un corps quadratique K et 0
un nombre réel. Alors on a équivalence entre les assertions suivantes :

(i) 0] est un nombre de Pisot (resp. de Salem);
(i) €6 est un K-nombre de Pisot (resp. de Salem) non réel.

Preuve. Ce cas n’a lieu que si K = Q(v/—1) ou bien K = Q(+/-3). Si
|#| est un nombre de Pisot (resp. de Salem) alors £ est un élément primitif
du corps Q(&, 0) car les plongements de ce corps dans C transforment &0 en
€0, €0, ou bien en des conjugués de module inférieur & 1, et comme & est
non réel on déduit K C Q(&,6) = Q(&0), d’ou le résultat.

Inversement, 1’égalité ££02 = 62 montre que @ est un entier algébrique
de module > 1 et comme K (£0) = Q(£0) = Q(&,0), on déduit que si £ est
de degré 2s sur Q, alors 8 est de degré s sur Q.
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Comme pour tout plongement o de Q(£6) dans C on a
0(£0)] = |o(§)a(0)] = [o(6)],

en considérant les prolongements de I'identité de K on déduit le résultat.

LEMME 2 [10]. Soit f une fonction méromorphe non constante admettant
k péles a Uintérieur du disque unité, vérifiant | f(z)| < 1 sur le cercle unité et
admettant un développement de Taylor au voisinage de l'origine de la forme

f(z) =14u2" +. ..
Alors uy, est non nul.

LEMME 3 (Schur). Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert con-
tenant le disque unité telle que |f(z)| < 1 sur le cercle unité. Une telle
fonction est appelée fonction de Schur. Si f n’est pas constante, alors la
fonction fi définie par

£y = ) =10
2(1 = f(0)f(2))

est aussi une fonction de Schur.

LEMME 4 (Schur). Soit f une fonction de Schur admettant un développe-
ment en série de Taylor au voisinage de l'origine de la forme Y, . unz™.
Alors |up] <1 — |ud].

LEMME 5. Soit f une fonction méromorphe sur un ouvert contenant le
disque unité n’ayant qu’un pole simple de module inférieur a 1, vérifiant
|f(2)] = 1 sur le cercle unité et admettant un développement en série de
Taylor au voisinage de l’origine a coefficients entiers d’un corps quadratique
imaginaire Q(v/d) de la forme

fR)=1+z2+22+usz® +.. . +up2"+...
Alors
(a) sid = —1 alors ou bien u, € Z pour tout n, ou bien
£2) 1—224i2"(1+ 2 — 2?%)
z) = ,
(1 —2z—22)+iz"(1—22)
1 désignant la racine carré de —1;

(b) si d = —3 alors ou bien u, € Z pour tout n, ou bien il existe une
unité non réelle j dans Q(v/d) telle que

foy o Lz E =)
(1—2—22)+j27(1 —22)
(c) sid# —1 et d# —3, alors u, € Z pour tout n.

Preuve. La preuve de ce résultat est identique au cas ou f admet un
développement en série de Taylor a coefficients dans Z [7].
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THEOREME 2. Soient K = Q(v/d) un corps quadratique imaginaire et
0 un K-nombre de Pisot non réel de polynéme minimal Irr(0, K, z) (resp.

Irr(6,Q, z)) sur K (resp. Q) et de mesure M(6).
(a) Sid= —T7 alors M(0) > 2 sauf si
(0, K,2) =22 + (1 +/-T7)z/2 — 1,
Ir(£60,Q,2) =2 + 23 — 2+ 1 et M(0) =1.8832...;
(b) si d = —1 alors M(0) > 2 sauf si
Irr(+0, K, 2) = 2% + 2 + 4,
Ir(0,Q,2) =28 + 224 + 22+ 1 et M(0) =02 =1.7548.... .,
Irr(€0, K, 2) = 23 — 22 + 4,
Irr(£6,Q, 2) = 25 — 225 + 24 +1 et M(0) = 1.8977.. .,
Irr(+6, K, z) = 2* +i2% — 1,
Ir(0,Q,2) = 28 + 25 — 224 + 1 et M(0) =07 =1.9051...,
Ir(€0, K, 2) = 23 (22 +2) — 2 — 1,
Ir(€6,Q, 2) = 25 — 24 + 222 + 22 + 1 et M(0) =1.9922.. .,

ot £ est l'une des puissances de la racine primitive quatrieme de ['unité i et
ot By et 0, désignent les deux plus petits nombres de Pisot;

(c) sid= —3 alors M(0) > 2 sauf si

Irr(nd, K, z) = 2% + jz — 1 ou bien Irr(nd, K, 2) = 22 + jz — 1,
Irr(nd,Q,2) = 22 + 23 — 22 — 2+ 1 et M(0) = 1.7220. ..,

Irr(+6, K, 2) = 23 + jz + 1 ou bien Irr(+0, K, 2) = 23 + jz + 1,
Ir(£60,Q,2) = 20 + 24+ 223 + 22+ 2+ 1 et M(0) = 03 = 1.7548 . . .,
Irr(nd, K, 2) = 23 —j2% —2—j ou bien Irr(nd, K, 2) = 23 —j22 —2— 3,
Irr(nf,Q,2) = 2% — 25 — 24 + 2 +1 et M(0) = 1.8378...,

Irr(+6, K, z) = 2* — j23 + j ou bien Irr(£0, K, 2) = 2* — j23 + 5,
Ir(£0,Q,2) = 28— 2T+ 20+ 24223 +1 et M(0) = 07 = 1.9051.. .,

ou n est l'une des puissances de la racine primitive sixieme de ['unité j =
(14+v=3)/2;
(d) sid# —1,d# —3 et d # —7 alors M(0) > 2.

Preuve. Soit # un Q(v/d)-nombre de Pisot non réel de mesure < 2 et
de polynéme minimal P sur Q(v/d).

Comme P(0) est un entier de Q(v/d) vérifiant |P(0)| < 6] < v/2, il est
alors de module 1.

Supposons d’abord que le polynéme minimal de # sur Q soit non réci-
proque. Du théoreme 1 on déduit que la valeur absolue du discriminant du
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corps Q(v/d) est inférieure & 16 et comme il y a une bijection entre les corps
quadratiques et leurs discriminants on déduit un nombre fini de valeurs
possibles pour d. Considérons alors la fraction rationnelle

f(z) = P(0)P(2)/P*(2).

La fonction f est méromorphe dans le disque unité, admet un pdle simple
1/6 a lintérieur du disque unité, est de module 1 sur le cercle unité et admet
un développement en série de Taylor au voisinage de 'origine & coefficients
entiers de Q(v/d) de la forme

f(2)=1+uiz4+usz® +... Fup2"+...

Montrons en premier lieu que |ui| = 1 et que M(0) > 0o = (1 +/5)/2.

Soit F' la fonction de Schur non constante définie par

F(z) = (1-02)f(2)/(z - 0).
La premiere transformée de Schur de F,
F(z)—F(0
Fl(Z) = ( 7) ( ) )
z(1 = F(0)F(2))

est aussi une fonction de Schur d’apres le lemme 3. Le lemme 4 appliqué a
la fonction F; donne

lur 6 +1—162] < 16> — 1;
d’olt
(1) Jua < 210 = 1)/10] < V2.
La derniére inégalité est due au fait que la fonction (z2—1)/x est strictement
croissante sur ]0, co[. On déduit alors que |u;| € {0,1}.

Le lemme 2 appliqué a la fonction f montre que u; # 0, la fonction f
n’étant pas constante (car les polynémes P et P* sont premiers entre eux).

Remarquons que (1) entraine que u; = 0si |0] < (1 4+ 17)/4.
Par conséquent, on a le résultat suivant :

M@O) > (1 +V17)/4)?* > 0 et |ug| = 1.
Pour la suite, on distingue quatre cas suivant les valeurs de d.

1.d =2 ou d = 3 modulo 4, d # —1. Dans ce cas I'égalité |ui| = 1
entraine que u; = +1.

1l suffit d’étudier le cas u; = 1. En effet, si 6 est un Q(v/d)-nombre de
Pisot associé a f(z), —0 Dest aussi, est associé a f(—z) et est de méme
mesure que 6.



110 T. Zaimi

Considérons la fonction de Schur suivante :

1-02)(1—-6 —f . P
R D (S DI O () NN O}
222(0 — 2)(0 — 2) P*(z)
Le principe du maximum appliqué a la fonction non constante G donne
alors

|’LL2 —ﬂ2| < 2|0|2 < 4;
d’ol1 on déduit I'inégalité
|b2] < 2/vV—d avec wug =as+ibesvV—d et by €Z.

Sid < —5 alors by = 0 et uy = Us. Le lemme 4 appliqué a la premiere

transformée de Schur de G,
Gi(z) = G(2)/z,

donne aussi que uz = ug; ainsi de suite on obtient u,, = u, pour tout n, ce
qui entraine 1’égalité des deux fractions f et f, ce qui est impossible puisque

le polynéme minimal de 6 sur Q est non réciproque.
Si d = —2, considérons la fonction de Schur H définie par

H(z) = f(2)f(=2)(1 = 022%) /(6" — 2*).

Sa premiere transformée de Schur étant nulle a origine, on déduit que sa
deuxieme transformée de Schur vaut

Hy(z) = - HO)
22(1 - H(0)H(z))
Le lemme 4 appliqué a la fonction de Schur Hy donne
|(2ug — 1)6% + 1 — |64 < |0]* — 1.
On déduit alors I'inégalité
|2us — 1] < 2(|0)* = 1)/]10]> < 3 si 0] < V2.

La derniere inégalité est due au fait que la fonction (22 —1)/x est strictement
croissante sur ]0,00[. On déduit alors que uy € {0, 1}.

Cependant aucun de ces deux cas ne peut avoir lieu. En effet, d’une part,
le lemme 2 appliqué a la fonction non constante (f(z) + f(—z))/2 montre
que us # 0; d’autre part, le lemme 5 appliqué a la fonction f montre que
f admet un développement en série de Taylor a coefficients dans Z, ce qui
n’est pas le cas puisque les fonctions f et f ne sont pas identiques.

On conclut donc pour ce cas que M(6) > 2.

2.d =1 modulo 4,d # —3. Dans ce cas 1’égalité |u;| = 1 entraine I’égalité
u; = +1. Comme précédemment on peut se restreindre au cas u; = 1.

On considere la fonction H comme dans le cas d = —2; les mémes calculs
montrent que up € {0, 1, (14iv/7)/2} et de la méme maniére on montre que
les 2 premiers cas ne peuvent pas avoir lieu.
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Sid= —7etu = (1+iV/7)/2, le lemme 2 appliqué a la fonction
f(2)f(—z) montre que cette fonction est constante égale & 1, c’est-a-dire
que 6 et —1/6 sont conjugués, cas que I’on étudiera séparément.

Ceci acheve la preuve du (d).

3. d = —1. I’égalité |ui| = 1 entraine que u; = %1, £4; dans ce cas aussi
on peut supposer u; = 1. En effet, si u; = —1 on prend f(—z) au lieu de
f(2) puisque le nombre —6 est un Q(i)-nombre de Pisot de méme mesure.
Si uy =i on prend f(—iz) au lieu de f(z); en effet, d’apres le lemme 1 le
nombre 6 est soit un Q(i)-nombre de Pisot de méme mesure que 6, soit
un nombre de Pisot de mesure < v/2; mais les nombres de Pisot de mesure
< /2 sont connus et sont soit #y=1.32... soit ; = 1.38. ..

On a le méme résultat si u; = —i.

On considere la fonction H comme pour les cas précédents et on obtient
que ug € {0,1,+4,1 + ¢}. On montre que us # 0 de la méme maniére que
pour les cas précédents.

e uy = +i. Le lemme 2 appliqué & la fonction (f(z) + f(—z))/2 montre
que cette fonction est nécessairement constante; on en déduit que = —6 et
par le lemme 1 que £6/i est un nombre de Pisot inférieur & v/2, donc égal
a 90 ou 91.

e uy = 1. Le lemme 5 appliqué a la fonction f donne dans ce cas que
P(z) est de la forme

22—z —1)+i(z2 1), n>1.

Les racines (6,), hors du disque unité de ces polyndémes sont des Q(i)-
nombres de Pisot de mesure supérieure a 2 qui convergent vers le nombre
d’or f,, racine > 1 de 22 — z — 1. En effet, pour |z| = V2 et n >2on a

|22 — 2= D = |22 =1 =2"T-5-2"(2+2)+ (1 - 2")(2* + 7%
>2"(3-2v2) —1>0.
Comme 6, > /2, le théoreme de Rouché entraine que |6,,| > /2 si n > 3.
Pour n < 2, le calcul direct montre que |6,,|* > 2.

e us = 1 +4. On peut se limiter au cas ot ug = 1 +14, le cas ug =1 —1
conduisant a la fraction conjuguée de f. Considérons alors la fonction g
définie par

g(2) = 2+ (1 +i)z—1)f(2) — (2 +iz—1)
(7= (=i)z 1)~ f(Z +iz—1)

Comme dans la preuve du lemme 5 on montre que la fonction g est de Schur.
Si ), 50 nz™ désigne son développement en série de Taylor au voisinage
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de Dorigine, on déduit de la formule intégrale de Cauchy
D lanf? <1
n>0

et par suite g(z) = £2" ou g(z) = +iz"; on déduit alors les 4 formes
possibles pour P :

1) 222 - (1—-i)z—1)+ (2 +iz—1), n>1,
2) 2" - (1—i)z—1)— (22 +iz—1), n>1,
3) 22— (1 —d)z—1)+i(z2+iz—1), n>1,
4) 2?2 - (1 —d)z—1) —i(2 +iz—1), n> 1.

Toutes ces familles donnent lieu a des suites de Q(i)-nombres de Pisot
convergeant vers le Q(i)-nombre de Pisot racine de module 1.700... du
polynéome 2% — (1 — i)z — 1.

Pour n > 4, ces Q(i)-nombres de Pisot sont de mesure > 2. En effet, si
z =/2e" ol a € [0, 27] alors

122 +iz — 1> = 74 6v/2sin(a) — 4 cos(2a) = R(a)
et
|22 — (1 —i)z — 12 = R(a) + 2 — 2v/2cos(a) = L().
On déduit que si 7/4 < o < 7w/4 alors L(a) > R(a). De méme, si 0 < o <
w/4 et n > 1 alors

2"L(a) — R(a) > R(a) +4 — 4v/2cos(a) > 7 — 4v2 > 0.

Les fonctions L et R sont croissantes sur l'intervalle [—137/90, 0]; on déduit
alors pour n > 4 les inégalités suivantes :

L(a) > L(—137/90) > 0.25 > 3/2" = R(0)/2" > R(a)/2".

Sur l'intervalle [—m/4, —37/20] la fonction L est décroissante et la fonction
R est majorée par 4; on déduit alors pour n > 4 les inégalités suivantes :

L(a) > L(—37/20) > 0.25 > 4/2" > R(«)/2".

Enfin, si —37/20 < o < —137/90 alors la fonction R est majorée par 1 et la
fonction L est minorée par 0.14; on déduit alors I'inégalité 2" L(«) > R(«)
pour tout n > 3.

On déduit que si n > 4 alors 2" L(«) > R(«); et le théoreme de Rouché
entraine le résultat.

Pour n < 4, le calcul direct montre que seuls les cas ou n = 1 dans les
familles 1) (61| = 1.4114...) et 4) (]61| = 1.3775...) donnent des mesures
< 2.

On obtient alors respectivement les deux Q(i)-nombres de Pisot de me-
sure 1.9922... et 1.8977... et de polynémes minimaux sur Q

2024492492241 et 20 —22° 424 41,
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4. d = —3. Comme u; est de module 1, le lemme 1 montre qu’on peut
supposer u; = 1. On considere la fonction H comme dans les cas précédents
et on obtient alors

U2 € {07 17 1 +.]7 1 +37 ijv :l:j}
De la méme maniere que pour les cas précédents on montre que us # 0.

e uy = 1. Le lemme 5 appliqué a la fonction f donne pour valeurs
possibles de P,

22—z 1) £j(1—-2%) ou 2"(22—z-1)%j(1 2.

On obtient ainsi deux suites de Q(v/—3)-nombres de Pisot convergeant vers
le nombre d’or 6.

Seul le premier terme de la premiére suite est de mesure inférieure a 2,
soit #; racine de 23 — j22 — z — j de module 1.3556...; la preuve ici est
la méme que celle pour le cas ou d = —1 et up = 1. On obtient ainsi le
Q(v/—3)-nombre de Pisot de mesure 1.8378... et de polynome minimal sur
le corps des rationnels 26 — 25 — 2% 4+ 2 + 1.

® uy = j ou up = j. Le lemme 2 appliqué a la fonction f(z)f(—z) montre
que cette fonction est nécessairement constante et par suite que —1/6 est
racine de P; ce cas sera étudié séparément.

e us = —j. Montrons que ce cas ne peut pas avoir lieu. Considérons la
fonction auxiliaire fy définie par

fol2) = (22 4 j2 — 1)/(2 + (14 )= — 1)
fo admet un péle simple a I'intérieur du disque unité 1/g, (Jeo| = 2.07...),
vérifie |fo(z)] < 1 si |z] = 1 et admet un développement de Taylor au
voisinage de l'origine de la forme
fo(z2) =142+ 1 +)22+...

Le lemme 2 appliqué a la fonction fy(z)f(—z) montre que ce cas ne peut
pas avoir lieu.

De méme le cas us = —j ne peut pas avoir lieu puisqu’il conduit & la
fraction conjuguée de f.

e uy; = 1+ j. Considérons la fonction g définie par g(z) = N(z)/D(z),
ol
N(z) = (2% + (1+j)2 = Df(2) = (" +jz = 1),
D(z) = (2* = (1+ 1)z —1) = (2* = jz = 1) f(2).
Alors g est une fonction de Schur et de la méme maniere que pour le cas
d=—1¢et ug =141 on déduit que P a I'une des 6 formes possibles :

(- (14 )z —1) 22 +jz-1), n>1,
¢ désignant 1'une des 6 unités de Q(v/—3).
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Chacune de ces familles donne lieu & une suite de Q(y/—3)-nombres
de Pisot convergeant vers le Q(v/—3)-nombre de Pisot racine du polynome
22— (1+7)z — 1 et de module 2.07...; tous ces Q(v/—3)-nombres de Pisot
sont de mesure > 2.

En effet, si z = v/2¢'® olt a € [0, 27] alors
|22 =1+ jz|? = 7 — 4cos(2a) + V2 cos(a) + 3V6sin(a) = R(a)
et
|22 —1—(1+7)2> = R(a) + 4 — 4V2cos(a) = L().
On déduit que si 7/4 < a < 7w/4 alors L(a) > R(a). De méme, si 0 < o <
m/4 et n > 1 alors
2"L(a) — R(a) > 15 — 4 cos(2ar) 4+ 3v/6 sin(ar) — 7v2 cos(a) > 11 —7v/2 > 0.

Sur l'intervalle [—7/10,0], la fonction L est croissante et la fonction R est
majorée par 5.2; on déduit alors pour n > 2 les inégalités suivantes :

L(a) > L(—7/10) > 1.45 > (5.2)/2" > R(a)/2".

Sur intervalle [—7/4, —7 /7], la fonction L est décroissante et la fonction R
est majorée par 5.1; on déduit alors pour n > 2 les inégalités suivantes :

L(a) > L(—7/7) > 1.5 > (5.1)/2" > R(a)/2".

Enfin, sur lintervalle [—7/7, —7/10] la fonction R est majorée par 4 et
la fonction L est minorée par 0.5; on déduit alors pour n > 3 l'inégalité
2"L(a) > R(«), et le théoreme de Rouché entraine le résultat. Pour n < 2,
le calcul direct montre que ce cas ne peut pas avoir lieu.

Le cas us = 1 + j conduit aux polynomes conjugués et les mesures sont
les mémes.

Supposons enfin que P(z2) = (z — 0)(z +1/0) ou P(z) = (z — 0)(z + 1/0)
ou P(z) =(z—0)(z—1/0).
Le degré de P ainsi que ses coefficients (entiers d’un corps quadratique

imaginaire) sont bornés, on déduit alors un nombre fini de valeurs possibles;
les calculs montrent que deux cas seulement peuvent avoir lieu :

e d = —3. Pour ce cas le polynome P prend douze valeurs différentes;
en changeant au besoin P(z) en P(—z) ou bien P(z) en P(z) on peut se
restreindre aux valeurs suivantes :

24jz—1, 22—jz+j, 22—z4].

Les mesures de ces polynomes sont égales et valent 1.7220. ..
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e d = —7. Pour ce cas le polynéme P prend 4 valeurs différentes. Pour la
méme raison que précédemment on peut se restreindre a la valeur suivante :

24 (14iVT)z/2 - 1.
La mesure de ce polynoéme est égale a 1.8832. ..

Il ne reste donc plus qu’a rajouter les Q(i)-nombres de Pisot +ify et
+if; et les Q(v/—3)-nombres de Pisot +j6g, +7601,+j600, 17601, ot Oy et 6,
désignent les nombres de Pisot inférieurs & /2.

Ceci acheve la preuve du théoreme.

THEOREME 3. Les valeurs de M (0) inférieures a 2 de l’énoncé du théo-
reme 2 sont des points d’accumulation de l’ensemble des mesures des entiers
algébriques.

Preuve. La construction de Salem montre que si 6 est un Q(v/d)-
nombre de Pisot non réel (d< 0) de polynéme minimal P sur Q(v/d) non
réciproque alors I’équation

(%) 2"P(z) +E£P*(2) =0,

ou £ désigne une unité de @(\/3), admet pour n assez grand comme racine
hors du disque unité un Q(v/d)-nombre de Salem 7,,. De plus, la suite (7, ),
converge vers 6.

Comme 6 n’est pas réel, en considérant I’équation conjuguée complexe
de (%) on déduit lim M (7,,) = M (), d’ou le résultat.

2.2. Application a la détermination de polynomes réciproques de petites
mesures. Avec les notations du théoréeme 3 et de sa preuve, I’équation

2"P(z) +£P*(2) =0

admet a partir d’'un certain rang comme racine hors du disque unité un
Q(v/d)-nombre de Salem non réel 7,,. De plus, lim M(r,,) = M(0) > m =
1.722..., olt m désigne la plus petite mesure des Q(v/d)-nombres de Pisot.

On déduit alors que si on fixe une borne supérieure A < m pour les
M (7,) on obtient au plus un nombre fini de valeurs des 7,,.

Le lemme suivant montre que 1’équation précedente admet pour n > 16,
pour P l'un quelconque des polyndémes de I’énoncé du théoreme 2 et pour
£ une unité quelconque du corps auquel appartiennent les coefficients de P,
une racine hors du disque unité de valeur absolue > 1.3.

On déduit alors que 7, est ou bien non réel de mesure supérieure a 1.69
ou bien réel de mesure supérieure a 1.3.

LEMME 6. Soient 8 un Q(v/d)-nombre de Pisot non réel de mesure < 2
et de polynome minimal P sur Q(\/&), n un entier naturel > 16 et & est une
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unité de Q(\/d). Alors le polynéme Q,, défini par :
Qn(z) =2"P(z) + £P"(2)
admet une racine 7, telle que |1,| > 1.3.

Preuve. Soit # un tel Q(v/d)-nombre de Pisot; d’apres le théoreme 2
on a

0] >v1.722 > 1.3
et 'on peut vérifier par un simple calcul que 6 est sans conjugué sur le cercle
2| = 1/1.3.
Si av est un conjugué de # de module < 1 au-dessus du corps Q(v/d) alors

|2 —al* = 1 —@z|* = (|z]* = D1 = |af*);
on déduit alors pour |z| = 1.3 I'inégalité
[P(2)/P(2)] > |( = 0)/(1 = 02)|.

De maniere identique a la preuve de la construction de Salem [4] on a
I(z—0)/(1—02)* > g(|6]) = (10]*> — 2.6|6] + 1.69)/(1.69]0)*> — 2.6|6] + 1).
Comme la fonction g est croissante sur 'intervalle [m, \@], on déduit

I'inégalité
I(z—6)/(1 —02)* > g(v/1.722) > 0.0003,

et par suite pour |z| =1.3 et n > 16 on a
|2"P(2)/P*(2)]* > (1.69)" - 0.0003 > 1,

et comme le polynome P admet une racine 6 de module supérieur a 1.3, le
théoreme de Rouché entraine le résultat.

On peut donc déterminer tous les Q(v/d)-nombres de Pisot non réels de
mesure < 1.69 ainsi que les nombres de Salem de mesure < 1.3 de cette
construction en affectant a P les valeurs de ’énoncé du théoreme 2, a n les
entiers de 1 & 16 et a & les unités du corps correspondant.

Les calculs ci-dessous montrent qu’on n’obtient que des Q(v/d)-nombres
de Salem non réels.

Pour chaque valeur de P on précise dans ’ordre suivant et sur la méme
ligne du tableau 1 I'unité &, 'entier n, le degré du polynéme minimal sur QQ
du Q(v/d)-nombre de Salem et enfin sa mesure.

Dans le cas ou |7,| est un nombre de Salem (lemme 1), on note o7 la
mesure de 7,, o désignant le k-ieme plus petit nombre de Salem connu
selon la notation de Boyd [5].
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Tableau 1
d P(z)

7| 224+Q+vV=Tz/2-1] 1 3 10 1.5817...
5 14 1.5671. ..
-1 Bzt +1 11 16 o35 = 1.6400. ..
-1 09 20 o2=15138...
—i 10 20 ofg=1.5907...
+i 08 20 o7 =1.3836...
+i 12 20 o3 =1.6731...
2224 6 16 1.5771...
B 4i2—(1—i)z—1 4 12 1.6385. ..
2 i -1 +i 7 20 of =1.479...
—1 8 16 03, =1.6400...
z—(1+14) -1 7 12 1.5823. ..
-3 22 4jz—1 +1 06 16 1.4280. ..
+1 08 12 1.5264. ..
+1 13 24 1.6750. ..
+1 15 34 1.6895. ..
-1 05 12 1.6123. ..
-1 09 22 1.6595. ..
-1 14 30 1.6755. ..
—j 04 12 1.4986. ..
—j 11 26 1.6552. ..
+j 08 14 1.5897. ..
+j 10 18 1.5674. ..
+7 11 20 1.6219. ..
+j 13 20 1.6710...
—j 10 24 1.6604.. ..
-7 12 20 1.6336. ..
22— 52— -1 7 16 1.4672. ..
-1 8 18 1.6225. ..
-7 4 14 1.5897. ..
B 4jz+1 +1 12 20 o35 =1.6731...
-1 09 20 o%=15138...
—j 03 12 1.6123. ..
—j 10 20 oly=1.5907...
+j 11 16 o3y = 1.6400...
-7 03 12 1.6123. ..
-7 08 20 o0?=1.3836...

Remarques. 1. Soit 7, le nombre de Salem racine du polynéme
A, (z) = 2"Py(2) £ Py (2),
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3

ou Py(z) = 2z° — z — 1. Alors i7, (resp. j7,) est racine du polynéome

2"P(z) £ EP*(2),

o & ="t et P(z) =22 + 2+ (vesp. £ = "3 et P(z) =23 + 72+ 1).
Réciproquement, si 7, est la racine de valeur absolue > 1 du polynome

@n(z) = 2"P(2) + £P"(2),

ou £ est une puissance de i (resp. de j), alors 7, /i (resp. 7,/7) est un nombre
de Salem racine de A, si et seulement si £/i" T (resp. £/5™) est réel.

Ceci explique pourquoi dans le cas ot P(2) = 2342+ (resp. 23 +jz+1)
on obtient des multiples de nombres de Salem.

Les calculs précédents montrent que la réciproque reste vraie si on sup-
pose |1,] < 1.3 (resp. |7,] < V1.6123...) et sans poser de condition
sur £.

2. On a la méme propriété que précédement dans le cas ou P(z) =

4 4 _ 23 —1 au lieu du polynéme P,.

2* —iz3 — 1 en considérant le polynome z

En conclusion I'application de la construction de Salem aux Q(v/d)-
nombres de Pisot de mesure < 2 fournit des Q(v/d)-nombres de Salem
non réels de mesure < 1.69. Les nombres de Salem qu’on peut en déduire
(lemme 1) sont parmi ceux qu’on obtient en appliquant la construction de
Salem aux nombres de Pisot < /2.

3. Cas cubique totalement réel

3.1. Soient K un corps cubique totalement réel et § un K-nombre de
Pisot de polynéme minimal P (resp. F') sur K (resp. sur Q). De la définition
2 on déduit que soit P = F' et dans ce cas +60 est un nombre de Pisot, soit
P # F et dans ce cas

F(z)= H oP(z).
ceG
Si le polynéme F' est réciproque alors il est ou bien de degré 2 et dans ce
cas P = F, ou bien de degré 6 et dans ce cas P est de degré 2 et P # F.
Par la suite on suppose que F' est non réciproque.
La fraction rationnelle définie par

f(z) =eP(2)/P*(2),

ou ¢ = £1 vérifie f(0) > 0, est une fonction méromorphe sur un ouvert
contenant le disque unité, a un seul pole 1/6 (qu'on peut supposer positif
en changeant au besoin 6 en —#) a lintérieur du disque unité, admet un
développement en série de Taylor au voisinage de l'origine a coefficients
entiers de K et est de module 1 sur le cercle unité.
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Désignons par (f;)i>o la suite des transformées de Schur de f définie par
récurrence, a partir de fo = f et aussi longtemps que |f;—1(0)] < 1 par la
formule

filz) = fi—1(2) = fi-1(0) .
2(1 = fi-1(2) fi-1(0))
Les f; sont alors bornées par 1 sur le cercle unité.

Chamfy [6] a montré qu’il existe un entier p > 0 tel que |f,(0)] > 1. Si
p =0 alors fy(0) = f(0) > 1 (ce cas a été traité par Dufresnoy et Pisot [7])
et sip>1alors 0 < f(0) <1 (ce cas a été traité par M. J. Bertin [2]).

Comme dans [2], on note N, I’ensemble des fractions vérifiant les pro-
priétés précédentes.

Rappelons quelques résultats qui nous seront utiles pour déterminer les
valeurs possibles de 6 lorsque P # F' et M(6) < 4.

LEMME 1 [7]. Si f appartient a Ny et est de rang s (i.e. f = eP/P* et
deg P = s), et si ) ~oun2" est son développement en série de Taylor au
voisinage de l'origine alors pour n = 1,...,s + 1 (resp. sauf sin = 2 et
ug = 1) il existe un seul polynome D,, (resp. D;7) de degré n a coefficients
dans K tel que si E,(2) = —2"D,(1/2) (resp. E(z) = 2"D; (1/2)) alors
E,(0) =1 (resp. ES(0) = 1) et la fraction D, /E, (resp. D;Y/E}) admet
un développement en série de Taylor au voisinage de l'origine de la forme

o F ULz + oo A U1 2" w2
(resp. up +urz 4 ...+ up_12" L w2 ).
En outre, les polynémes D,, (resp. DY) vérifient les propriétés suivantes :

(1) Pourmn=1,...,s —1,

Dyia(z) = (14 2)Dpt1(2) — 2(unt1 — Wnt1) Dn(2)/ (un — wp).
Pourn=3,...,s—1,
Dyyo(2) = (1+2) D1 (2) = 2(unt1 — wii1) By (2)/ (un — wyy).

(2) Sauf peut étre pour n =1 (resp. n < 2) les polynémes D,, (resp. D;\)
possédent chacun un zéro unique T, (resp. 7,7) hors du disque unité et les
autres a Uintérieur du disque unité et les deuz suites T, et 7,7 vérifient les
inégalités

7'1<7'2<...<TS§TS+1:0:TS_:_1§Tj<7'S+_1<...<Tg—.

(3) Les quantités wy, et w; sont des fonctions rationnelles des wu, indé-
pendantes de f vérifiant :

w; < up, wy < Ug, wn<un<w:{ pourn=3,...,8 — 1,

ws =us <wl si f(1)=1 et wy <us=w! sinon.
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(4) Si on note Dy (2) = Y qcicp Gin2™, alors
wy, = —1+ Z ;. Us-
0<i<n—1
LEMME 2 [2]. Si f € N, ot p >0 alors
(1) les polynomes D,, (resp. D}) définis précédemment existent pour
n=1...,s+ 1 et vérifient les propriétés 1 et 2 du lemme 1 sauf lorsque

fp(0) = —1 (resp. sauf lorsque f,(0) =1) et n =p+ 2;
(2) on a les inégalités suivantes :

(02 + UO)(UQ — 1)/9 <u < (92 - UO)(l + UO)/9
et pour n > 2,
wyy — (L+1/0) Dy (0)(wy_y — un—1)/Dyy_1(0) < up
et
Up < wp+ (14+1/0)Dy(0)(up—1 — wp—1)/Dp—1(0).

THEOREME 4. Soient K un corps cubique totalement réel de discriminant
Dy et £0 un K-nombre de Pisot de mesure M(0) et de polynéome minimal
P sur K. Si +0 n’est pas un nombre de Pisot alors M(6) > 4 sauf dans les
cas suivants :

(a) Dxg =81 et

Plz)=2%—t2>—t ot t2—3t24+1=0 et M(0)=3.7508...

ou bien
Plz)=z"4+t2>~1 ou t*-3t+1=0 et M() =3.8035...;
(b)DK:49€t

Plz)=2+t2>~1 ot t3—t*—2t4+1=0 et M(0) =3.3555...
ou bien
Plz)=z2"4t2>~1 ou t2—22—t+1=0 et M() =3.4931...
ou bien
Pz)=2—tz>—~t ou -2 —t+1=0 et M() =3.5041...

Preuve. Soient donc K un corps cubique totalement réel de discrimi-
nant Dg et @ un K-nombre de Pisot de mesure < 4 et qui n’est pas un
nombre de Pisot. Du théoréme 1, on déduit D < 6912. On connait d’apres
[8] tous les corps cubiques de discriminant < 6912, la détermination est donc
ramenée & un nombre fini de corps connus.

Si P est le polynéome minimal de 6 sur K alors P est non réciproque. En
effet, si P était réciproque alors # serait un entier algébrique totalement réel
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de degré 6 sur Q; un résultat de Schinzel (cf. théoreme 2 de [11]) montre
dans ce cas que M(0) > ((1++/5)/2)% > 4.

On peut supposer qu’au moins deux conjugués de 8 hors du disque unité
sont positifs. En effet, si 6 est un K-nombre de Pisot alors —6 l'est aussi et
est de méme mesure que 6.

Dans ce qui suit, o et 7 désignent les plongements de K dans R distincts
de l'identité; 0, o et 70 les conjugués de 6 hors du disque unité et M le
produit de ces trois nombres.

Par la suite on distingue deux cas suivant le degré de P(0) sur Q.

1. Cas ou P(0) € Z. Dans ce cas 6 est de degré > 2 sur K. Des inégalités
4> M(9) > (P(0))?,
on déduit P(0) = £1.

1.1. Cas ot M > 0. On associe alors a 6 (resp. o6 et 70) la fraction
f(z) = P(0)P(z2)/P*(z) (resp. P(0)oP(z)/cP*(z) et P(0)TP(z)/TP*(2))
qui est un élément de Ny.

Si D,, est un polynoéme associé suivant le lemme 1 a la fraction f, les
deux conjugués de D,,, a savoir 0 D,, et 7D,, (polynémes dont les coefficients
sont les conjuguées par o et 7 des coefficients de D,,), sont aussi associés
aux deux fractions conjugués de f suivant le lemme 1 (unicité des polynomes
D,,) et les inégalités (2) et (3) du lemme 1 restent vraies par conjugaison,
ce qui donne un nombre fini de valeurs pour ’entier u,, de K. Les entiers
algébriques u,, de K s’écrivent u,, = i, + jpa + kpw, ol iy, jn €t k,, € Z et
{1, o, w} est une base des entiers de K. Pour Dg < 6912, la base des entiers
est connue [8]. Déterminer w,, revient donc a déterminer iy, j, et k.

Si ug,uq,...,U,_1 sont connus, les polynémes D1,..., D, le sont aussi
d’apres le lemme 1(2). On calcule w,, par le lemme 1(4). Les inégalités

Wy < Up < wp 4+ (14 A)(up—1 — wp—1)Dn(A)/(AD,,_1(A))

ainsi que les inégalités conjuguées, ou A est remplacé respectivement par B
et C, permettent de déterminer u,,, puis D,, et wy,41.

L’inégalité de gauche provient du lemme 1(3); celle de droite résulte de
I'inégalité D, 1(A) < 0,01 A =4, B =2, et C = 4'/3 sont respectivement
des bornes pour 0, o6 et 76.

(En fait, on peut choisir des valeurs pour A, B et C' qui décroissent avec
n comme dans [3], toutefois a cause de la complexité des calculs on préfere
les laisser invariants.)

En résolvant successivement les trois premiers systemes d’inégalités
(n = 1,2 et 3) ou K est tel que Dg < 6912, et en ne retenant que les
valeurs de ug pour lesquelles le produit des racines > 1 du polynéme a coef-
ficients rationnels (Dy4)(0Dy4)(7Dy4) est < 4, on trouve u; = us = 1 ou bien
up = 1,uo =2 et ug = 2 ou 3.
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e u; = uy = 1. Ce cas donne des nombres de Pisot [7].

eu; =1, us =2 et uz = 2. Ce cas donne lieu a un nombre de Pisot. En
effet, le polynome Dy s’écrit Dy(z) = (1 + 2)D3(2) = (14 2)(1 + 22 — 23);
par suite, 8 est racine de D3, d’ou le résultat.

e u; =1, ug = 2 et ug = 3. On détermine de la méme maniere uy et us,
et en éliminant les cas qui donnent des nombres de Pisot on trouve uy = 4
et us =7, puis ug = wg = 11, ce qui donne encore un nombre de Pisot. On
conclut alors que si les conjugués de 6 hors du disque unité sont de méme
signe et si P(0) € Z, alors M(6) > 4.

1.2. Cas ou M < 0. Dans ce cas la fraction 7 f(—z) € Ny et admet comme
pole dans le disque unité —1/76. Si D,, est associé a la fraction f comme
pour le cas précédent alors oD,, est associé a of et 7D, (—z) est associé a
7 f(—2) seulement lorsque n est pair.

Dans ce cas les inégalités pour ui,o0u; et —7u; sont identiques au cas
précédent, soit :
0<u; <2(0-1/0), 0<ou; <2(c0-1/00), 0<—7uy <2((1/70)—76).
On en déduit que u; engendre K et en résolvant ce systeme sous la condition
du lemme 1(2) on trouve Dy < 2233.

On obtient ensuite de maniere identique au cas précédent des inégalités
pour us, ous, €t Tus, et en cherchant les uy possibles sous la condition du
lemme 1(2) on trouve Dy < 321.

On détermine ensuite les ug possibles sous la méme condition, on trouve
Dy < 81.

Cas Dy = 49. Si t est une racine du polynéme t3 4 t> — 2t — 1, alors
{1,¢,t?} est une base des entiers de K. Pour ce cas on a deux valeurs de u;
soit 2 — t — t? et —t.

eu =2—t—t Danscecasus =5—1t—2t? et ug = 13 — 4t — 6. En
cherchant les valeurs de u4 possibles on trouve us = wy = 30 — 7t — 13t2, ou
bien uy = 35 — 8t — 15¢2.

Si ugy = wy alors O est un K-nombre de Pisot de degré 4 sur K et de
polynoéme minimal sur K, —Dy(z) = 2* + (t> +t —2)23 — 1, les conjugués de
# hors du disque unité sont 1.1736..., 2.3264 ... et —1.2794... et la mesure
de 0 est 3.49316. ..

Si ug = 35 —8t—15t2, on ne trouve aucune valeur de us sous la condition
du lemme 1(2). On déduit que ce cas ne peut pas avoir lieu.

o u; = —t. Dans ce cas uy = t2 et uz = t?—3t—1 et on trouve deux valeurs
possibles pour w4 : ou bien uy = wy = 4t> —t — 1 ou bien uy = 5t —t — 1.

Si ug = wy alors € est un K-nombre de Pisot ayant pour polynome
minimal sur K, —Dy(z) = 2* + 2% — 1. Les conjugués de 0 hors du disque
unité sont 1.1328...,1.9390... et —1.5275..., et M(0) = 3.35556. ..
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Le cas uy = 5t> —t — 1 ne donne aucune valeur pour us sous la méme
condition que précédemment. On en déduit que ce cas ne peut pas avoir lieu.

Cas Dy = 81. Si t est une racine du polynéme t3—3t —1, alors I’ensemble
{1,t,12} est une base des entiers de K.

Pour ce cas on trouve une seule valeur de w1, a savoir vy = —t, qui
correspond & us = t? et u3 = —4t — 1. Ce cas donne une seule valeur
possible pour wuy, us = wy = t + 4t?; et par suite 6 est un K-nombre de
Pisot ayant pour polynéme minimal sur K, —Dy(z) = z* + 23 — 1. Les
conjugués de 0 hors du disque unité sont 1.0995..., 1.7264... et —2.0036,
et M(0) = 3.80357...

2. Cas ot P(0) € Z. Dans ce cas P(0) engendre K et le discriminant du
polynéme minimal @) de P(0) sur Q est > Dg. Des inégalités 4 > M (6) >
M(P(0)), on déduit que les coefficients de @) sont bornés et que P(0) ne
prend qu’un nombre fini de valeurs.

En utilisant les inégalités de Mahler liant les coefficients et la mesure de
Q et en ne gardant que les polynoémes irréductibles a racines réelles tels que
Q(0) > 0 on obtient 21 valeurs possibles pour Q.

Pour chacune de ces valeurs on donne (par ordre croissant de mesure)
sur la méme ligne du tableau 2 et dans 'ordre suivant les coefficients du
polynéme (@, son discriminant et une valeur approchée de ses racines.

Tableau 2
1 -2 -1 1 049 —0.80 0.55 2.24
1 -1 -2 1 049 —1.24 0.44 1.80
1 -3 40 1 081 —-0.53 0.65 2.87
1 +0 -3 1 081 —1.87 0.34 1.53
1 -2 -2 2 148 —1.17 0.68 2.48
1 -3 -1 2 229 —-0.86 0.74 3.11
1 -3 -1 1 148 —0.67 046 3.21
1 -1 -3 1 148 —1.48 0.31 2.17
1 -3 40 3 081 —-0.87 1.34 2.53
1 -3 -2 1 257 —-0.83 0.34 3.49
1 -2 -3 1 257 —1.19 0.28 2.91
1 -4 +1 1 169 -0.37 0.72 3.65
1 41 -4 1 169 —2.65 0.27 1.37
1 40 -4 2 148 —2.21 0.53 1.67
1 -3 -2 3 473 —-1.28 0.79 3.33
1 -2 -3 2 316 —1.34 0.52 2.81
1 -4 40 2 404 —0.65 0.78 3.86
1 -4 40 1 229 —-0.47 0.53 3.93
1 40 —4 1 229 —2.11 0.25 1.86
1 -2 -3 3 321 —1.46 0.76 2.69
1 -3 -1 4 229 —1.11 1.25 2.86
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On en déduit que Dy < 473, que si K = Q(P(0)) alors le discriminant
du polynoéme minimal de P(0) sur Q est égal & Dg (on déduit alors que la
partie {1, P(0), P(0)?} est une base des entiers de K) et que l'entier de K,
eP(0) ou € = %1, ne peut étre un K-nombre de Pisot de mesure < 4 (si
M(P(0)) = 4 alors P(0) ne peut étre un Q(P(0))-nombre de Pisot sauf s’il
est racine du polynéme 2% — 322 — z +4 qui est de discriminant 229); et par
suite P(0) admet au moins un conjugué de module < 1.

Un simple calcul montre que les entiers cubiques totalement positifs sont
de mesure > M (t) > 5.0489. .., ol t est racine du polynéme 3 —5t2 + 6t +1;
on en déduit que les conjugués de P(0) ne sont pas de méme signe car sinon

M(P(0)) = M([P(0)]) > 5.

D’autre part, P(0) admet au moins un conjugué (on le note encore P(0))
en valeur absolue > 1; si ugp = eP(0) > 1 on ¢ = =£1, alors les conjugués
de ug, oug et Tug ou o et 7 désignent les deux plongements de K dans R
distincts de l'identité, ne peuvent pas étre tous les deux dans l'intervalle
|—1,0[. Sinon l'entier totalement positif ug + 1 serait un nombre de Pisot et
dans ce cas

M(ug+1) =up+1>5,
et par suite M (ug) = up > 4. On distingue alors 3 cas possibles suivant les
valeurs de oug et Tug.

2.1. Cas ot ug admet au moins deux conjugués supérieurs a 1. Si on note
Tug le conjugué de ug supérieur a 1, le tableau 2 montre que ce cas n’a lieu
que si Dg = 81 et avec ces notations on a

ug =2.53..., oug=-087... et Tuyg=134...

2.1.1. Cas ou M > 0. Si on associe a 6 (resp. o et 76) la fraction f
(resp. o f et 7f) comme pour le cas ou P(0) € Z, alors les deux fractions f
et 7f € Ny et il existe un entier p > 1 tel que la fraction —of € N,. (Par
la suite on dira simplement que f € N, ou p désigne un entier naturel non
nul.)

Des inégalités

0>uy, o0>1, 70 >7uy et M(0) <4,
on déduit
0 <297, o00<118 et 70 < 1.58.

Le lemme 1(2),(3) ainsi que le lemme 2(2) entrainent alors les inégalités
suivantes pour uq,o0uq et Tuq :

04 <u; <74, —-082<ou; <024 et 08 <7u; <1.71.

En résolvant ce systeme on trouve que u; ne peut prendre qu’une seule
valeur, soit u; = wi, et ce cas n’est pas possible puisque 0 est de degré > 2
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(en fait, 0 est de degré > 3 car si 0 était de degré 2 alors il serait totalement
réel et la conclusion serait la méme que pour le cas ou P est réciproque).

2.1.2. Cas ou M < 0. Ici trois cas se présentent: le cas ou 8 < 0, le cas
ol g6l < 0 et le cas ou 70 < 0.

Si @ < 0 ou bien 78 < 0 alors on considere respectivement les fractions
f(=2) ou 7f(—%) qui sont des éléments de Ny et si 6 < 0 on considere
la fraction —o f(—2) qui est un élément de N,, et les mémes calculs que
précédemment montrent que ce cas ne peut pas avoir lieu.

2.2. Cas ot ug admet un conjugué inférieur a —1 noté Tug et un conjugué
positif noté oug. Le tableau 2 montre que ce cas n’a lieu que pour les corps
de discriminant 49, 81, 169, 229, 257, 316, 321 et 473 avec une seule valeur
pour ug et dans le corps de discriminant 148 avec 3 valeurs pour ug.

Comme la partie {1, ug, u3} est une base des entiers du corps K = Q(uo),
on exprimera pour ce cas ainsi que pour les cas qui vont suivre les (ug)r>o0
dans cette base, chose qui permet de simplifier les calculs.

2.2.1. Cas ou M > 0. Dans ce cas les fractions f et —7 f sont des éléments
de Ny et la fraction o f est un élément de N,. Du lemme 1(2), (3) ainsi que
du lemme 2(2), on déduit que seuls les 4 de discriminant 49 et 148 donnent
des valeurs possibles pour u; a savoir :

Si D = 49,
ug=180..., oup=044..., Tug = —1.24...,
up =4.04..., oup =-035..., Tu; =-—0.69...
Si D = 148,
ug=248..., oup=0.68..., Tupg=—-1.17...,
U1:763, JU1:0.16..., Tu1:—0.80...

Du lemme 1(2), (3) ainsi que du lemme 2(2), on déduit que le deuxiéme cas
donne une seule valeur possible pour us, soit us = ws, cas qui ne peut pas
avoir lieu car 6 est de degré > 3.

Quant au premier cas, il donne uz = wy ou bien uy = 3ud + 3ug — 2.
La premiere valeur de us n’est pas possible et la seconde ne donne aucune
valeur pour ug.

2.2.2. Cas ou M < 0. Ici trois cas sont a envisager :

e ) < 0. Dans ce cas la fraction f(—z) est un élément de Ny. Le raison-
nement est le méme que pour le cas précédent. On trouve que seuls les ug
de discriminant 49, 81, et 148 donnent des valeurs possibles pour uy, et que
seul le ug de discriminant 49 donne une valeur pour us, a savoir :
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ug = 1.80..., oug =0.44. .., Tug = —1.24...,
up =—-3.24..., oup =-0.19..., 7u; =-1.55...,
us = 7.65..., ous = 0.53..., Tus = —3.18. ..

De la méme maniere que pour le cas précédent, ce cas ne donne aucune
valeur possible pour us.

e 06 < 0. Dans ce cas la fraction o f(—z) est un élément de N,. Seuls les
ug de discriminant 49 et 148 donnent des valeurs possibles pour u; et seul
le ug de discriminant 49 donne une valeur de us et les valeurs de ug, uq, us
ainsi que celles de leurs conjugués sont identiques au cas ou 8 > 0, o > 0,
76 > 0. Ce cas aussi ne donne aucune valeur possible pour uz.

e 70 < 0. Dans ce cas la fraction —7f(—z) est un élément de Ny. Seul
les ug de discriminant 49, 81 et 148 donnent des valeurs possibles pour u;
et seul le ug de discrimiant 49 donne une valeur pour us. Les valeurs de uy,
—uy et ug sont identiques respectivement aux valeurs de ug, u1 et us du cas
f < 0. Ce cas donne une valeur pour ug, soit ug = 17.03..., oug = 0.43...,
Tug = 5.52...

La racine > 1 du polynéme Dy (resp. oDy, dyg) ou Dy (resp. oDy, dy) est
associé suivant le lemme 1 a la fraction f (resp. of, —7f(—z2)), vaut 2.21...
(resp. 1.03..., 1.73...); et ce cas ne donne aucune valeur de uy .

On conclut pour ce cas que M(6) > 4.

2.3. Cas ot ug admet un conjugué compris entre 0 et 1 noté oug et
un conjugué compris entre —1 et 0 noté Tug. Le tableau 2 montre que ce
cas a lieu pour les corps de discriminant 49, 81, 148, 169, 257 et 404 avec
une seule valeur de ug et le corps de discriminant 229 avec deux valeurs
de ug.

2.3.1. Cas ot M > 0. Dans ce cas la fraction f est un élément de Ny et
les fractions o f et —7f sont des éléments de N,.

Du lemme 1(2), (3) ainsi que du lemme 2(2), on déduit que seuls les ug
de discriminant 49, 81, 148 et 169 donnent des valeurs possibles pour u; et
que toutes ces valeurs de ug ne donnent aucune valeur possible pour us.

Supposons maintenant que les conjugués de 6 hors du disque unité ne
soient pas de méme signe.

2.3.2. Cas ou M < 0. Ici trois cas sont a envisager :

e ) < 0. Dans ce cas la fraction f(—z) est un élément de Ny. Le raison-
nement est le méme que précédemment, on trouve que seuls les ug de dis-
criminant 49, 81 et 148 donnent des valeurs pour u; et que seul le ug de
discriminant 49 donne des valeurs pour us, a savoir :
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ug = 2.24 ..., oug = 0.55.. ., Tug = —0.80...,
et (up=-9.09..., ou;p =0.38..., Tup = —0.28...
et wuy=31.78..., ocus=-0.04..., Tusy=-0.74...
ou bien us =36.83..., ocux=026..., Tug = —0.10...)
ou bien (u; =-5.04..., ou; =-0.30..., Tu; =-0.64...
et up=1539..., ouy=-052..., Tuy=-0.87...).

Du lemme 1(2), (3) ainsi que du lemme 2(2) on déduit qu’aucun de ces cas
ne peut donner une valeur de ug possible.

e 00 < 0. Dans ce cas la fraction of(—z) est un élément de N,. Le
raisonnement est le méme que précédemment; on trouve que seuls les ug de
discriminant 49, 81 et 148 donnent des valeurs pour u; et qu’aucun d’eux
ne donnent de valeur pour us.

e 70 < 0. Dans ce cas la fraction —7f(—2) est un élément de N,. Le
raisonnement est le méme que précédemment; on trouve que seuls les ug de
discriminant 49, 81, 148, 169 et 229 donnent des valeurs possibles pour u
et que seuls les ug de discriminant 49 et 81 donnent des valeurs pour us.

Cas Dy = 81 :
ug =2.87..., oug=0.65..., Tuyg=—0.53...,
u; =8.29..., ou;=042..., 7Tu; =0.28...,
uo = 26.75..., ouy=093..., Tus=—-0.68...

En cherchant les valeurs possibles pour ug on trouve ug = wz = 84.32...
On déduit alors que 6 est K-nombre de Pisot de polynéme minimal sur K

—D3(z) =2 —tz2 —t ont® -3t 4+1=0,

les conjugués de 6 hors du disque unité sont 3.1665..., 1.1479... et
—1.0318..., et M(0) = 3.7508...

Cas Dg = 49. Les quantités ug, —u1 et us prennent respectivement les
valeurs que prennent les ug, u; et us du cas 8§ < 0 et de plus une autre
valeur pour us lorsque u; = 5.04..., soit uo = 13.59..., ous = 0.72... et
Tus = —1.31...

De la méme maniere que pour les cas précédents ces cas ne donnent
aucune valeur de us et uy sauf le dernier cas qui donne usz = w3 = 34.58...
On déduit alors que 6 est un K-nombre de Pisot de polynéme minimal sur K

—D3(2) =2 -tz —t ont® -2 —t+1=0,

les conjugués de 6 hors du disque unité sont 2.5836..., 1.0542... et
—1.2864 ..., et M(0) = 3.5041...
Ceci acheve la preuve du théoreme.
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3.2. Application a la détermination de polyndmes réciproques de petite
mesure. En appliquant la construction de Salem aux K-nombres de Pisot
de mesure < 4 cités dans 1’énoncé du théoréeme précédent, on obtient des
polynémes réciproques ayant j racines hors du disque unité, ou 1 < j < 3.

Si on note P le polynéme minimal sur K d’un tel K-nombre de Pisot,
on regarde la valeur absolue M,, du produit des racines hors du disque unité
du polynéme R,, défini par

Ra(z) = [] z"oP(z) + €oP*(2)),
ceG
ou & ==1etne N

Pour les calculs on s’est limité aux cas ou M,, < 3 et le lemme suivant

montre que la valeur 16 est une borne supérieure de n suffisante.

LEMME 3. Awvec les notations précédentes et si n > 16 alors M,, > 3.

Preuve. Avec les mémes notations et d’apres le théoreme 4, le nombre
f ne prend qu’un nombre fini de valeurs.
Si a est un conjugué de 6 sur K de module < 1, alors de ’égalité

|2 —al? = [1—az]* = (|e]* = 1)(1 - |o]?)
on déduit pour |z| = p > 1 et lorsque le cercle |z| = g ne contient aucun des
inverses des conjugués de 6 I'inégalité
[P(2)/P*(2)] > [(z = 0)/(1 - 02)|.
De la preuve de la construction de Salem [4] on a pour |z| = ¢ < |6] I'inégalité

[(z=0)/(1 = 02)| > (16] — 0)/(el] = 1),
d’ou I'inégalité pour |z| = o
2" P(2)/P*(2)| > ¢"(10] — 0)/(el0] — 1) = mn(6).
Le calcul qui va suivre montre qu’on peut choisir une valeur minimale > 1

pour m,,(0) lorsque n > 16.
Ensuite du théoreme de Rouché on déduit que le polynome

Th(z) = 2"P(z) + £EP*(2)

admet une racine de valeur absolue supérieure a ¢ lorsque n > 16.

Si l'on considere le conjugué de 6 hors du disque unité of (resp. 76) et
si on lui associe la quantité op (resp. 7o) de la méme maniére qu’on associe
0 a 0, alors le polynéme conjugué o7, (resp. 7T;,) de T,, admet une racine
de valeur absolue > op (resp. 7p).

Il suffit maintenant de choisir o, op et 7o tels que leur produit soit > 3,
pour déduire le résultat.

Le calcul. On vérifie d’abord que les valeurs absolues des conjugués de 6
sur Q ne sont pas des rationnels et on choisit alors ¢ dans Q.
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e M(0)=3.75... L’un des conjugués de # (qu’on note #) a pour valeur
absolue 3.1665 . .. Si on choisit ¢ = 3.1 alors pour n > 5, on a m,,(0) > 2.147
et M, > 3.1.

e M(f) = 3.50... Deux conjugués de 6 (qu’on note € et o) ont pour
valeurs absolues 2.5836... et 1.2864... Si on choisit p = 2.51 et gp = 1.2
alors on obtient m,,(#) > 1.336 lorsque n > 5 et m, (o) > 1.1804 lorsque
n > 11, et par suite M,, > 3.01 lorsque n > 11.

e M () = 3.80... De maniere identique au cas précédent et en choisissant
0 =2 et oo = 1.7 on obtient pour n > 10, I'inégalité M,, > 3.4.

e M(0) = 3.49... Les trois conjugués de 6 qu’on note 6, o6 et 70 ont
pour valeurs absolues respectivement 2.3264..., 1.2794... et 1.1736... Si
on choisit ¢ = 2.3, 0p = 1.2 et 79 = 1.1 on trouve m,(0) > 2.06 si n > 7,
my(00) > 1.1sin > 11 et m,(76) > 1.05 si n > 15, et par suite M,, > 3.036
lorsque n > 15.

e M(6) = 3.35... De maniere identique au cas précédent et en choisissant
0=1.93, 00 =1.03 et 7o =1.52 on trouve M,, > 3.02 pour n > 16 et ceci
acheve la preuve du lemme.

Par la suite on donne tous les polynomes réciproques irréductibles non
cyclotomiques de mesure < 3 obtenus en affectant a 6 les valeurs de I’énoncé
du théoreme 4, & n les entiers de 1 &4 16 (en fait, pour chaque cas on choisit
pour n la borne correspondante trouvée dans la preuve du lemme précédent
au lieu de 16) et a £ les valeurs +1.

Pour chaque polynéme P, on précise dans ’ordre suivant et sur la méme
ligne du tableau 3 l'entier £, l'entier n, le degré du polynome réciproque
obtenu et enfin ses racines hors du disque unité.

Tableau 3
DK P(Z)
81 | 2*+t23 -1 +1 1 12 2.9758...
ot —3t+1=0| +1 3 18 2.0225...
~1 4 18 1.8455... —1.4371...
23— t22 — ¢ -1 2 12 1.7358... —1.1738...
o3 —3t24+1=0| -1 3 12 2.8406...
19 | A 4+t22 -1 +1 01 06 +2.3821...
ot +#2 -2t —1=0 | +1 03 18 +1.7790... —1.5076...
+1 09 36 +1.5502... —1.9341...
+1 11 42 +1.5377... —1.9377...
+1 13 24 +1.5320... —1.9387...
+1 15 36 +1.5295... —1.93899...
~1 03 18 —1.3433... —2.1485...
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Tableau 3 (suite)

Dk P(z)
49 | 24 +122 -1 —1 04 18 —1.7604...
out?+t2—2t—1=0 | —1 06 18 +1.3886... —1.8998...
—1 08 24 +1.4798... —1.9293...
—1 10 30 +1.5091... —1.9365...
—1 12 42 +1.5200... —1.9384...
—1 14 42 +1.5244... —1.93891...
~1 16 48 +1.5262... —1.9390... —1.0084...
28 —t2% — ¢ +1 6 24 +1.1407... 2.6004...

out3 —262—¢t+1=0| -1 2 06 —1.6355...
-1 3 12 +2.1658...
—1 5 12 +2.5352...
—1 7 24 +2.5767...
At -1 +1 01 12 +1.9710...
ot3 —2t2—¢t+1=0 | —1 02 06 —1.6355...
~1 04 18 —2.2324...
—1 06 18 —2.3106...
~1 07 30 —2.3328... —1.2648...
~1 08 30 —2.3235... +1.0234...
—1 10 24 —2.3258... +1.1910...
~1 12 42 —2.3263... +1.2350...

Remarque. L’application de la construction de Salem aux K-nombres
de Pisot énoncés dans le théoreme 4 permet d’obtenir des polyndmes réci-
proques de petite mesure.

Ces mesures semblent augmenter avec le discriminant du corps K. Par
exemple le plus petit nombre de Salem qu’on obtient par cette méthode
au dessus du corps de discriminant 49 est 1.6355... alors que le plus petit
nombre de Salem qu’on obtient au dessus du corps de discriminant 81 est
2.0225. ..

De méme, on obtient un K-nombre de Salem de mesure < 3 au dessus du
corps de discriminant 49, ce qui n’est pas le cas pour le corps de discriminant
81. Un analogue du théoreme 1 pour des polyndémes réciproques pourrait
expliquer ceci.
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