ACTA ARITHMETICA
LXXVIIL1 (1996)

Propriétés multiplicatives des valeurs
de certains polynomes en deux variables

par

C. DARTYGE (Nancy)

0. Introduction. Deshouillers et Iwaniec [D-I] ont démontré en 1982
que le plus grand facteur premier du produit [, ., <o, (n*+1) est supérieur
a 21292 pour z assez grand, mais lorsque ’on remplace n par un nombre pre-
mier p, on n’est pas en mesure de trouver € > 0 tel que P+(Hm<p<2z(p2 +1))
> z1%¢ quand  — oo, PT(m) étant le plus grand facteur premier de I'entier
m, avec la convention PT(1) = 0. Hooley [H1] a montré en 1978 que sous
I’hypothese R* de majoration de sommes courtes de Kloosterman, le plus
grand facteur premier du produit [],, <m(n3 +2) est supérieur a 231/30 pour
x assez grand. Ce remarquable résultat est conditionnel, et sans I’hypothese
R* on ne sait pas minorer le plus grand facteur premier du produit ci-dessus
par zlte,

L’objectif de ce travail est de montrer que ces inégalités sont vérifiées
en moyenne et ainsi d’étudier les propriétés multiplicatives des valeurs de
polynémes a coefficients entiers et en deux variables tels par exemple
f(plap2) =1 +p% +p%a ou f(plaPZ) =1 +p? +p%7 etc.

L’abord d’un tel probleme passe par la mise en place d’estimations
asymptotiques du cardinal d’ensembles de la forme

Am = {(p1,p2) : p1,p2 ~ 2, f(p1,p2) =0 (mod m)}

ou pi, pe sont des nombres premiers et la notation n ~ N signifie n €
[N, 2N].

Lorsque m est “petit”, c’est-a-dire m < x'~¢, le cardinal de ces en-
sembles est donné en moyenne grace a un résultat de Greaves [G3], du
type le théoreme de Bombieri—Vinogradov, obtenu a partir du classique
théoreme de Barban—Davenport—Halberstam pour la suite des nombres
premiers.

1—

Quand m est “grand”, on évalue ces ensembles individuellement a 1’aide
de méthodes de cribles détectant les p1ps, et qui conduisent a des majora-
tions de sommes d’exponentielles de la forme

(37]
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B gu + hv
Sf(m7gvh’)_ Z 6( m >7

0<u,v<m
f(u,v)=0 (mod m)
avec la notation usuelle e(z) = exp(2imx).

Si f est un polynéme homogene, cette somme est facile a évaluer.

En effet, comme Greaves I’a montré dans [Gl], pour (uv,m) = 1, la
congruence f(u,v) =0 (mod m) se transforme en v = wu (mod m), avec
f(1,w) =0 (mod m). La somme Sf(m, g, h) se comporte donc comme une
somme géométrique, et on bénéficie d’importantes compensations.

En faisant alors I’hypothese de positivité suivante :

(H1) Il existe A > 0 et xo > 0 tels que pour x,y > xg, on ait
f(z,y) > A(z? +y4), d étant le degré de f,

on montre le théoréme suivant :

THEOREME 1. Soit f un polynéme irréductible, homogéne, de degré
d > 2, dont les coefficients sont premiers entre euzx, et vérifiant I’hypothése
(H1). Pour tout A <2 —8/(d+7), on a linégalité
2
x

[{(p1,p2) : p1.p2 ~ x, PT(f(p1,p2)) > 2™} > 5
log“ x

L’hypothese (H1) n’a aucun caractere crucial, elle sert seulement & définir
log(f(p1,p2)), et avec quelques modifications, on pourrait obtenir un résultat
valable, par exemple, pour le polynéme x? — 2y3.

Lorsque le polynéme f n’est pas homogene, les sommes S¢(m, g, h) ne
se majorent plus aussi facilement, et il faut faire appel aux résultats pointus
de géométrie algébrique sur les majorations de sommes d’exponentielles sur
des corps finis.

Dans le cas ou f est un polynéme en deux variables, les majorations
de Weil sont valables dans un cadre général, il faut seulement écarter les
situations dégénérées comme par exemple les cas ou la fonction @(u,v) =
gu + hv est constante sur les courbes

Cp ={(u,v) € Fi : f(u,v) =0 (mod p)}.

Plus précisement, pour (g, h,t) € Z3, on définit les diviseurs de la courbe
C)p suivants :

D(g,h,t) = > P.

P=(u,v)eC,
gu+hv—t=0 (mod p)

Les résultats de Weil [B] sont alors applicables des que 'on fait ’hypothese :

(H2)  Pour tout t € Z et tous (g,h) € Z? tels que (g,h,p) = 1, on a
deg D(g,h,t) = O(1), ou la constante implicite ne dépend que du
polynome f.
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L’hypothese (H2) exclue les cas aberrants comme les “faux polynomes
en deux variables”, c’est-a-dire les f(x,y) = Zi:o cr(azx + by + c)k.

En incorporant ceci dans la méthode de Tchebychev—Hooley, on
montre le

THEOREME 2. Soit f un polynéme irréductible en deux variables, dont
les coefficients sont premiers entre eux, et vérifiant les conditions (H1) et
(H2). L’inégalité suivante est alors vérifiée :

.%'2

’{(ppr) ‘p1,p2 ~ T, P+(f(p17p2)) > x>‘}| > 2
log” x

des que

Vo {36/35 sid=2,
20/19 sid=3.

Ce résultat est une amélioration et une généralisation d’un résultat de
Plaksin [P]. Celui-ci avait en effet obtenu pour le polynéme f(p1,p2) =
p? +p3+1 un exposant A = 71/70. Cette amélioration résulte du fait que les
variables p;ps jouent un role symétrique, il est donc plus intéressant de les
détecter avec un crible de dimension 2 sur les produits correspondants nino,
que de cribler séparément ces variables ny, ny a ’aide de cribles linéaires.

Dans 'esprit des travaux de Greaves ([G2], [G3]), et de Richert [H-R],
nous nous sommes intéressé au probleme de représentation de nombres
presque premiers par des polynomes en deux variables. Pour » > 1, P,
désigne un entier ayant au plus r facteurs premiers. Nous montrons le

THEOREME 3. Soit f un polynéme irréductible de degré 3 en deuz va-
riables, dont les coefficients sont premiers entre eux, et vérifiant [’hypothese
(H2). On a alors linégalité

ZL‘2

[{(n1,n2) ~ @ : f(ni,n2) = Ps}[> gz

Pour démontrer ce résultat, on applique le crible pondéré de Richert (cf.
par exemple le théoréme 9.3, p. 253 du livre [H-R]), que nous pouvons utiliser
directement grace aux lemmes intermédiaires qui ont servi a la preuve du
théoreme 2.

Nous regrettons que les théoremes 2 et 3 ne s’étendent pas a des poly-
nomes de degré 4 et plus. On est bloqué par le fait que lorsque le degré
du polynome est supérieur ou égal a 4, on n’ait pas trouvé de majoration
satisfaisante du nombre de (p1,p2) tels que f(pi,p2) = 0 (mod p?), ou p
est un nombre premier supérieur a x. On peut cependant faire le parallele
entre cette difficulté et le fait que I'on ne sait pas s’il existe un polynoéme
(irréductible) de degré 4 prenant une infinité de valeurs sans facteur carré.
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Le premier résultat de Greaves [G3]| évoqué ci-dessus concerne en fait
des polynomes de degré d quelconque. Il a en effet montré que si f est de
degré d, alors f(p1,p2) = Piy1 pour une infinité de nombres premiers p1,
p2. Pour obtenir ceci, il se sert du crible pondéré de Richert qui est la clé
de la preuve du théoreme 3, et des estimations en moyenne des quantités
A,, pour m < x'~¢ obtenues & partir du théoréme de Barban-Davenport—
Halberstam.

Cependant, en revenant a la définition des poids de Richert, et en y
combinant un crible de dimension 2 on peut repousser le niveau général du
crible de m < z'7¢, & m < 227¢, lorsque f est un polyndéme homogene, et a
m < 2*/37¢ lorsque f vérifie la condition (H2).

En profitant de ceci, dans le cas ou f est un polynéme homogene, nous
apportons 'amélioration du résultat de Greaves suivante :

THEOREME 4. Soit f un polynéme irréductible homogéne en deux va-
riables de degré d, dont les coefficients sont premiers entre euz. On a alors
linégalité

2d x?
H(zol,pz)w:rz(f(pl,pg))g+8H > T
3 log” x

ot £2(n) désigne le nombre de facteurs premiers de n.

Ce résultat est intéressant pour 2d/3+48 < d+1, c’est-a-dire pour d > 22.
En fait, pour chaque d on peut obtenir un meilleur résultat, mais apres de
longs calculs d’optimisation qui sont sans intérét.

L’utilisation des poids de Richert nécessite non seulement une connais-
sance précise des quantités |A,,|, lorsque m est sans facteur carré, mais
encore une inégalité du type

> el = o)

3
2<p<y log”z

Lorsque f est homogene, Greaves a obtenu ceci dans [G4], en profitant
astucieusement de 'homogénéité de f pour traduire en termes de réseaux
la congruence

f(n1,m2) =0 (mod p?).

Lorsque le polynome n’est pas homogene, ce raisonnement ne tient plus,
et quand le degré de f est supérieur a 4, on ne peut obtenir une majoration
satisfaisante de ]Apz\, pour p > x.

Ainsi le résultat que 'on obtient pour un polynéme f non homogene
concerne seulement la quantité w(f(p1, p2)), la fonction w(n) étant le nombre
de facteurs premiers distincts de n :

THEOREME 5. Soit f un polyndéme irréductible en deuz variables de degré
d, dont les coefficients sont premiers entre euz, et vérifiant l’hypothése (H2).
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Pour x > 1, et pour tout € > 0, on définit l’ensemble £ suivant :
E ={(p1,p2) : p1,p2 ~ x et vérifiant (i), (ii) et (iii)},
avec

(i) p| f(p1,p2) = p > xt/4,
(i) p* | f(p1,p2) = p > 2! 7%,
(ili) w(f(p1,p2)) < k(d).
Lorsque k(d) > 6d/7+ 6, on a la minoration |£| > 22/ log® z.

Ce résultat apprend quelque-chose de nouveau pour d > 30, mais la
remarque faite apres le théoreme 4 est valable pour ce théoreme; si on le
désire, pour chaque d fixé, on peut améliorer la valeur k(d).

Plus le degré de f est grand, plus ce théoréme est intéressant. Par exem-
ple, si f est un polynéme de degré 1000, alors nous savons d’apres Greaves
que pour une infinité de p1, pa2, f(p1,p2) = Pioo1, mais le théoréme 5 dit que
w(f(p1,p2)) < 862...

Quand on cherche une estimation des cardinaux |A4,,|, on écrit ’approxi-
mation classique

r(m)
Al = A1 + B,
avec
A= {(p1,p2) : p1,p2 ~ 7},

r(m) = {(u,v) : 0 <wu,v <m, (wv,m) =1, f(u,v) =0 (mod m)}|,

et R,, est un terme d’erreur que l'on espere rendre acceptable.

Le premier chapitre de ce travail fournit des estimations de la fonction
r, reprenant des travaux de Greaves sur ce sujet. Dans le deuxieme, on
donne des majorations de sommes d’exponentielles résultant des travaux de
WEeil qui seront reprises dans le chapitre trois ou on établira des estimations
asymptotiques des cardinaux d’ensembles du type

{(n1,n2) : n1,ny ~x, niny =0 (mod a), f(ni,n2) =0 (mod m)},

ou m et a sont des entiers sans facteur carré, pour alors étre en mesure
d’estimer les ensembles A,,, lorsque m est supérieur & x'~¢. Les quantités
|Am| pour m < 217¢ sont estimées en moyenne dans le chapitre 4, & laide
du théoreme de Barban—Davenport—Halberstam.

Enfin, les derniers chapitres correspondent aux preuves des différents
théoremes annoncés.

Une telle démarche s’étend a des polynoémes en trois variables et plus.
Dans le cas des polynomes en 3 variables, les majorations de Hooley [H2]
le long de surfaces de I, obtenues a partir des travaux de Deligne, per-
mettent d’avoir un résultat de caractere général, c’est-a-dire valable pour des
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polynémes de Z[z1,z2,x3] vérifiant des conditions du type les hypotheéses
(H1) et (H2). Le rajout d’une troisieme variable rallonge cependant les
différentes étapes des démonstrations. Cette méthode permet alors de mon-
trer que pour de tels polynomes f de degré 3, il existe une proportion positive
de triplets (p1,p2,n3) compris entre z et 2z, tels qu’on ait P*(f(p1,p2,n3))
> z7/6. Dans le cas des polynomes en 4 variables et plus les travaux de
Deligne ne sont pas tout a fait suffisants. Katz et Laumon [K-L] ont montré,
pour presque tout k-uplet d’entiers (hq, ..., hy), la majoration suivante :

h ...+ h
3 e( 1u1 + - + kuk> — o1/,

Ut,...,ur mod p
f(u1,...,ur)=0 (mod p)
Ce résultat n’est pas applicable dans ce contexte, car les h; exclus peuvent
étre tres petits. Laumon [L] a cependant obtenu des majorations de sommes
d’exponentielles le long d’hypersurfaces diagonales que 1'on peut appliquer
dans certains cas. On pourra trouver dans [D] un exposé détaillé de tout
ceci.

Ce travail a été réalisé sous la direction du Professeur Etienne Fouvry.
Je le remercie vivement pour les nombreuses suggestions qu’il a proposées.

1. Résultats préliminaires sur les fonctions r. La fonction r est
jumelée avec la fonction g définie par

o(m) = [{(u,v) : 0 <wu,v <m, f(u,v) =0 (mod m)}|.

Ces fonctions g et r dépendent bien stir du polynéme f, mais dans toute la
suite il n’y aura pas de probleme d’ambiguité.

1.1. Evaluation des fonctions r et ¢ dans le cas ot f est un polynéme
homogéne. Si (uv,m) = 1, 'équation f(u,v) =0 (mod m) se réécrit comme
u = wv (mod m), avec f(1,w) = 0 (mod m). En profitant de cette idée,
Greaves a montré dans [G2], le résultat suivant :

LEMME 1.1. (i) On a linégalité o(p) = O(p), ou la constante du O ne
dépend que du polynome f.
(ii) Pour @Q > 2, on a l’égalité

1
3 olp)logp 2P _logQ +0(1).
p<Q p
(iii) Pour o > 3, on a o(p®) = O(pO"L[O‘(l_Q/d”), et pour o = 2, on a
o(p?) = O(p”).

(iv) La fonctions r associée vérifie des propriétés similaires.
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1.2. Etude des fonctions r et o dans le cas ot f est un polynéme en 2
variables : cas général. D’apres le théoreme chinois ces fonctions sont multi-
plicatives. Lorsque f est un polynome absolument irréductible sur F,,, Weil a
prouvé que o(p) = p+0O(,/p). Puis, Greaves [G3] a étendu ce résultat au cas
qui nous intéresse, c’est-a-dire lorsque f est un polynoéme irréductible non
homogene, mais pas nécessairement absolument irréductible sur Q. Dans ce
cas, il existe une extension algébrique K de QQ dans laquelle f se factorise en
produit de facteurs absolument irréductibles f = g7 ... g,m. Les coefficients
de g1 engendrent une extension Q(#;) de Q. Soit Oy, I'anneau des entiers
de Q(f;). On a le résultat ([G3]) suivant :

LEMME 1.2.1. Pour tout p, sauf un nombre fini, on a
o(p) = psp + O(V/p),
ou s, est le nombre d’idéaux premiers P de Oy, tels que Norm(P) = p.

Ensuite, en utilisant le corollaire de Nagell [N1] du théoreme des idéaux
premiers, on a ’égalité

1
3 28 1050+ 0(1),

p<Q
et ainsi,
o(p) logp
(1.1) > e =1logQ + O(1).
p<Q

Cette derniere égalité est une condition d’application des cribles de Selberg
et de Rosser—Iwaniec.
Il reste encore a évaluer p(p®) pour > 2. On montre le lemme suivant :

LEMME 1.2.2. Pour tout o > 2, on a la majoration
Q(pa) — O(Oép4a/3).

Les constantes implicites ne dépendent que de f.

Preuve du lemme 1.2.2. Le principe de cette démonstration con-
siste a fixer une variable, par exemple la premieére u, puis d’appliquer les
résultats généraux de Nagell [N2] sur le nombre de solutions de la congru-
ence g(v) = 0 (mod p%) au polynoéme g(v) = f(u,v). La difficulté est que
ces résultats dépendent du discriminant de g et donc de la variable u.

Le lemme suivant est un récapitulatif des théoremes 42, 52, 53, 54 des
pages 80 & 90 du livre de Nagell [N2].

LEMME 1.2.3. Soit g un polynome primitif de degré d et de discriminant
D. La fonction og4(n) = [{0 <u <n:g(u) =0 (mod n)}| est multiplicative,
et vérifie les propriétés suivantes :
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(i) pour tout p premier, on a o4(p) < d,
(ii) si pt D, alors pour tout o > 1, on a l’égalité

Ug(pa) = Ug(p),
(iii) sip| D, et plus précisément si p* || D, alors pour « tel que a > 2u+1,
on a l’égalité
0q(p™) = ag(p* 1) < dp™,
(iv) plus généralement, pour tout p > 2 et tout a > 1, on a l'inégalité
a,(p*) < dD?.

Pour a,b mod p® donnés, on définit les polynémes g, et hy par g,(t) =
f(a,t), et hp(t) = f(t,a). On note D(g,), D(hy) leur discriminant respectif.
On part de I’égalité

op™) = Y w(p),

0<p<a

W(3) = > 1.

0<u,v<p®
f(u,v)=0 (mod p*)

p’=(D(gu),D(hv),p*)
Nous allons établir deux majorations de ¥ (). La premiére est intéres-
sante lorsque 3 est grand. On oublie la contrainte f(u,v) =0 (mod p®), et
on a la majoration

w(B) < > > 1.

0<u<p® 0<v<p®
D(g4)=0 (mod p®) D(h,)=0 (mod p”)

avec

Les sommes sur u et sur v sont alors des O(p®*~?), d’aprés le point (iv) du
lemme 1.2.3 appliqué aux polynémes v — D(g,,) et v — D(h,). La constante
du “O” ne dépend que de f. Ainsi on a la premiére majoration :

w(8) = O(p* ).
Pour la deuxiéme majoration, lorsque 3 est petit inférieur a /2, on écrit

ve) < Y o)+ Y o ().
0<u<p® 0<v<p®
P’ I(D(9u),p*) PP I(D(hy),p™)
D’apres les points (iii) et (iv) du lemme 1.2.3, on a o4, (p%) = O(p*?), la
somme sur u est un O(p®~P+27)  celle sur v se majore de la méme maniere,
et on a ainsi la majoration

w(B) < p*tP.
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En comparant ces deux majorations, on trouve ¥(3) = O(p*®/3), ce qui
finit la preuve du lemme 1.2.2.

A partir des lemmes 1.2.1 et 1.2.2 et de ’égalité (1.1), nous avons facile-
ment le résultat suivant :

COROLLAIRE 1.2.4. La fonction multiplicative r vérifie les propriétés :

(i) 7(p) = O(p),
(ii) pour P > 2, on a

Z 7"((1;)(119(;513 =log P+ O(1),
p<P

(iil) pour a > 2, on a Vinégalité r(p®) = O(ap*®/?3).

2. Quelques résultats sur les sommes d’exponentielles. Dans ce
paragraphe, on donne des estimations des sommes d’exponentielles que 1’on
rencontre lorsque 'on développe les conditions de congruences définissant
les quantités |A4| en série de Fourier.

Soit f un polynéme irréductible en deux variables. Soient m > 1 un
entier sans facteur carré, et g, h deux autres entiers. Il s’agit alors d’étudier

la somme
gz + hy
S¢(m,g,h) = g e(m).

0<z,y<m
F(2,5)=0 (mod m)

On commence par observer le
LEMME 2.1. Soient m et n deux entiers premiers entre eur. On a l’égalité
S¢(mn, g, h) = S¢(m, gn, ki) Sy (n, gm, hin),
ot m désigne un inverse de m modulo n, et m un inverse de n modulo m.

Preuve du lemme 2.1. Pour (x,y) mod mn, en profitant du fait
que (m,n) = 1, on écrit x = mzy + nxs et y = my; + nyz. La somme
devient alors

h h
S¢(mn,g,h) = Z e(gxl;i; y1>e<gx2; y2>'

0<z1,y1<n

0<z2,y2<m
f(xim4yin,zem+yan)=0 (mod mn)

La condition f(xim + yin,zom + yan) =0 (mod mn) se scinde en
f(@im,yym) =0 (mod n),  f(z2n,y2n) =0 (mod m),

ce qui, apres le changement de variables adéquat, termine la preuve du
lemme.
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Grace a ce lemme on peut se restreindre a étudier des sommes de la
forme S¢(p, g, h), p étant un nombre premier.

(a) On suppose que f est un polynome homogeéne. La somme S¢(p, g, h)
peut se réécrire comme

Simat) = 3 ¢ % )uih),
0<k<p

avec w(k) = {(u,v) : 0 < w,v < p, f(u,v) =0 (mod p), gu + hv = k
(mod p)}|. Grace a 'homogénéité de f, on a I'égalité w(k) = w(1) pour
(k,p) =1, et ainsi, on a S¢(m,g,h) = w(0) — w(1).

De plus, on a w(1) = O(1) et w(0) = O(p, f(—h,g)). Les arguments que
lon vient de donner sont ceux mis au point par Greaves dans [G1] pour
montrer le

LEMME 2.2. Soit f un polynéme irréductible homogéne. On a l’inégalité

La constante implicite ne dépend que de f.

(b) Cas des polynémes non homogénes. On suppose maintenant que f
est un polynome irréductible non homogene, vérifiant I’hypothese (H2). La
somme S¢(p, g, h) ne s’évalue alors plus aussi facilement, mais a 1’aide de
résultats provenant de la géométrie algébrique. On montre ici le lemme sui-
vant :

LEMME 2.3. Soit f un polynome irréductible, vérifiant la condition (H2).
On a linégalité

St(p,g,h) = O(p*?(p, g, h)"/?).

La constante sous-entendue dans le symbole O ne dépend que de f.

Preuve du lemme 2.3. Lorsque p|(g,h), ce résultat est contenu
dans le lemme 1.2.1. Dans la suite on suppose donc que (p, g, h) = 1.

On estime alors cette somme a ’aide d’un résultat de Bombieri [B], qui,
en reprenant les travaux de Weil, a obtenu un résultat général sur les sommes
d’exponentielles le long d’une courbe.

C’est la proposition suivante :

PROPOSITION 2.4. Soit X une courbe projective de degré di définie sur
F,, incluse dans P2, le plan projectif sur F,. Soit R(x1, 72, 23) une fraction
rationnelle homogéne de P? & valeurs dans F,, et soit dy le degré de son
numérateur. On définit alors la somme

S(R.X) = Z*e(R(m)>7

rzeX p
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ot * indique que les poles de R sont exclus de la somme. Soient Iy, ..., I,
les composantes absolument irréductibles de X . On suppose que la condition
sutvante est vérifiée :

(A)  Pour toute fraction rationnelle homogene h = h(w1,x2,23), définie
sur la cloture algébrique F,, de IFp, la fonction R — h? 4+ h n’est pas
identiquement nulle sur toute composante absolument irréductible I';
de X.

On a alors

(En particulier, (A) est vérifiée quand dide < p et R n’est pas constant sur
chaque composante absolument irréductible I'; de X.)

Cet énoncé est contenu dans le théoreme 6, p. 97 de [B]|. Ce dernier
théoreme est bien plus général que la version présentée ici, mais celle-ci est
suffisante pour la preuve du lemme 2.3.

Soit F'(z,y, z), le polynome homogene associé a f. La courbe X est alors
celle définie par

X = {(.’,171,%’2,.%'3) € IFD27 F(x17x27x3) =0 (mOd p>}7
et en prenant comme application rationnelle R, celle qui & x € P?, z =
(1,22, x3), associe
gz + hao
=
On a alors S(R,X) = Sf(p,g,h), de plus la condition (A) est remplie

lorsque f vérifie 'hypothese (H1). L’inégalité annoncée au lemme 2.3 est
donc vérifiée, d’apres la proposition 2.4.

R(x)

Gréce a ce lemme nous sommes en mesure de donner une majoration de
la somme suivante (qui sert a la preuve du théoreme 2) :

S¢(p.g.h) = > €<W>-

0<z1,22<p p
f(z1,22)=0 (mod p)
A partir du lemme 2.3, on montre le :

COROLLAIRE 2.5. Soit f un polynome irréductible, vérifiant I’hypothese
(H2). On a la majoration

St(p,g, k) = O(*2(p, g, h)*/?).

La constante du O ne dépend que de f.
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Preuve du corollaire. On part de I’égalité :

S¢(p,g,h)
h

:Sf(pvg7h)_ Z e<:62> - Z e<gxl)+l(010)a

0<z2<p p 0<z1<p p

f(0,22)=0 (mod p) f(21,0)=0 (mod p)

avec

1(0,0) = { 1 s% £(0,0) =0 (mod p),

0 sinon.

Lorsque p est assez grand, les polynomes f(0, z2), et f(z1,0) ne sont pas
identiquement nuls sur F,,, la deuxieme et la troisieme somme sont donc des
O(1). Le lemme 2.3 permet de conclure.

Lorsque le polynome f est homogene, de la méme maniere, mais plus
facilement, on montre que S¢(p, g, h) = O(p, f(—h,g)).

3. Préparations aux cribles. Dans cette partie, on obtient des esti-
mations asymptotiques des quantités
(3.1) ICm| = {(n1,n2) 1 © < ny,ng <2z, f(ni,n2) =0 (mod m)}|,
pour = > 1 assez grand, et m sans facteur carré supérieur & x'~¢, ou € est
un réel positif minuscule, qui serviront a la preuve du théoréeme 3. Nous
étudierons encore les ensembles
(3.2) Cm(a) = {(n1,n2) € C(a,m) : x < nqy,ne < 2z},
ou C(a,m) est 'ensemble des conditions

(ning,m) =1, mning =0 (mod a), f(n1,n2) =0 (mod m).
Les démonstrations des théoremes 4 et 5 passent par 1’étude des ensembles
(3.3)  Bn(a) ={(n1,n2) :n1,ne ~z, ninz =0 (mod a),
f(ni,n2) =0 (mod m)},

ou a et m sont des entiers sans facteur carré, mais pas nécessairement pre-
miers entre eux.

Pour obtenir ces estimations, on traduit en termes de sommes d’exponen-
tielles les systemes de congruences définissant ces ensembles, pour arriver a

des sommes du type celles étudiées dans les deux paragraphes précédents.
On obtient ainsi les résultats suivants :

LEMME 3.1. Soit f un polynome irréductible en deuzr variables dont les
coefficients sont premiers entre eux, et vérifiant ’hypothése (H2).

i) Pour m sans facteur carré, on a pour tout € > 0 [’égalité
p g

z?o(m) zite .
|Cm‘— m2 +O<\/m+$ m>
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(ii) Soient a et m deuz entiers sans facteur carré et premiers entre eux.
Pour tout € > 0, on a l’égalité
2

z%r(m)A(a) rlte
|Cm(a)] = P +0 Jm +2°y/m |,
ot X est la fonction multiplicative définie par A(p) = 2p — 1.
(iii) Soient a et m deux entiers sans facteur carré. Soit g la fonction
suwivante :

00(d) = {(u,v) : 0 <u,v<d, ww=0 (mod d), f(u,v) =0 (mod d)}|.

(Cette fonction est multiplicative, et vérifie po(p) = o(p) — r(p).) Soit § =
(a,m). On écrit alors a = a1d, m = myd. Pour tout € > 0, on a l’égalité

2 1+e
z=o(m1)A(a1)00(9) z
B = O —— Y/ .
| m(a)’ a%ézm% + 5\/7771 +x /M
Les preuves des trois différents points (i)—(iii) sont semblables & quelques
détails pres. Nous ne donnons donc ici que la preuve du point (iii). En
reprenant la définition (3.3), on a I’égalité

1B (a)| = Z Z 1.

u,v (mod am) n1,n2~T
wv=0 (mod a) n1=u (mod am)
f(u,0)=0 (modm) ™2=Y (mod am)

On développe ensuite les sommes sur nq et no en sommes d’exponentielles :

B (a)]

1 —gny — hne gu + hv
= — el ——= el =/ ).
X X o )3 -
0<g,h<am ni,nz2~x u,v (mod am)
uv=0 (mod a)
f(u,v)=0 (mod m)
On note X(a,m,d, g, h) la somme portant sur u et v. Le terme en g = h
= 0 fournira la contribution principale. On sépare les différentes conditions

de congruence via I'identité de Bezout :
Z(CL, m, 55 g, h) = )‘(ala g, h)Sf(mla CLlézga a152h)Tf(5a aymig, almlh)a
ot S¢(mi, g, h) a été définie puis étudiée au précédent paragraphe,

gu + hv
A(alvg’h): Z €<6L1>7

u,v mod ay
uv=0 (mod ay)

et
armig,a;my armi(gu + hv
Tf((s)almlg,almlh) = Z 6(11(952))
0<u,v< 8>
uwv=0 (mod J)

f(u,v)=0 (mod ¢)
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La fonction A s’évalue facilement avec des méthodes élémentaires. Lors-
que a est sans facteur carré, on montre le

LEMME 3.2. La fonction X a, k,l) est multiplicative par rapport a a, et
vérifie, pour a = p premier
-1 si (p,kl) =1,
Ap, k1) =< p(p)  siplkl, mais (p,k,1) =1,
2p—1 sip| (k).
Preuve du lemme 3.2. La multiplicativité se vérifie avec le théoreme
chinois. Pour a = p premier, on a 1’égalité

ku lv
Ap, k1) = e<> + e<> -1,
Oﬁzuip p 0§zv;p p
ce qui correspond au résultat annoncé.
Dans toute la suite nous écrirons A(a) pour A(a,0,0).
En appliquant une seconde fois I’identité de Bezout, et en profitant du
fait que 6 soit un entier sans facteur carré, on a la formule

Ty (6, armig, aymih) = HTf(P, aimi1p?g, amip?h),
plé
avec la notation p = §/p.
Il suffit donc d’étudier des sommes du type

Ty(p.g, h) = S €<th?-

0<u,v<p? p
uv=0 (mod p)
f(u,v)=0 (mod p)
En écrivant v = up + Ap, v = vg + up, avec 0 < ug,vo, A\, 4 < p, on a
I’égalité

o= B (25 (52

p p

0<up,v0<p 0<A,u<p
uovo=0 (mod p)
f(uwo,v0)=0 (mod p)
p?oo(p) sig=h=0 (modp?),

=0

= {O(pQ) sig=h=0 (mod p),
0 sinon.

En utilisant ceci et en appliquant les lemmes 2.3 et 3.2, on a l'inégalité

1/2+
E(Q’ m, 57 g, h) = O((alﬂ gh)ml/ S(mlv 9, h)1/2(5? g, h)Q)a
puis en sommant sur les différentes variables on obtient le résultat annoncé.

Cas des polynomes homogenes. Lorsque f est un polynoéme homogene,
on majore les sommes S¢(m,k,l) avec le lemme 2.2, ce qui donne
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S¢(m,k, 1) = O(x*(m, f(—1,k))). Ainsi la somme X(a,m,d,g,h) est un
O((a17gh)(m17 f(_hvg))(57gv h)Q)a et on a

N
xlte am
+0 —~ 5 7((m1af(_ 70))+(m1>f(0?_ )))
(e, T, Gty )
ro(s Y I g6,
0<g,h<am/2

On note R; et Ry les deux termes d’erreur de la ligne précédente. Ces
deux termes s’évaluent plus facilement en moyenne sur a et sur m. On admet
provisoirement que ’équation f(u,v) = 0 a (0,0) comme seul couple solution
sur Z2. On a alors la suite d’inégalités

Z R2 (a, m)

o<m<M
0<a<A

a1, kD) (F(—1, k), m1) (8, k, 1)
cr Y Yy @RUChm)ek)

kl
0<k,I<AM 6<AM 0<mi<M/§
0<a1<Aé
max(k,l)<am

. T(kD)T(f(=1,k)) .
<z Y AM - < AMz®,
O<k,l<AM

ou on a noté 7(n) le nombre de diviseurs de n.
De la méme maniere on montre I'inégalité

> Ri(a,m) <z A
0<m<M
0<a<A
On ne peut en effet avoir f(—I, k) = 0 avec (k,l) # (0,0). Si par exemple
I # 0, alors f(—1,k) = (=D9f(1,—k/l), et le polynéme g(t) = f(1,t) a
une racine rationnelle. Il admet alors une factorisation sur Q[t] du type
g(t) = g1(t)g2(t). En notant alors d; le degré de g;, on a pour = # 0 I’écriture
flz.y) = fila,y) fo(z,y), avec fi(z,y) = 2% g(y/z), ce qui contredit le fait
que f soit irréductible. Donc f(—k,1) a comme seule solution (0,0) sur Z2.
On a ainsi le lemme suivant :

LEMME 3.3. Soit f un polynome irréductible homogéne dont les coef-
ficients sont premiers entre eux. Soient a et m deux entiers sans facteur
carré. Les deuz assertions suivantes sont vérifiées :
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(i) Pour (a,m) =1, on a

|Cm(a)| —_ :UQT(W;))‘(G)

(ii) Pour 6 = (a,m), avec a = a1 et m = m1d, on a

_ 20(m1)Aa1)eo(9)
a?m?2§?

+ R(a,m).

a?m?

1B (a)l + R'(a,m),

ou les termes d’erreurs vérifient, pour tout € > 0,

> |R(a,m)| < a'TTA+ 27 AM.

0<a<A
o<m<M

Les termes R'(a,m) vérifient une inégalité similaire.

4. Un résultat en moyenne de Greaves. Dans ce paragraphe, f est
un polyndéme irréductible, non nécessairement homogene. Soit £ la collection
d’entiers contenant d’éventuelles répétitions définie par

E ={f(p1,p2) : p1,p2 ~ 7}

Pour m > 2, on note &,, I'ensemble &,, = {a € £ :a =0 (mod m)}.
A partir du théoreme de Barban-Davenport-Halberstam, Greaves [G3]
a montré le lemme :

LEMME 4. Pour x > 2, et pour tout € > 0, on a l'inégalité

2
S [l - 2 el < -
—pl-c p(m) log™ x
p?(m)=1

La condition m < 2'~¢ peut étre remplacée par m < :Elog_A T pour un
A > 0 assez grand.

5. Etude du plus grand facteur premier de polynéomes en deux
variables, de degré deux ou trois, pris en des valeurs premiéres.
Cette partie est consacrée aux preuves des théoremes 1 et 2. Soit f un
polynéme irréductible non homogene, dont les coefficients sont premiers en-
tre eux, et vérifiant les hypotheses (H1) et (H2). Dans le dernier paragraphe
de ce chapitre, on traitera le cas ou f est un polynome homogene.

La preuve du théoreme 1 reprend la méthode de Tchebychev—Hooley.
Elle consiste a estimer de deux manieres différentes (dont 'une dépendra de
P*(f(p1,p2)) le produit

V()= [] fp1,p2)-

1~T
p2~x
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La premiere facon est directe, on calcule
logV(z)= Y logf(p1,pa)-
P1,P2~T

On note d le degré de f. D’aprés la condition (H1), on a pour p1,ps ~ x
Pégalité suivante : log f(p1,p2) = dlogz + O(1). En appliquant le théoreme
des nombres premiers on obtient alors la premiere estimation suivante :

(5.1) og V(z) = 2 +0< v )

~ logx log? x

Par ailleurs, on a encore

logV(z) = Z |Epe | log p,

p7a
pa<<ibd
avec
Epe = {(p1,p2) 1 p1,p2 ~ @, f(p1,p2) =0 (mod p“)}.
Pour € > 0, on procede alors au découpage suivant :
logV(z) = Z |Epe| log p + Z |Epe| log p + Z |Ep| log p

pa<z1—s aZQ Z1_5§p<P
pa >$1_€

= 51+ S2 + 53,
par définition. On a noté P le plus grand facteur premier du produit V(x).

5.1. Evaluation de S;. On part de ’écriture
Si= ), I&llogp+ Y |Epellogp=5] + 57,
p<zl—e pe<zl—c a>2
par définition. La somme S} fournit le terme principal. Elle est estimée avec
le lemme 4.
Grace a ce lemme, on a 1’égalité

)

 log’x peate log® x

D’apres le point (ii) du corollaire 1.2.4, on a I’estimation

2 2
f_ " x ‘
ST =( 5)1Og33+0<log2x)

La somme S7 est, par contre, négligeable. En effet, d’apres le théoréme de
Brun-Titchmarsh, pour p* < z'7¢, on a l'inégalité

|Epe| < (¢Kpafk¥¥r>2T(Pa)
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De plus, d’aprés le corollaire 1.2.4, on a r(p®) = O(ap*®/?), ce qui permet
d’écrire I'inégalité

2 2

" T alogp T

< < .

b logx pag:la p*e/3 T logx
a>2

Ainsi, on vient d’établir le lemme suivant :

LEMME 5.1. On a l’égalité

x? x?
512(1—8) +O< 3 >
logz log” x
5.2. Majoration de Sy dans le cas ot f est un polynome de degré deuz.

Lorsque f est un polynéme de degré deux, la somme S5 s’évalue directement,
a partir de la majoration

Sy < Z Z vf(m)a

a>2 m~z?
p®>z!~¢ m=0 (modp®)

ol vy(m) est le nombre de solutions entieres (a,b) a I’équation m = f(a,b).
Dans cette derniere ligne, la notation m ~ 2 signifie qu’il existe deux entiers
Ay et Asy, ne dépendant que de f, tels que 4122 < m < Axz?.

On montre ensuite que pour tout n > 0, on a v¢(n) = O(n").

Comme f vérifie les hypotheses (H1) de positivité et (H2) de non dégéné-
rescence, on a l’écriture

Mf(z,y) = Alax + by + ¢)* + B(dy + €)* + C,
avec a,b,c,d,e, A, B,C, M € 7Z, et les entiers M, A, B sont strictement posi-
tifs. Il s’agit alors de montrer que I’on a uniformément pour tout n 'inégalité
H{(z,y) € Z? : n = Az? + By*}| = O(n°).

Or ce cardinal est inférieur & [{0 < v <n:v?+ AB =0 (mod n)}| (cf. par
exemple [Sm]|, Art. 86, p. 172), on a donc bien I'inégalité annoncée.
Ceci donne la majoration

(5.2) Sy < a®™ Ny ia < z'?,
a>2
pe>ale
Lorsque f est un polynéme du troisieme degré, la somme Ss est bien plus
difficile & estimer. On évalue séparément les f(p1,p2) ayant un important
facteur carré ou un important facteur cubique.



Propriétés multiplicatives des valeurs de polynéomes 55

Pour 1 > 0, minuscule, on découpe la somme S5 de la maniére suivante :

(5.3) Sy = Z |Epe | log p + Z |Ep2|log p + Z |Eps|log p
p<zl ™" a>2 p>xlt—n p>al—n
p*>alTe
= Ry + Ry + Rs,

par définition. On peut déja remarquer que R3 < Rs.

5.3. Majoration de la somme R;. Dans ce paragraphe, on montre la
majoration suivante :

LEMME 5.2. On a la majoration Ry < 9U2/10g10 x.

Preuve du lemme 5.2. Pour travailler avec une somme en moins
et ainsi rendre les discussions plus claires, on écrit

R < logx Z R(«a),
2<ak]log x
avec

R(a) = Z |Epe |-

1(1*5)/‘1<p<w1*77

Pour majorer R(«), on bloque comme au paragraphe 1 une variable,
par exemple pq, puis on résoud f(p1,p2) = 0 (mod p®). Le probleme est
lorsque p divise Ay, le discriminant du polynéme ¢t — f(p1,t); les solutions
po peuvent alors étre nombreuses, surtout lorsque « est de la taille de log x.
On définit encore A,, le discriminant du polynéme t — f(t,p2), puis on
découpe la somme R(«) suivant la taille du pged(4,,, 4,,,p%).

On écrit donc 1’égalité

R(a) = > > 1

z(l=e)/acpgal-n P1,pP2~T
f(p1,p2)=0 (mod p*)
(p™,Ap,,Ap,y )<logl® z

+ > > 1

z(1—e)/acp<al—n P1,pP2~T N
f(p1,p2)=0 (mod p®)
(pa7Ap1 7Ap2)2105100 x
=R (Oé) + Rg(a),
par définition.

e Majoration de Ry(c). La condition (p®, A,,, Ap,) < log'? z entraine
que (p*, Ap,) < log'® z, ou (p, 4,,) < log'” z. Les sommes sur p; et sur
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p2 se majorent alors par

D > >, 1

p1~T 100 0<v<p® p2~T
(p™,Ap,)<log™™ "z f(p;,v)=0 (mod p®) P2=V (mod p®)

+ > > > oo

p2~T 0<v<p® p1~vT o
(P™,Ap,)<10g" = f(v,p2)=0 (mod p) P1=v (mod p®)

Ces deux sommes se traitent de la méme facon.
Pour la premiere, comme (A, ,p%) < log!'®?
lemme 1.2.3, on a

{0 < v <p™: fu,0) =0 (mod p)} = O((Ay,,p)?) = Olog™ ).

Les deux sommes ci-dessus sont donc majorées par

o<x(1og2°0 z) <;a + 1)) .

En reportant ce résultat dans R;(«), cela donne la majoration

Ri(a) < 2(10g®@z) Y <p“; + 1)

x(lfg)/o‘ <p<;p1*"7

< x5/3+5/3(10g200 x) Z 22/3 + 227" 1og?" &

x, d’apres le point (iii) du

2(1=8)/a cp<pl—n
< 2"
pour h > 0 assez petit.
e Majoration de Rs(). On oublie la condition f(p1,p2) =0 (mod p®),
mais pour tout p < 2'~7, on profite de I'inclusion
o2 ~ 2, (0%, 4p,, Ap,) 2 log' ™ 2}

C U {p1,pa ~x, Ay, =A,, =0 (mod p?)}.
B>0
PP >log!0 ¢

A partir de ceci on a la majoration

Ry(a) < Z Z Z 1

logwo z<ph, p<al—m pi~x p2~xT
Ap, =0 (mod ) Apy =0 (mod %)

.TZ
< > (p% + 1),
log'%0 2 <ph, p<al—n

et ainsi, Ry(a) < 2%/log®” .
Ces deux majorations de Ry(«) et Ro(«) sont largement suffisantes pour
prouver le lemme 5.2.
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5.4. Majoration de Ro. Dans ce paragraphe, on s’occupe de la somme
Ry définie dans (5.3). On établit le lemme suivant :

LEMME 5.3. Pour tout € > 0, il existe n > 0 assez petit tel qu’on ait la
majoration Ry < x'9Fe,

Pour détecter les grands facteurs carrés de ’ensemble contenant d’éven-
tuelles répétitions :

{f(p1,p2) : p1,p2 ~ 7},
on a recours a un crible approprié, le crible a carrés de Heath-Brown [HB],
que 'on énonce sous la forme suivante :

LEMME 5.4. Soit A = (w(n)), une suite de réels, avec w(n) > 0 pour
tout n, et tel que Y w(n) < co. On définit S(A) = > 77, w(n?). Soit P un
ensemble de P nombres premiers. On suppose que w(n) =0 pour n =0, ou

pour |n| > eP. On a alors l'inégalité
n
w n) —
Z ( <pQ>‘

S(A) < P! Zw(n) + P2 Z

p#q€EP

ot (%) est le symbole de Jacobr.

Avant d’appliquer ce lemme, il faut procéder a quelques transformations
préparatoires sur la somme Ro. On commence par ignorer les conditions p1,
po premiers, et en reprenant la notation |Cy4| définie au troisieme chapitre
(cf. (3.1)), on écrit la majoration

Ry < Z |Cp2|logp < log x Z IConz .
p>zl=e m>gl—e

Si ny et ny vérifient f(ny,ne) = m2d avec m > x'7¢, on a encore Iécriture
f(n1,n2) = m'%d’, avec toujours m’ > z' ¢, mais d’ est alors un entier sans
facteur carré, ce qui nous permettra d’utiliser les majorations des sommes
S¢(d’, h, k) établies au chapitre 2.

On part donc de la majoration

Ry <a® > p2(d)Ry(d),

d<zxlte
avec
Ro(d)= Y wa(m?),
m2 >x2—25
et

wg(m) =

d

On applique alors le lemme 5.4 sur chaque quantité Ro(d), en choisissant
IP)d = {p < lﬂ : (p7d) = 1}7

)

{(nlanZ) Ny, ~ T,
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ou 6§ est un réel positif que I’on précisera plus tard. Ainsi P, le cardinal |P4],
est de l'ordre de 2%/ log x.
On a donc la majoration

Ry(d) < 2 P~ > 1

> ()l

f(n1,m2)=0 (mod d)
ni,na2~x

>
f(n1,m2)=0 (mod d)

p#qeP

On écrit alors
Ry(d) < 25 (P18 + P25,).

La somme 31 s’évalue directement car d est sans facteur carré, I’équation
f(n1,m2) =0 (mod d) se résoud ainsi facilement :

X 2 $2

La somme Y5 est plus difficile & évaluer; pour des commodités d’écriture,
on la réécrit sous la forme

22 - Z ‘T(pa q>d)|7
p#q€EPy
avec évidemment

T(p,q,d) = 3 (ﬂnlnz)/d)

n1,ng~T pq
f(n1,m2)=0 (mod d)
Pour évaluer les quantités T'(p, ¢, d), on développe les sommes sur nj et ny
en sommes d’exponentielles, pour étre en mesure d’utiliser les résultats du
chapitre 2, et des résultats de Hasse sur les sommes de caracteres le long de
cubiques.
On part de I’égalité

(5.4) T(p,q,d)—pgqlgdg >, > (;)(ﬂ;}@)

g,h mod pgd 0<u,v<pqd
f(u,v)=0 (mod d)

S e<g(u - nl)p;rdh(v - nz)>.

ni,na2~T

Ensuite on sépare ces différentes sommes, ce qui est permis d’apres le thé-
oréme chinois car (pg,d) =1 :
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59 Twod=mem(s) X S e(gm) X e( )

0<g,h<pgdni~x no~T
x Hy(p,g,h)H(q,9,h)Ss(d, g, h),

ou S¢(d,g,h) est la somme d’exponentielles étudiée au chapitre 2, et
H¢(p, g, h) est la somme de caracteres suivante :

He(p.g.h)= > <f(u’v)>6<gu+hv>.

0<u,v<p p p

Lorsque (g, h) # (0,0) on majore trivialement les sommes H¢(p, g, h) par
p? (ce qui est loin de la majoration que 1'on peut obtenir grace au résultat
de Hooley [H2] concernant les majorations de sommes d’exponentielles le
long de surfaces), tandis que d’apres le lemme 2.3, on a la majoration

Syld, g, h) = O(d/***(d, g, h)'/?).
Ainsi la contribution des termes en (g, h) # (0,0) est inférieure a

P P’

0<g<pqd 0<g,h<pqd

x1+a

Q1=

pqd

Un calcul direct fournit alors la majoration

141
z
O < r m —|—p2q2\/g:c51.

Vd

Il reste a majorer le terme en g = h = 0 qui correspond a

0 G- BE y (1) g (Ho)

0<u,v<p 0<u,v<q

Ici, une estimation triviale des sommes de caracteres de Legendre n’est
pas suffisante et on établit le

LEMME 5.5. On suppose que f vérifie l’hypothese (H2). On a alors la

magoration
> (“f(uv)> = 0(p*?).

0<u,v<p p
La constante implicite ne dépend que de f.
L’exposant 3/2 n’est pas optimal, on peut le ramener a 1, mais il con-

vient a notre situation, et cette majoration s’obtient directement & partir
du résultat de Hasse suivant [Si] :
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LEMME 5.6. Soit g(z) € Fy[z] un polynéme de degré 3, non constant. On
a alors l'inégalité

5 (49)] <

zelF,

Preuve du lemme 5.5. On réécrit le polynéme f sous la forme

flu,v) = Z gr(u)v*.

0<k<3

Comme f vérifie 'hypothese (H2), f ne peut se ramener a un polynéme
en une seule variable, les polynomes g1, go et g3 ne sont donc pas tous
identiquement nuls sur F, lorsque p est assez grand. On désire alors fixer la
variable u pour appliquer le lemme 5.6 au polynéme f, : v — f(u,v), mais
il faut mettre de coté les u tels que les polynomes f,, soient constants sur IF,,.
Ils appartiennent a l'ensemble S, = {0 < u < p: g1(u) = g2(u) = gs(u) =
0 (mod p)}.
On a ainsi 1’égalité

> (5)-2 2 (%

0<u,v<p 0<u<p 0<v<p
ugSp

%)+ 0uis,)

Comme les g; pour i = 1,2,3 ne sont pas tous identiquement nuls, on a
|Sp| = O(1), tandis que d’apres le lemme 5.6 la somme sur les u ¢ S, est un
O(p3/?). L’inégalité annoncée au lemme 5.5 est donc vérifiée.

On reporte alors le résultat du lemme 5.5 dans (5.6) :

z?o(d)
RN

Au chapitre 1, on a vu que o(d) = O(d), et on a donc finalement

Q2 <

x1+€1 2[ 2
S PV +
Vd dy/pq

T(p,q,d) <

On reporte ceci dans Y :
P4x1+61

Pr2te
5.7 Y — 2 4 PSasVd )
(5.7) 2 < g + PSaeVd + y

Ainsi pour tout d sans facteur carré on a 'inégalité

2 2, 14eo -1,.2
&’ _1£ 1 Pz 4 £ P X
Ro(d) < x <P - +dP +7\/g + P*Vda® + — )
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c’est-a-dire,

Ry < Z Ry (d) < p2Plgfs 4 piyd/2tes,
d<€E1+E

En choisissant P = 2¢ = /19 on a Iinégalité Ry < 2':9F%,

5.5. Estimations de S3. D’apres les lignes (5.1) et (5.2), les lemmes
5.1-5.3, nous avons les égalités :

e lorsque f est un polyndéme du second degré :

(1+¢)a? x?
5.8 Sy =logV(x)—S1 — Sy = O
68)  S=lgV() =5~ %= 1 4 0( ).
e lorsque le degré de f est trois :
(2 + ¢)a? z?
5.9 Sy = (@) .
(5:9) 3 log x + ]og2 T

Le principe de la méthode de Tchebychev—Hooley consiste alors a cher-
cher une majoration de S3 qui dépende de P le plus grand facteur premier
du produit V(z) et d’en déduire ensuite une minoration de P.

On rappelle la définition de Ss :

S = Z |Ep| log p.
p>x175
On écarte les (p1,p2) de &, tels que p|pips :
Ss= Y |Fpllogp+O(z'"),
p>x175

ou F, est I'ensemble contenant d’éventuelles répétitions :

Fp =A{p1p2 : p1,p2 ~ x, (p1p2,p) =1, f(p1,p2) =0 (mod p)}.

Avec des méthodes de crible qui reprennent des résultats du chapitre 3,
on montre le lemme :

LEMME 5.7. Pour p assez grand, et pour z > 1, on a la majoration

222 r(p) <z2x1+6 9 >
-—=4+0 + /pzat .
10g2 Py p2 \/ﬁ \/]3
Preuve du lemme 5.7. On détecte les nombres premiers py, pa en
recourant au crible, pour z > 1, on écrit la majoration

|Fpl < > 1.

ni,na2~T
qlnine=q>z
(n1ma2,p)=1
f(n1,m2)=0 (mod p)

[Pl <
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Les familles d’entiers correspondant a ce probléme de crible sont exactement
les ensembles Cp,(a) étudiés au chapitre 3, définis par (3.2); d’apres le point
(ii) du lemme 3.1, pour a sans facteur carré, et premier a p, on a ’égalité

r(p)X(a xlte
Cp(a)| = xQ(ZZag ) 4 o(\/]3 + xwﬁ>,
avec A\(¢) = 2q — 1 lorsque ¢ est un nombre premier.
Les conditions d’application du crible de Selberg de dimension 2 (cf.
[H-R], théoreme 6.3, p 202) sont remplies et on a ainsi la majoration

(5.10)  |F/l< 5P 2”1_[( )(HO(lo;z))

q<lz

+ > 3Y W2 (a) (“11/; + xﬁ\/ﬁ)

a<z?

Le produit eulérien vaut exactement || < _(1 —1/p)?%; en appliquant la
formule de Mertens et en majorant directement le terme d’erreur on trouve
le résultat annoncé au lemme 5.7.

On reporte ce résultat dans S :

(5.11) Sy <22® ) logpl(p22<1+0<loglzp>)

a1 <p<P p*log” 2
2 1+€
—|—O< Z logp( +\/]3 >>
zl—c<p<P VP

On choisit ensuite z, = x1726p=3/% de telle sorte que le terme d’erreur de

(5.11) soit un O(x2~¢) (la limite est alors P < 2%/3710¢ pour que z, > 1),
ce qui fournit la majoration

2
S3<22” ) logp ) O<x25 + m)

et <p<P log?(x1-2ep=3/4)  p? log? x

On applique le point (ii) du corollaire 1.2.4, ce qui donne 'inégalité

83 <2? | at + O< - +x2_5>
o= _ tlog?(x1—2e¢-3/4) log? z '

rl—

En écrivant alors P = 2/ (avec A < 4/3 — 10¢), puis en calculant

I'intégrale ci-dessus on aboutit a la majoration

z? 8 32 2
12 < —
(5:12) 53 < loga;<3(1—3/1/4) 3 ) +O<log x)

5.6. Conclusion dans le cas ou f est un polynome du second degré. En
comparant (5.8) avec (5.12), le plus grand facteur P, = 2?2 de V(z) doit
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vérifier

1< 8 32
- 3(1—3>\2/4) 3’

c’est-a-dire A2 > 36/35.

5.7. Conclusion dans le cas ou [ est un polynome du troisiéme degré.
A partir de (5.9) et (5.12), le plus grand facteur premier P3 = 22 doit alors
vérifier :

g 8 32
= 3(1—3X3/4) 37

c’est-a-dire A3 > 20/19.

5.8. Cas des polynémes homogénes. On garde les mémes notations, mais
f est maintenant un polynome homogene, irréductible en deux variables,
dont les coefficients sont premiers entre eux, et vérifiant ’hypothese (H1).
On a toujours 1’égalité
dx?

2
log V(z) = +O(—5—) =81+ S+ 8Ss.
log x log T

D’apres le lemme 4, et les estimations de r(p®) données au paragraphe 1,
on a I’égalité

x? x?
= fe% 1 = 1_ .
51 Z (Epe|Togp = 6)logm +O(logm‘>

pa<1,175

Pour S5, on a la majoration

Sy <Ry +d Z |Ep2[log p,

p>€131_77

ou R est la quantité définie au paragraphe 5.3. Dans ce paragraphe on a
obtenu la majoration R; < x2/ log'® z, et ceci est toujours valable pour des
polynémes homogenes.

Sinon, Greaves a établi dans [G4], I'inégalité suivante (valable seulement
pour des polynémes homogenes) :

1132
2

Z |Ep2|logp <
£ log” x
Tz~ N<p
et ainsi, on a : Sy < z2log 2 z.
Pour S3, 'homogénéité de f permet d’avoir une majoration plus fine que
celle du paragraphe 5.5, en utilisant le lemme 3.3 a la place du lemme 3.1. Le

zp correspondant vaut alors z, = ' =¢p~1/2 pour p < 227¢, et on obtient
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la majoration
P

SsSS

rl—

222 x?
dt+ O :
_tlog?(xl—ct—1/2) <log2 x>

En écrivant P = =¥, puis en calculant cette intégrale, on a la majoration

2 1 x?
< 4 — .
S3_1og:v< <1—H/2> 8+6>+0<log2x>

Ainsi, P = 2z doit vérifier d — 1 < 8/(2 — H) — 8, c’est-a-dire, H >
2-8/(d+T7).

6. Nombres presque premiers représentés par des polynomes.
Le théoreme 3 est une conséquence facile du lemme 3.1. En effet, d’apres le
lemme 3.1, pour tout entier d dans facteur carré, on a

ICa| = {(z1,22) : 1,20 ~ x, f(z1,22) =0 (mod d)}|
_20(d) alte
On applique le crible pondéré de Richert, plus précisément le théoreme
9.3, p. 253 du livre de [H-R] donne alors le résultat.

7. Entiers ayant peu de facteurs premiers distincts représentés
par des polynémes en deux variables pris en des valeurs premiéres.
Maintenant, f est un polynome irréductible de degré d supérieur a 3, en
deux variables, dont les coeflicients sont premiers entre eux, et vérifiant
I’hypothese (H2). Pour tout entier n, on note w(n) le nombre de facteurs
premiers distincts de n.

7.1. Les poids de Richert. Le principe de la preuve du théoreme 5 consiste
a combiner un crible pour détecter les p1ps au systeme de poids de Richert
et d’utiliser les résultats des précédents chapitres pour mener a bien cette
démarche.

La collection d’entiers liée & ce probleme est C = {f(p1,p2) : p1,p2 ~ x},
avec d’éventuelles répétitions. On a alors I’égalité

2 2
X=c=— +o< ° )

log? x log®

On prend pour P l’ensemble de tous les nombres premiers. Les poids de
Richert sont alors les suivants (cf. [H-R], p. 242) :
log p .
A1- XV <p< Xxt/u
wp(n) = < ulogX) . =P pln,

sinon,
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ol u < v, A sont des parametres a optimiser. On étudie alors

(7.1) W(C,u,v,\) = Z (1 - Z wp(a))

acC X1/v<p<X1/u
p|a¢p>X1/”
log p
— Xl/’v _A 1_ Xl/q)
S, x'vy > < ulOgX>5(cp, ),
Xl/v<p<X1/u

ou, selon les notations standard,
S(C,XY"Yy=|{aeC:pla=p> X"}

Soit @ € C ayant une contribution positive dans (7.1). Cet entier a vérifie
alors clairement le point (i) du théoreme 5, et sa contribution a (7.1) est

inférieure a
1 d
1-— A(w(a) ulcc))gg|;'|> <1- )\(w(a) - u2>
Ainsi tout a € C ayant une contribution positive dans (7.1) vérifie

(7.2) w(a) < A7t +ud/2.

Parmis ceux-ci, Greaves a montré dans [G3], p. 5, que le nombre de ceux
qui ne vérifiaient pas le point (ii) du théoréme 5 est un O(X log™2 X).

Les quantités S(C, X/?) et S(Cp, X'/?) intervenant dans (7.1), sont es-
timées, lorsque p est petit, avec le lemme 4, comme 'avait fait Greaves dans
[G3].

Quand p est grand on utilise des méthodes de crible pour détecter a
la fois les p1ps et les diviseurs de f(p1,p2) afin d’augmenter la taille du o
vérifiant la condition R(1,a) énoncée au lemme 6.1. On passe du niveau
a =1/2 de Greaves & a = 2/3. Cependant, nous ne sommes pas en mesure
de majorer les C,2 de facon satisfaisante lorsque p > x et d > 3; c’est
pourquoi le théoreme 5 n’apprend rien de nouveau sur £2(n), et nous devons
nous contenter de l’assertion (ii).

7.2. Minoration de S(C,X'/?). D’apres le lemme 4, on a 1’égalité

r(d)

=X
‘Cd| (,O(d)2

+ Rd7

avec

> 3P (d)Ry <
d<X1/2—¢

logZ X'

D’apres le lemme 1.2.4, les conditions d’application du crible linéaire de
Rosser-Iwaniec [I] sont vérifiées, et on a ainsi le
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LEMME 7.1. On a la minoration

CX . (log X1/?=¢ 1
xl/vy > 22 00 =Tl
S, )2 log X (ve f( log X'1/v 0 logX ) )’

ou C' est le produit convergent

T 2)(- )

7.3. Premiére majoration de S(Cp, X/?). On procéde comme au para-
graphe 7.2, mais en utilisant bien str le crible majorant au lieu du crible
minorant.

On obtient ainsi le

LEMME 7.2. En écrivant p = X*, on a la majoration pour tout € > 0 et
pour p < X1/272 .

CX r(p) 2 1 Xt=e
XYy < : .
S(Co, )_logX w(p)2<1/2—u—6+0<10gX>>+O< p?

7.4. Deuziéme magoration de S(Cp, X1/v). Pour étre en mesure d’utiliser
du crible, on part de 'inégalité

S(Cp, X1/7) < > 1.
ni,na~x
f(n1,m2)=0 (mod p)
glnine=q>z
qlf(n1,n2)=>q>X""

On a vu au chapitre 3 que les ensembles By, (a) définis dans (3.3) véri-
fiaient, d’apres le point (iii) du lemme 3.1, I’égalité, pour a et m des entiers
sans facteur carré et liés par 1’écriture a = a10, m = m14, avec (a1, m1) =1

1B (a)| = 2 o(m1)A(a1)00(0)
" aim?é?

+ R(a, m),

le terme d’erreur vérifiant la majoration
xl—i—s

+ 2%y/mq .
5. /111 1>

Les variables a et m ne sont pas indépendantes. Elles sont liées par la
fonction de crible w définie par

wla,m) _ o(mi)A(a1)eo(d)

am aim?4?

R(a,m) = 0(

En criblant faiblement ces deux variables ensemble & ’aide d’un lemme
fondamental correspondant & un crible de dimension 3, on a alors le

LEMME 7.3. Pour U > u > 2, on pose s = logU/logu. Soient ay et as
deuz entiers sans facteur carré, premiers a p, et ayant tous leurs facteurs
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supérieurs a u. On définit les quantités

Sp(ar,az,u) = Z L.

ni,nNa2~T
n1n2=0 (mod az)
f(n1,m2)=0 (mod aip)
qlninae f(ni1,n2)=q>u

On a alors l’égalité

S 0,02 — 221 () 2L022)  20) {1 +O<e‘5>}

aiaz p 10g1/3 U
+ O( Z p?(m) Z R(alml,a2m2)>,
m|P(u) mima=m
m<U
avec
2
V(u) = H <1 — (Q)),
q<u q

et d’apres le principe d’inclusion-exclusion la fonction §2 vérifie
) _wlg)  wgl)  wizg)

q q q ¢

avec w(q,1) = 0(q)/q, w(1,9) = N(q)/q, w(g,q) = 00(q)-

Au paragraphe 3, on a observé I’égalité oo(p) = o(p) — r(p). On a donc,
d’apres les valeurs de {2 données au lemme 7.3, les égalités

I 20)- I (-0-28)

SUCE AT

ce qui nous permettra de comparer facilement le résultat que ’on obtiendra
avec le lemme 7.2.
On utilise les poids de Rosser—Iwaniec (cf. [I]), correspondant & des cribles
linéaires pour détecter les facteurs premiers de f(ny,ny) supérieurs a u.
Plus précisement, ces poids sont définis par Ay = 1, \,,, =0, si m > My,

ou si m a un facteur carré, et pour m = py...p,, avec p; > ... > p, on
impose
Ao = J (=17 sipr...pap3 ., < M pour tout 0 <1< (r—1)/2,
" 0 sinon.

Par contre pour cribler nino, on utilise les poids p de Selberg propres
au crible de dimension deux dont la fonction de crible correspondante est
w(g,1) = X(q)/q = 2—1/q. 1ls vérifient entre autre les propriétés suivantes :
1 =1, i, = 0 si m a un facteur carré, ou si m > Ms. (Pour une définition
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plus précise, on peut consulter le livre d’Halberstam et Richert [H-R], lignes
(1.3), (1.4), p. 98.)

En notant P(Zl, 22) le produit H21<p<z2 p, on a l'inégalité
2
S(C,, X'/v) < > ( > /\m1>( S umg)
e e 1/v ma|P(u,z
f(n1,m2)=0 (mod p) Yr;i‘lﬁ}((liz’fng)) Wfl‘n(lng)

g|nins f(ni,n2)=q>u

IN

Z )\ml Hmg fm, Sp(mh [m27 ml2] ) u)

my|P(u,X"/V)
ma,m5| P(u,2)

On applique alors le lemme 7.3 :
S(Cpy X1)

< xQQ](f;)V(u){l + o<1§g;>}

w(my, [ma, m}
X Z )\mltuTYLQ/“Lmé ( [ 2])

ma|P(u,X"/?)
mg,mé\P(u,z)

+O< Z Z Z ‘)‘mlﬂmzﬂm;‘R(pmﬂh [mg,mé]l2)>

UP(u) Lile=l m,|P(u,X1/?)
I<U my <My

g, mh)

mg,m/2<M2

Le terme d’erreur est alors un O(\/ﬁMf’/QM21+£).

Le pged des quantités mq et [ma, m5] a tous ses facteurs premiers supé-
rieurs a u; les raisonnements invoqués dans un contexte plus difficile par
Briidern et Fouvry [B-F] pour rendre les variables my et ms indépendantes
sont applicables ici, et en choisissant u = X 52, U = X°¢, on a I'égalité

S(Cp, XMY)
< x2]§?v<u){1 4 o(k‘jg_U>}

Z /\mlw(ml,l) Z :u’mzuméw(L[mQ?mIZ])

!

m [ma, mj]

mi|P(u,X/?) mz,my| P(u,z)
m1 <M ma,my<Mp

X

+O(X1);

le reste O(X 1-<*/ 2) provient des erreurs de nettoyage de pged occasionnées
par le processus de séparation des variables.
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On utilise ensuite les majorations données par le crible linéaire de Rosser—
Iwaniec pour majorer la somme sur m;, et celles données par le crible de
Selberg de dimension 2 pour les sommes sur mgy, mb, et on obtient

V AL (-2 AL ()

20(p)
P’
10gM1 10gM2 1
: < <10gX1/”>F < log 2 )+OE(10gX)>
+0

< p fﬂMQﬁXs) '

S(Cp XM <

Comme le produit

c-11 <1‘ ;8))2) <1‘;>1

est convergent, on a la majoration
) e 3 C
log M; log? M,

20(p
p?
logM1 1 1
F | —=
X < <logX1/”)0’2(logM2/logz) +0 (logX))
@)

S(Cp, XM <z

X1-
+ < 3/ 2M2\/]BX€).
Lorsque
log M log M.
821 3 o 52 <y = 5.3577..
log X1/v log z

le terme principal vaut
5 T(p) 4C
x 5 5
¢(p)?  log Mylog” M,

Pour faciliter les calculs on choisit M; en fonction de p, et on écrit
M, = M/p avec M vérifiant M3/2M, < X'7¢. Si on écrit My = X©,
p=X*, alors M < X?/372a/3=n—¢ ot le terme principal devient

x? r(p) 4C
log® X To(p)? a2(2/3—2a/3 —p)
En optimisant par rapport a a cette derniere formule, on obtient le

LEMME 7.4. On a la majoration

S(6n X1 < 10g2CX i ((2/31E Wy’ +O<log1X>> +O(X;_E>’

ot on a posé p = X" et u vérifie alors 0 < p < 2/3.
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7.5. Comparaison des deur méthodes. On commence par remarquer que
pour tout € > 0, on a les inégalités

(2—¢)logz <logX < (2+¢)logz.

Un calcul direct tenant compte de ceci montre que la majoration du lemme
7.3 devient plus fine que celle du lemme 7.2 pour p > X#° ol ug est solution
de I’équation

544 — 108u* — 9u +49/2 = 0,
c’est-a-dire po = 0.496728234 . ..

Cette valeur de pg est tres proche de 1/2 qui est la limite de la premiere
méthode. Richert, pour détecter les P,, avait choisit pour som crible pondéré
(le théoreme 9.3, p. 259 de HR]) v = u, = (14+37")/a (ici a = 1/2).
Lorsque r < 4, g > 1/u, et le lemme 7.4 est toujours moins bon. Ce lemme
devient vraiment intéressant quand r est grand, c’est-a-dire lorsque le degré
de f est grand.

7.6. Conclusion. En tenant compte des calculs du paragraphe 7.5, on
écrit

> (1_ Qflogp)S(Cle/v) = 51+ S,

og X
Xl/'u<p<Xl/u
avec
ulogp 1/
S| = 1-— S, X"
! 2 < 10gX> (Cps )
X1/v<p<XHo
et
ulogp 1
Sy = 1- S(Cp, X1/V).
2 Z ( logX) (. )
XHo<p< X1/

On majore alors S7 avec le lemme 7.2, et Sy avec le lemme 7.4. En utilisant
le corollaire 1.2.4 pour les fonctions r, on obtient alors

XC " 201 — up) xXC MM 31— up)
Si+ S, < d
o 2—1ogxl§v (12— wp " T log X 5 1(2/3 = p)?

X
+O( 5 +X1‘5>.
log”= X

Toutes ces intégrales se calculent et nous avons

cX
S1+ 55 < (Hl(u,v) + HQ(U))i + O()(l_‘E +

log X ]og2 X) ’

avec

H, (,0) = 41og (s0v) + 2(2 — w)[log(1/2 — 1/v) — log(1/2 — po)]
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et
() = 5 log(1/u) — S oo — S 108(2/3 — 1/u) + 5 log(2/3 — )
27 27
* 8/3—4/u  8/3 —4ug
3 1 1
T2 [(2/3 T 23 w} |

Pour des facilités de calculs nous choisissons v = 8, et on a d’apres le lemme
7.1 'inégalité

X
XYy < e 8f(4
s(c, ) < 1OgXCe 8f( )+O<log2X)

X 1
“ex (04 (%))

ce qui fournit la minoration
CcX
W(Cot,0,3) 2 - (053 = A (0,8) + Ho(u)) (1 +O(log ™" X).

En prenant u = 12/7,on a A~ > 5.2779. .., et en reportant ceci dans (7.2),
on obtient le théoréeme 5.

7.7. Cas des polynomes homogénes. Dans ce paragraphe, on suppose que
f est un polynome homogene, et on reprend les arguments des précédents
paragraphes pour montrer le théoreme 4. Grace a leur homogénéité, ces
polynoémes vérifient la condition (£23) du théoreme 9.3 de [HR]. Greaves a
en effet montré dans [G4] en raisonnant en terme de réseaux 'inégalité

X
Cpel=0 .
> ieel=0o(g)

X1/v <p<X1*5

C’est pourquoi le théoreme 4 donne un résultat sur le nombre de facteurs
premiers de f(p1,p2) et non seulement sur w(f(p1,p2)).

L’ingrédient principal des lemmes 7.1 et 7.2 était le lemme 4, résultant du
théoreme de Barban—Davenport—Halberstam, et ces deux résultats restent
valables lorsque le polynome est homogene.

On a ainsi les deux inégalités en reprenant les notations des précédents
paragraphes :

CX log X1/2-¢ 1
1/v > — g
S(¢. X )_1ogX(U€ f( log X1/v )+O<logX>>’

et en écrivant p = X#

S(Cp, X7 < lfg); ' ;((;;))2 <1/2 —2M—5 +O<10g1X>>'
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En faisant ensuite les mémes opérations que celles du paragraphe 7.4,
mais en utilisant le lemme 3.3 a la place du lemme 3.1, on a la majoration

CX  o(p) 27 1
1/1} < .
S(Gp, X < logX p? \4(1—¢e—pu)s +0 logX ) )"

Cette derniere majoration est plus précise que la précédente, lorsque

27 < 2
AT—pp S 12—w

c’est-a-dire, pour pu > 7/4 — 3v/3/4 = po. (po est solution de 'équation
16(1 —t)% —27(1 —2t) = 0, g = 0.4509...)

En faisant alors des calculs analogues & ceux effectués au paragraphe 7.6,
on a

log p 1/
> (1 ulogX>S(Cp,X )

Xl/'u<p<X1/u
Ho 1/u
< XC{ S 2(1 —up) d S 27(1—u,u)d }
T logX | ) (12— mn o (L=p)p?
X
+O< > +X1—€>
log”™ X

XC 1
< H H. —
< logX< 3(u,v) + 4(u)+0(10gX>>,
par définition.

Un calcul direct donne (on rappelle que pg = 7/4 — 3v/3/4)
Ha(u, v) = 41og(jiov) + 2(2 — u)(log(1/2 — 1/v) — log(1/2 — o))

et

Hy(u) = 247{ log(1/u) — log g + log(1 — po)

+ 1—11/u B 1—1u0 * 15“((1—11/102 S —1uo)2>}'

En prenant v = 8, on a la minoration

CX 1
W > - ,
(C,u,v, ) > og <4 log3 — AN(Hs(u, 8) + Hy(u)) + O<log >>

Pour u = 4/3, on obtient A~ =8.238..., et ainsi
Q(f(p1,p2)) < 2d/3 + 8.24.
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7.8. Remarque. Il est certainement possible d’obtenir des améliora-
tions des théoremes 4 et 5, en utilisant des systéemes de poids plus récents
et donc plus performants que ceux de Richert, tels par exemple les poids
de Laborde, ou de Greaves, etc. Mais ces systemes de poids se combinent
bien plus difficilement avec le crible de Selberg que ceux de Richert que
nous avons utilisés, et leur application aurait considérablement compliqué
I’élaboration, puis la présentation de ce chapitre.
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