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CALCULS DE DIMENSIONS DE PACKING
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Introduction. Ce travail s’inscrit dans le cadre de plusieurs études
d’analyse multifractale de mesures [1, 3, 4, ..., 11]. Nous poursuivons ici
une telle étude en nous plagant dans la situation considérée par J. Peyriere,
G. Michon et G. Brown [3, 11].

Soit {{I;}1<j<v, }n>1 une suite de partitions de [0,1] en intervalles
semi-ouverts a droite. Sit¢ € [0, 1], on désigne par I, (t) celui des intervalles
{I,; }1<j<v, qui contient t. La longueur d’un intervalle I est notée |I|. On
suppose que, pour tout ¢t € [0, 1], lim,,—. |1, (t)| = 0.

Pour la commodité on note F' = {(n,k):n>1et 1 <k <w,} et on dit
qu'une partie J de F' est un e-packing d’un ensemble M si {I;};c; est un
e-packing de M, c’est-a-dire les I; sont disjoints, de longueurs inférieurs a e
et rencontrant tous M.

A chaque mesure de probabilité p sur [0, 1] on associe un indice Dim,,
qu’on définit de la méme maniere que la dimension de Tricot [12, 13], mais
en considérant seulement des packings d’éléments de F' : si a et € sont deux
nombres strictement positifs, on pose

po(M,e) = sup{Zu(Ij)a . J e-packing de M},
jeJ
(M) = ii_r%ﬂa(Mﬁ)a
Au(M) = inf{a > 0: pus (M) < oo}
et
Dim,, (M) = inf { sup Ay (M,,) : M = UMn}

Lorsque p est la mesure de Lebesgue, on écrit simplement A(M) et Dim M.
Pour z et y réels on définit la quantité suivante :

Ke(z,y) =sup »  p(l;) L],
J
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ou la borne supérieure est prise sur tous les e-packings de [0, 1] composés
d’éléments de F et o " est prise sur les j tels que u(l;) # 0. La valeur
obtenue décroit quand e tend vers 0 et sa limite est K(z,y). La fonction
K ainsi définie est convexe, décroissante en x et croissante en y. Il existe
alors une fonction ¢ concave et croissante de R dans R telle que I'intérieur
de {(x,y) € R? : K(x,y) = 0} coincide avec l'ensemble {(z,y) € R? :
y < ¢(xz —0)}. On suppose que ¢ est finie sur un intervalle de R et que sa
borne supérieure S est strictement positive.
Si a € R, on pose

fla) =inf{a(z+1)—p(2)}, fi(a)=mf{al@+1)-p(@):z € e (Ry)}.
Dans [3, 11], G. Brown, G. Michon et J. Peyriére ont étudié la dimension
de packing de I’ensemble

B, = {t €[0,1] :limsupM < a}.

log |1, ()]
Ils ont montré que Dim B, < f(«a) chaque fois que o < ¢’(—1 — 0). Nous
proposons ici deux idées pour améliorer ce résultat :

(i) Permettre les “permutations” des intervalles pour les packings con-
sidérés.

(ii) Obtenir une majoration uniforme des rapports log u(1,(;))/ log |1
pour ces packings.

Ces idées seront aussi appliquées dans la comparaison de la dimension
d’un sous-ensemble de [0, 1| par rapport & deux mesures p et v; cela constitue
d’ailleurs la motivation du départ de ce travail.

Je voudrais remercier Jacques Peyriere pour les discussions que nous
avons eues sur le sujet.

Comparaison de A, (M) et A,(M). Considérons deux mesures de
probabilité u et v et une famille de nombres (u:)->o telle que € < u. et
lim. ,gu. = 0. Soit k un entier > 1. Pour tout M C [0,1] et J C F,
nous désignons par U},E(M ) la famille de toutes les applications o de J
dans F' pour lesquelles il existe une partition finie de J, J = J; U ... U Jg
avec 1 < s < k, telle que {I,(;)}jes, soit un u.-packing de M pour tout
1 < ¢ < s. On définit alors

L'}’E(M) = inf SUI; log M(Ig(]-))/ log v(I;),
JE.
ou la borne inférieure est prise sur tous les o de E?E(M ) et avec les précau-

tions ordinaires :
log§ logl log0 logl

log0  log0 log0 logl
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et
log0 log¢ log0

logn  logl logl
si & et 1 sont deux réels strictement compris entre 0 et 1. Il est clair que, si
J est un e-packing de M,

(1) L5 (M) < suplog u(1;)/log ().

+o00

On pose

LE(M) = sup L (M),
ol la borne supérieure est prise sur tous les e-packings J de M. La valeur
obtenue décroit quand ¢ tend vers 0, et sa limite est L*(M). C’est un élément
de [0,00]. Vu la définition de L% (M), la suite (L¥(M)) est décroissante.
Nous pouvons donc définir

L(M) = lim LF(M).

k—o0
THEOREME 1. Si L(M) est fini alors A, (M) < L(M)A,(M).

Démonstration. Considérons A > L(M) , k un entier tel que L* (M)
< Aet J un e-packing de M. Quitte a prendre € plus petit, on peut supposer
que LE(M) < X. 1l existe alors une application o de J dans F et une
partition J = UZ:l Jq, s < k, telles que, pour tout 1 < q < s, {I,(;)}je,
est un u.-packing de M et

sup log pu(15(;))/logv(I;) < \.

jeJ
Doncsiy>0on a
vied, v(I;)N <L)

Comme {I,(jy}jes, est un u.-packing de M, cela entraine que

ST UM < ks (M, u)

jed
et par suite,

Vay (M, &) < kpuy (M, ue).
D’ou, en prenant les limites,

Uy (M) < kpny (M).

Il en résulte que A, (M) < Ay pour tous A > L(M) et v > A, (M), ce qui

acheve la démonstration du théoreme 1.

Remarque 1. Soit B, = {t € [0,1] : limsuplog u(I,(t))/logv(I,(t))
< a} avec « la meilleure constante possible pour appliquer le théoréeme de
Billingsley [2, p. 144]. L’intérét du théoreme 1 réside dans le fait que, dans
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certains cas, 'analyse classique ne permet pas d’obtenir une inégalité du
type A, (Bq) < aA,(B,) comme l'illustre ’exemple suivant.

EXEMPLE 1. On note A lensemble des mots construits avec {0,1}
comme alphabet. La longueur d’un élément j de A est notée |j|, le mot
de longueur nulle w. Pour tout j € A, on désigne par Ng(j) le nombre
d’apparitions de la lettre k& dans j. Si j et k appartiennent & A, on note jk
le mot obtenu en mettant les mots j et k bout a bout.

Soit AUOA la compactification naturelle de A. A chaque élément j de A,
on associe une partie C; de 0.A qu’on appellera cylindre : C est constituée
des éléments de 0.A qui commencent par j.

Soient 3,7, ¢ des nombres réels tels que 1/3 < f < v < p < 1/2. On
appellera respectivement cylindre de premiére, deuziéme, troisiéme espéce
tout cylindre C; tel que

No()/1il < B, v < No(Gi)/lil < 0, No(4)/1i] < -

Si C; est un cylindre de premiere ou de seconde espece d’ordre n (|j| = n),
on désigne par 5]- I’ensemble des cylindres C; d’ordre n+6 contenus dans C;
et de méme espece que Cj. Il existe alors un entier ng tel que card C~’j > 15
si |j] > ng. A lordre ng, on considére deux cylindres de premiére espece
Cj, et Cj et un cylindre de seconde espece Cjr. On associe a Cj, une
suite de famille de cylindres de premiére espece (F,,(Cj,))n>1 qu'on défini
par récurrence ainsi : F1(Cj,) = 6jo et pour tout k > 1, Fj11(Cj,) est la
famille de tous les cylindres de premiere espece d’ordre ng + 6(k+ 1) qui ont
un parent dans F(C}, ).

Nous allons maintenant sélectionner au hasard des cylindres d’ordre ng+
6k, k € N. La sélection se déroule pas a pas.

Premier pas. Les cylindres sélectionnés sont Cj, et Cjr. On pose
M, = Cj, UCjy et on dit que Cj; est en relation avec Cyy = Cjr RCy.

Deuxieme pas B

Premicre opération. On sélectionne au hasard s cylindres dans Cj; :
Cjiirse.,Chpr s et s cylindres dans 51'6/ : Cyoyy oo, Cippr, et on dit que,
pour tout k, Cjél; RCjéle. Le nombre s est choisi aussi aléatoirement
supérieur a 1.

Deuzieme opération. On sélectionne ensuite au hasard p cylindres

Cimp ...,Cimp parmi les cylindres restant dans C;» apres avoir ef-
Jots+1 Jots+p Jo
fectué la premiere opération et p cylindres de Fi(Cj,) = Cjoys-- -5 Ciot,

et on dit que, pour tout 1 < k < p, Cj1, RCj(g'l"+k~ L’entier p est choisi
aléatoirement supérieur a 0 avec la précaution de laisser au moins un cylin-
dre dans F1(Cj,).

Troisiéme opération. Soit maintenant C sy Corp tous les
Jotstpt1 Jotstptq
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cylindres de troisieme espece d’ordre ng + 6 qui sont contenus dans Cj.
Ces cylindres sont tous sélectionnés. Evidemment le nombre ¢ peut étre
nul. On pose
s p q
Magso = | U @ 0 )| 0 | U @i 0 Gz, )] U [U G, L]
k=1 k=1 k=1

Troisieme pas

Premiére opération. Pour chaque couple de cylindres en relation, appar-
tenant a ’étape précédente, on effectue la premiere opération du deuxieme
pas.

Deuziéeme opération. D’abord, on choisi au hasard p cylindres de deu-
xieme espece d’ordre ng + 12 contenus dans M, 4N C'j(/)/ et non sélectionnés
dans la premiere opération. Ensuite, on prend p cylindres dans F»(C,) qui
n’ont pas de parents sélectionnés dans les étapes précédentes. Ces cylindres
sont a leur tour deux & deux en relation. L’entier p est choisi aléatoirement
> 0 avec la précaution de laisser au moins un cylindre dans F»(C},) dont
les parents ne sont pas choisis précédemment.

Troisieme opération. On sélectionne maintenant tous les cylindres de
troisieme espece d’ordre ng+ 12 qui sont contenus dans M,,,4+¢ N Cjéx. Enfin,
on désigne par M, 12 la réunion des cylindres sélectionnés dans la premiere,
deuxieme et troisieme opération.

On construit ainsi par étapes une suite d’ensembles (M, 16k )r>0 de OA
et une relation R non totale sur les cylindres sélectionnés ayant la propriété
suivante :

(2)  Chaque cylindre sélectionné de deuxieme espece est en relation avec
un seul cylindre de méme ordre et de premiere espece.

Notons au passage que si C; est de premiere espece et C; R Cy, les descen-
dants sélectionnés de C'; sont toujours en relation avec les descendants de Cj;
ce qui n’est pas toujours vrai pour les descendants sélectionnés de Cj. No-
tons aussi que dans la construction on peut avoir des cylindres sélectionnés
de deuxieme espece contenant des cylindres sélectionnés de troisieme espece
et vice-versa.

Considérons un systeme de longueurs {lp,l1} tel que 0 < I3 < [y et
lo+ 11 = 1. On construit une suite {{I;};c4,j|=n}tn>0 de partitions de
[0,1] en intervalles semi-ouverts a droite de la fagon suivante. La premieére
partition est constituée de 'unique élément I, = [0,1[. Pour passer de la
n-ieme a la (n+1)-ieme partition, on partage dans I'ordre chaque I;, |j]| = n,
en deux intervalles {1 }r=0,1 ainsi :

[ lg|1;] si C; contient un cylindre sélectionné,
[kl = 1I;|  sinon.
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On a alors, par analogie, des intervalles de premiere, deuxieme et troi-
sieme especes et des intervalles sélectionnés dont certains sont en relation.

Soit maintenant un systéme de poids {po,p1} tels que 0 < py < p1 et
po+p1 =1

On considere ici la mesure de Lebesgue comme mesure v et p la proba-
bilité définie par : pour tout j € A et k € {0,1}, p(Lx) vaut pru(l;) si I;
contient un intervalle selectionné et % p(I;) dans le cas contraire.

Introduisons la fonction

( ) _ a:log (pO/pl) + logpl
zlog (lo/l1) + logly

Alors g est continue et strictement croissante sur Uintervalle [0,1]. Donc,

elle admet une fonction réciproque définie dans [logp;/logly,logpy/ log lo} .

Observons que si I; contient un intervalle sélectionné,
(3) w(Ly) = |I;|#@o@/1aD,

Soit o un nombre strictement compris entre g(7y) et g(0). Alors, compte
tenu de (3), B, est non vide. Quitte & prendre py proche de 1/2 et [y proche
de 1, on peut supposer que g(p) < 1. Dans ces conditions ’ensemble B, est
contenu dans I, U I, U Ljn.

Pour mettre en ceuvre I'exemple, on a besoin d’une variante de ce qui
précede. En effet, au lieu de considérer tous les intervalles I;, on utilise
seulement ceux dont 'ordre est ng + 6k, £ < 0. Bien entendu, ces inter-
valles permettent le calcul de A et A,,. On obtient ainsi d’autres quantités

Lk (M), L% (M), L¥(M), L*(M) et L(M). Le théoréme 1 devient alors
L(M) < 00 = A(M) < L(M)A,(M).
Imposons maintenant la condition supplémentaire suivante :

() ﬁli)g(po/m) +logpr _ ")
olog(ly/l1) +logly
et montrons quon a alors L(B,) < a, ce qui conduit & I'inégalité A(B,) <
al,(Ba).
Notons A = {j € A: |j| = no + 6k, k € N} et soit J un e-packing de B,
(J C ./T) et o application de J dans A définie par

k si I est sélectionné de deuxieme espece et I, R 1,
j sinon.

Alors o € 52] .(Ba). En effet, prenons la partition de J suivante :

Ji ={j € J : I sélectionné de deuxieme espece} et Jy = J\J;.
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Il est évident que {I,(;)} e, est un u.-packing de B,. Reste donc a montrer
que {Io—(j)}jejl I'est aussi. Pour tout j € Ji, lintervalle I,(; rencontre
B,, puisqu’il est sélectionné et, compte tenu de (2), il admet une longueur
inférieure a celle de I;, donc inférieure & u.. Enfin les intervalles {I,(;)};je,
sont deux a deux disjoints. Si ce n’était pas le cas, il existerait deux éléments
J et k de Jy tels que I5) C I,(;). L'intersection de I; et Iy serait alors
non vide puisque les descendants sélectionnés de I,(;) ne sont en relation
qu’avec les descendants de I;.

Compte tenu de la répartition des intervalles sélectionnés et en vertu de
(2)-(4), on a

vjed,  ullog)|LIm7 > 1.

Il en résulte que E?]’E(Ba) < g(v) et par suite L(Ba) < g(7). Comme
9(7) < a, I'inégalité L(B,) < « est établi.

Majoration de Dim B,. La mesure v considérée dans ce paragraphe
est la mesure de Lebesgue. Pour tout 7 > a et pour tout p > 1 désignons
par B, (n,p) 'ensemble des t € B, tels que l'on ait

(6) Vnz1, [L(t)]=1/p ou [L,()|" < pu(In(t)).
On a alors Bq(n,p) C Ba(n,p+1) et Bo =, Ba(n,p).
PROPOSITION. Pour toute partie M de Bo(n,p) on a

(i) L(M) <.
(i) A(M) < LL(M) £ (n).

Démonstration. (i) Soient ¢ < 1/p et J un e-packing de M. Tenant
compte de (6) on a

Vied, LT < ().
D’ou
log u(1)

7 vy € J, <
() log |1,

Il résulte de (1) et (7) que Lﬁ,E(M) < 7. Cela entraine que L¥(M) < 7 et
par suite L(M) <n.

(ii) Soient A > L(M), k un entier tel que L*¥(M) < X et J un e-packing
de M. Quitte & prendre e plus petit, on peut supposer que u. < 1/p et
LE(M) < \. 1l existe alors une application ¢ de J dans F et une partition
J = UZ=1 Jq, 8 <k, telles que, pour tout 1 < q < s, {I,(j)}jes, st un
uc-packing de M et

(8) vied, L1 < ullyg)-
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Ainsi, pour tout j € J, I'intervalle I,(;) rencontre B,(n,p) et admet une
longueur strictement inférieure & 1/p. On a donc, en vertu de (6),

(9) Vied, | < pllog))-
Sit<0ety>0,(8) avec (9) donnent
Vied, L < pToi)) ™ o™,
d’ou, pour tout 1 < g <s,
S ILP <Y L)) o™
Jj€Jq Jj€Jq

Comme {I,(jy}jes, est un u.-packing de M, cela entraine

LM < Ky (v —t—1,—nt)

J€Jq

et par suite

(10) ML < kK, (v —t—1,—nt).
jeJ

Posons ¥(z) = inf ¢~!(]—z,00[) et soit ¢ un nombre strictement compris
entre —S/n et 0. Alors, pour € assez petit, le second membre de (10) est
fini chaque fois que v > 1(nt) + ¢t + 1. Comme ¥(nt) +t+ 1 est positif, (10)
implique que

(11) AM) < X@(nt) +t+1).

L’inégalité (11) étant valable quel que soit A > L(M) et —S/n <t < 0 donc

A(M) < L(M)inf{yp(nt) +t+1: =S/n <t < 0}.

La démonstration sera donc complete apres que nous aurons prouvé l'inéga-
lité suivante :

(12) E{(0f) + 412 =8/ <t <O} < 1),

Remarquons que, dans le cas ou ¢(z) > 0, on a ¥(nt) < z quel que soit ¢
strictement compris entre —%4,0(2’) et 0, et il en résulte que

(13)  inf{yp(nt) +t+1:-5/n<t <0}

<inf{t+1—p(t)/n:te tpfl(Ri)}.
Or la fonction ¢ est concave et prend des valeurs strictement positives;
donc elle s’annule au plus une fois et par suite on peut prendre t € p~1(R,)

dans le second membre de (13). Cela établit bien (12) et acheéve ainsi la
démonstration de la proposition.
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THEOREME 2. En posant
T,(a,n,p) = inf { sup L(M,,) : Ba(n,p) = UMn}

et
Tu(a) — him hin’l Tu(avnap)a

n—at p—oo
on a

1
Dim B, < —T, () f+(a).
o)
Démonstration. Considérons une suite d’ensembles {M,, },, dont la
réunion est B, (n,p). La proposition entraine alors que
1
Vn,  A(M,) < HL(Mn)f-f—(n)'

Par conséquent, en considérant le sup de chaque coté, cela conduit a

. 1
Dim Ba ("7, p) S ET#(aa 7, p)f+ (77)7

d’ou, en utilisant le fait que dim est “o-stable”,

' | .
Dim B, < ;f+(77) lim T,u(a7777p>

p—0o0

et I'inégalité est valable quel que soit n > «, donc
1

Dim Ba < *,‘T,u(a)f-f— (CM),
@

ce qui termine la démonstration du théoreme 2.

Remarque 2. D’apres la proposition, on a L(M) < n pour toute partie
M de Bq(n,p); ce qui entraine T),(cv,n,p) < 7 et en conséquence T, (a) < a.
Donc si f(a) = f4(a), on retrouve I'inégalité établie dans [3, 11]. Dans le
prochain paragraphe on montre qu’en fait il s’agit d’une amélioration.

EXEMPLE 2. Dans ce paragraphe nous allons donner un exemple ol seul
le théoreme 2 permet d’établir I'inégalité Dim B, < f(«a).

On prend ici la mesure p et la suite {{I;};c.,j|=n}n>0 de partitions de
[0, 1] considérées dans ’exemple 1. La fonction ¢ associée est alors finie sur
tout R. Elle vérifie en outre les inégalités suivantes :

(14) Ve e R, o(x) <z,
(15) (x) > log 2 + ( +1)1ng1 o assez grand
x x ur x 7 gran
v B log ll log ll P & ’
et

(16) ©(0) > 0.
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En effet, il existe une constante R telle que pour tout entier n > ng,
S )T > R2ne),
lil=n

Cela implique que K (z,y) = oo pour tout y > x, ce qui prouve (14). Par
ailleurs, si x et y sont strictement positifs, on a

(17) ST u@) LY < 2
lj1=n
Si de plus
log 2 log p1
1
oel, T Vion

(cette inégalité est réalisée pour x assez grand), I'inégalité (17) entraine que
K(x,y) < co. Ainsi on a (15). Enfin, observons que si y < 0, on a

> Iy <™.

ljl=n

On déduit que K(0,y) < oo, et par conséquent on a (16).

En vertu de (14)-(16), la fonction ¢ est strictement croissante, elle
s’annule au point 0 et ¢(x) est infiniment grand quand x tend vers oco.

Plagons nous dans le cas ou g(p) < 1 et n’imposons plus la condition
supplémentaire (4). Soit o un nombre compris strictement entre g(vy) et
g(0). Alors a < ¢'(—1 —0) et f(a) = fi(«) puisque, compte tenu de (14),
la dérivée a gauche de ¢ en 0 est supérieure a 1.

Comme dans I'exemple 1, on utilise seulement les packings d’éléments
de A. Le théoreme 2 devient alors

Dim B, < éf“(a)ﬁr(a).

Montrons maintenant qu’on a bien 7. u(e) < a, ce qui établit I'inégalité
Dim B, < f(«).

Soit J un e-packing de B, (n,p) (J C A). Quitte a prendre ng et p assez
grands, on peut supposer que tous les intervalles sélectionnés de premiere
espece rencontrent B, (n,p). Dans ces conditions, I'application o définie

dans (5) appartient & Z?LE(BQ (n,p)). Side plus e < 1/p, on a, en vertu de
(2), (3) et (6),
Vj € J7 M(IO'(]))‘I”_H(Q) Z 17

B Blog(po/p1) + log py
H{a) = sup (g—1<a> log(lo/01) + log 1 ’g”))
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On en déduit que z?,,e(Ba(n,p)) < H(«) et par conséquent L(Bg(1,p)) <
H(a). Cela entraine que fu(a) < H(«), et puisque (3 et 7 sont strictement
inférieurs & g~ (), l'inégalité T},(o) < a est établie.

Remarque 3. 1) Les exemples 1 et 2 ont été congus de telle sorte
qu’on se trouve dans le cas ou il existe une partie I de B, sur laquelle la
propriété de symétrie suivante n’est pas vérifiée :

“WteTH €By pENVE>p,  Ingion(t) R Ingron(t)”

Or c’est seulement dans le cas contraire qu’il serait possible, en décomposant
I’ensemble B, en réunion de parties disjointes deux a deux symétriques,
et par une correspondance entre ces parties symétriques, de retrouver nos
inégalités avec ’analyse classique, a savoir les théoremes de type Billingsley
et de type Brown, Michon et Peyriere.

2) Le théoreme 2 reste valable quand la borne supérieure S de ¢ est
nulle. En effet, dans ce cas f1(n) = n et par suite on a trivialement A(M) <

%L(M)er(??)-
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