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Sur la conorme essentielle
par

MOSTAFA MBEKHTA ¢ RODOLPHE PAUL (Lille)

Résumé. Pour un opérateur T' borné sur un espace de Hilbert dans lui-méme, nous
montrons que ¥(n(T}) = sup{~v(T + K) : Kopérateur compact}, olt 7 est la conorme (the
reduced minimum modulus) et w(7T) est la classe de T" dans 'algébre de Calkin. Nous
montrons aussi que ce supremurm est atteint.

D’autre paxt, nous montrons que les opérateurs semi-Fredholm caractérisent les points
de continuité de I'application T — ~(x(T)).

Dans ce travail X denotera un espace de Banach et B{X) l’algébre des
opérateurs bornés de X dans lui-méme. 8i T € B(X), on notera respective-
ment N(T'), R(T') et o(T") le noyau, l'image et le spectre de T".

Notons par y(T') la conorme de T, définie par

T =inf{||Tz| : d(z, N(T)) =1}  (v(T) =00 5 T = 0).
Alors (cf. [4], 9] ‘
(0.1) Y(T) >0 siet seulement si - R(T) fermé;

(0.2) ¥(T) = ~+(T7).
Li est facile de voir que si V' € B(X) est une isométrie alors
03) AT) =4(VT).

D’autre part, la conorme joue un réle important dans la théorie des
perturbations des opérateurs semi-Fredholm. Rappelons qu'un opérateur- T
est dit semi-Fredholm (resp. Fredholm) si R(T) est fermé et min{dim N(T),
codim R(T"}} < oo (resp. si R(T) est fermé et max{dim N (T'), codim R(T")}
< o). Dans ce cas, on définit 'indice de T par '

ind(T") = dim N(T") — codim R(T).
Rappelons le résultat suivant ([4, Théoréme V.1.6]) :
1991 Mathematics Subject Classification: 47AB3, 4TAS55.

Key words and phrases: Calkin algebra, reduced minimum modulus, semi-Fredholm
operators. ]
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Si T est semi-Fredholm et § € B(X) avec ||[T — 8| < v(T) alors §
est semi-Fredholm et ind(7T") = ind(9).

Si X = H est un espace de Hilbert, C. Apostol [2] a remarqué que
(0.5) T) = inf{o(JT1) \ {0}},
— (T*T)l/z‘
Si A est une C*-algébre et a € A, notons par Ly : 4 — A Vopérateur

défini par L,z = az sl ¢ € A, Alors, la conorme de ¢ € A sera par définition
() = v(La). Dans [8], on trouve les résultats suivants : si a € A alors

(0.6) v(a) = inf{o(lal) \ {0}};
07 ¥(e)® =v(a)* = v(a*a) = v(aa") = y(la*))* = v(a")*.

Notons K (H) l'idéal des opérateurs compacts et C'(H) = B(H)/K(H)
Valgébre de Calkin (voir, par exemple, [6]). Soit m : B(H) — C(H) la
surjection. canonique. D’aprés le théoréme d'Atkinson, on a
(0.8) o(m(T)) = oo (1),

ott 05(T") = {A € C: T — A nest pas Fredholm} est le spectre essentiel.
‘Soit T' € B(H). Alors y(w(T)) sera appelée la conorme essentielle de T
et sera notée ve(T). En utilisant (0.6), (0.7) et (0.8), on obtient

(0.4

ol

(0.9) Te(T) = %(|T!) = inf{ce(IT) \ {0}},
(0.10) Ye(T) =7%(T+ K) > v(T+K), VK ¢ K(H).
THEOREME 1. Soit T € B(H). Alors
(1.1) Y%(T) = sup - y(T+ K).
KeK(H)

Démounstration, D’aprés (0.10), it suffit de montrer I'inégalité

(12) sup (T + K) > 7(T).
KeK(H)
S1 7 (T) = 0 alors Dégalité (1.1) est évidente. Supposons que o(T) > 0.
Alors d’aprés (0.9), ]0,7(T)[ C 0e(|T']) = C\ oe{|T)).
St 10,7%(T) C o(|T)) = C\ o(|T1}, alors il est clair que Y(T) > 7o(T).
Par conséquent, supgepm V(T + K) > v(T) 2 ~o(T) et donc (1.2} est
démontrée.

Supposons que ]0,v.(T)[ ¢ o({T|). Alors il existe une suite de points
distincts (An)nz1 C [0,7(T)[ telle que

(1.3) 10:7%(T) [\ (A )nz1 € o(IT),

(1.4)  les seuls points d’accumulation éventuels de la suite (An)nz1 sont 0
et ve(T).

icm
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Puisque |T| = 0 et Ay € o(IT) N ge{|T|) pour tout » > 1, on a

(1.3) H = R(|T| - M\I) @ N(|T| —
la décomposition {1.5) est orthogonale et la dlrnensmn de N(|T'| — An,I) est
finje.

Soit Py, la projection orthogonale sur N (|T| Anl ) Alors P2 = B, = P,

PPm——P Py = Pﬁnm et ITIPR“‘”‘ 'TJ
" Soit § < (7). Posons

I={n>1:\ <6}

Alors pour tout » € H, la série 3_ ., Pnz est convergente. En effet,
| Eoners Pazll® = Dner, [Pzl < |2l

Soit Psx = 3.y, Pae. Alors Ps € B(H), P} = P; =
\T|Ps.

Montrons que |T'|P; est compact.

Si I5 est fini, alors Fs est un opérateur de rang fini, Par conséquent,
|T'|Ps est aussi de rang fini et donc compact. _ _

Si Is est infini, alors Ay, — 0 quand 7 — oo {cf. (1.4)). On peut supposer
que la suite (An)n>1, ners €8t décroissante. Soit z € H.Ona

Py et BT =

m=l 2 2
=R DR AT Y ) RPW "
] nm
n,méls n,mels .
= 3 APl <AL Y [Paal? <222
nam nzm . :
nymeEls n,mels
Dou
=1
H|T[P5w Z |T)Puf| € A — 0 quand m — oc:
n,%zelis

Done [T Py est compact comme limite d’opérateurs de rang fini dans B(H).

Montrons qu’on a l'inclusion suivante :

(1.6) 10,8] € o(IT'|(I ~ Fs))

Puisque pour tout A & ]0, 8], |T'| — AI est Fredholm d’indice zéro et |T'| Pg
compact, |T'|(I — Ps) — AJ est Fredholm d’indice zéro pour tout A € |0, 6).
Donc, pour démontrer (1.6), il suffit de montrer que N(|T|(I — P5) — Al) =
{0} pour A €10,6). '

Soit © € N(|T'|(I ~ Fs) — AI). Alors o

g= (I—P)|T|A ™ 2 et ({T] — M)z = F5|T|z.

Dot (|T[ — M)z = PT|(I - P)|T|A"'z = 0. Par- conséquent T €
N(IT| - AI).
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Si A # An, n € Is, alors |T| — AT est inversible (d’aprés (1.3)) et done
z =0,

81 A= Ap, n € Ij, alors @ € N(|T| — Aud) et done Psz = z. En outre,
An = T|(I — Ps)x = |T|(I — P5)Psz = 0. Dot & = 0, ce qui &tablit (1.6).

Comme |T'|(I — Ps) = |T'(I — P5}|, (1.6) implique que v(T(I ~ Pj)) > 6.

D’autre part, on voit sans difficulté que |T'|P; compact implique T'P;
compact. Par conséquent, pour tout § < ~,(T), il existe TF5 compact tel
que ¥(T — TPs) > 6. D’ou, pour tout § < v.(T), SUPgex(my HT + K) > 6,
ce qui montre I'inégalité (1.2) et donc le théordme est démontré.

Le théoréme suivant montre que le supremum dans (1.1) est atteint.

THEOREME 2. Soit T € B(H). Alors il eziste un opérateur compact K
tel que

(2.1) 7e(T) = (T + K).

Démonstration. Si(T) = 0 alors 7(T) = 0. Dans ce cas il suffit
de prendre K = 0. Si 7.(T") = co alors T est compact. Dans ce cas il suffit
de prendre K = —T. Supposons donc 0 < 74,(T) < oo. Alors d’apres le
Théoréme 1, il existe Ko € K (H) tel que y(T + Kp) > 0. On peut supposer
que ¥(T) = ¥(]T|} > 0. Alors 0 n’est pas un point d’accumulation de o(|T)).
S [T),ve(T)[ C o(|T) alors 7, (T) = v(T). Dans ce cas égalité (2.1) est
vérifiée pour K = 0. Sinon [Y(T), 7(T) N o(|T]) = (An)n>1 est une suite
de points distincts avec vo(7) comme seul point d’accumulation éventuel.
Comme dans la preuve du Théoréme 1, soit P, la projection orthogonale
sur N(|T| ~ Apl) et Pz = 30 . Poz, @ € H. Alors Popérateur K| =
Ye(T)P —IT| P est compact (car la suite (An)nz1 est finie ou vo(T) — A, — 0
quand n — o).

Puisque |T| = (I - P)|T| + 4.(T)P ~ K3,

Ye(T) = %(IT]) = 7e((I ~ P)IT| + 7(T) P).
Montrons que |0, v (T} C o((I — P)IT| 4 7(T)P). Pour cela, il suffit de
mortrer que N((I - P)|T| + 7%(T)P — M) = 0 pour A € 0,7 (T)[-
Soit £ € N((I = P)|T| + ve(I)P — AI). Alors
Xa = (I = P)IT}s + 1(T)Pa
et

(IT| = Mz = (|T] = %(T))Pe = (|T) = 7o (T)I) (l"(,i@> e

pour tout » > 1. D'ott P = 0 et par conséquent z € N{|T| — AI).

St A # An, alors |T| — Al est inversible et donc & = 0.

1A = Ap, alors @ = Paz = Pz. Dot (|T)| — Az = (An — 76(T))z =0
et par conséquent ¢ = (.
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Diot finalement,

%e(T) = %(|T]) = 7e((I = P)|T|+ 7(T)P)
= Y((I = P)IT| + (1) P) = +(|T| + K3).
Maintenant, soit T = V|T'| la décomposition polaire de 7' avec V une

isométrie ou co-isométrie (cf. [5, Probléme 106]). Par symétrie de I'adjoint,
on peut supposer que V est une isométrie. En utilisant (0.3), on obtient

Yo(T) = 7(|T| + K1) = v(V(|T| + K1)) = +(T + K),
ot K = VK, € K(H). Par conséquent, le théoréme est démontré.

T € B(H) est dit quasi-normal si T’ commute avec T*T (cf. [5, Probléme
108)). Un opérateur normal est quasi-normal.

CoOROLLAIRE 3. Soit T € B(H) quasi-normal et {T} = {§ € B(H) :
TS = 8T} le commutant de T'. Alors
(3.1) Ve(T)=  sup ~(T+K);
Kex(®)NT} : .
(3.2) il esiste K € K(H)N{TY} tel que vo(T) = v(T + K);

(8.3) i T est normal alors pour tout n > 1, il existe K € K(H)N {T}
normal tel que
1(T") = (T + K)").

Démonstration, Pour obtenir (3.1) et (3.2), il suffit de remarquer
que T quasi-normal implique T' commute avec |T'| et utiliser les démonstra-
tions des Théorémes 1 et 2. Pour la preuve de (3.3), il suffit de remarquer
que 'opérateur K obtenu dans le Théoréme 2 est normal et commute avec
T.D'out T + K est normal. D’autre part, il est facile de voir que si T est
normal alors pour tout n > 1, 9(IT™) = 4(T)" et v(T") = 7o (T)™.

Dol 7 (T™) = v, (T)* = v{T + K)* = v((T + K)") pour tout n > 1.

ConyeCTURR. Soit T' € B(H) et P un polyndme & coefficients complexes.
Alors il existe K compact tel que

Ye(P(T)) = 7(P(T + K)).

Remargue. Par un raisonnement a.nalog’ué & celui du Théoréme 2, on
peut montrer que si 7" € B(H) alors il existe K € B(H) compact tel que

lw (T = |IT + K.

Ce dernier résultat donne une réponse partielle & la conjecture de C. Olsen
et J. Plastiras [12, p. 389] (voir aussi [1] et [13]). 7

8i A est une C*-algébre, notons A = {a € A : 3b & A4, aba = a}; b est
appelé inverse généralisé de a. :
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D’aprés [7),si e € A alors il existe aT € A, Uinverse de Moore—Penrose
de @, vérifiant eata = a, aTaat = at, (aa™)* = aa™ et (aTa)* = ata.
Lorsque A = C(H), on a le résultat suivant :

COROLLAIRE 4.
(4.1) C(H) = =(B(H));

(4.2) sim(T) € C(H) et n(T)" note Vinverse de Moore-Penrose de w(T)
dans C(H) alors
= inf
= (T)7 = duf )
Démonstration. Pour établir (4.1), on utilise le théaréme précédent
et [7, Théoréme 8]. L'assertion (4.2) se déduit de [8, Théoréme 2].

COROLLAIRE 5. Si T est semi-Fredholm et S € B(H) avec |T' ~ 8| <
ve(T') alors S est semi-Fredholm et ind(T') = ind(85).

Démonstration. D’aprésle Théoréme 2, il existe K € K (H) tel que
Y(T) = (T + K). D'on |T+ K ~ (§ + K)l| < 4(T + K). D'aprés (0.4},
S+ K est semi-Fredhom et ind(T + K) = ind(5+ K. Comme les opérateurs
semi-Fredholm ainsi que leurs indices sont stables par les perturbations com-
pactes, le corollaire est dérontré.

(T + K)*].

Notons
Ko(H) ={T € B(H) : dim R(T") < oo},
Yoo(T) = sup (T + F)
_ FeKo(H)
et
osr(T) = {A € C: T — AT n’est pas semi-Fredholm},

le spectre essentiel semi-Fredholm.

THEOREME 6. Soit T € B(H) semi-Fredholm. Alors limy, _ oo e (T™)™
eriste et on a

Jim 3 (T™)" = d(0, o5 (T))-

Démonstration. Suppdsons T semi-Fredholm et soit d(T") le rayon
de la plus grande boule ouverte centrée en T et inclue dang I'engemble des
opérateurs semi-Fredholm. Alors, en utilisant le Corollaire 5, on obtient

Yoo (T")H™ < 7e(T)/™ < A(T™)M?, Vn 2 L.
Maintenant, [14, Théoréme 8.2] permet de conclure.
THEOREME 7. Soit.T' € B(H) avec ~+(T) > 0. Alors
(11) - (T = 7eolT).
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Démonstration. On utilise les notations et les arguments de la dé-
monstration du Théoréme 1. Pour démontrer I'égalité (7.1), il suffit de re-
marquer que ¥(T') > 0 implique que 0 n’est pas un point d’accumulation de

o{|T]). Par conséquent, pour tout & < v.(T"), I; est un ensemble fini. Donc
TPy est de rang fini. D’ot pour tout § < ve(T), suppesey e ¥(T + F) = 6,
et done Yoo (T7) Z %e(T).

Remarques. Donnons quelques remarques concernant ’hypothése

“y(T) > 0" dans le Théoréme 7. .

R(T') est fermé alors pour tout F' € Ko(H), R(T + F) est fermé. En

effet, R(1")+R(F) est fermé dans H comme somme d un sous-espace fermé et

d’un sous~espace de dimension finie. D’autre part, R(T +F) C R(T)+ R(F)

et dim (R(T) + R(F))/R(T + F) < oo impliquent que R(T + F) est fermé
dans R(T) + R(F) et donc fermé dans H. Par conséquent,

(7.2) YT) >0 v0(T) > 0.
D’autre part, il facile de voir que st T' € K(H) alors
T & Ko(H) < 1(T) =0,

Done, il résulte de (7.2) que T' € K{H)\Ko(H) implique ¥(T) = 0 = 70 (T).
Par contre, 1a(T) = oo,

ExeMPLE 1. Soit H un espace de Hilbert séparable et (en)n>1 une base
hilbertienne de H, Soit 7' € B(H) défini par Ten, = e, pour n > 1. Alors

T € K(HN\Ko(H) et y(T) = 0 = oo (T) 3 7ve(T) = 00

ExeEMPLE 2. Donunons un exemple d'opérateur I' ¢ K(H) et tel que
T) = Yoe(T) = 0 £ 7a(T). Soit H comme dans l'exemple 1 et soit
P la projection orthogonale sur le sous-espace engendré par (egn)n>1 et
Kegyp_1 = -ﬁ%ﬁeznq, Kep, = 0pour n > 1. Posons T = P + K. Alors
YT) = oo (T) = 0 # 7e(T) = 1.

(7.3) 11 est clair que si 7o (T) = 0 alors Y(T) = oo (T) = 7 (T} = 0.

ExempLE 3. Donnons un exemple d’opérateur T tel que v. (T} = 0. Soit
H=HioH®..0H,®..., ol H, = £2(N"), Soit T € B(H) défini par
To = (@n/M)psy, oL = (Ty)n>1 € H. Notons Ty, la restriction de T' & H,.
Alors T, : H, — H, est un isomorphisme. Donc. T n’est pas compact. et
pour tout opérateur compact K € B(H), T+ K = (T'+ K)n : Hy — H est
semi-Fredholm avec dim N ((T'+ K),) < o0o. Soit e; € Hy,, ot (;)ip1 est la
base canonique de H, = £2, Alors, ||(T" + K)neil| — 1/n quand 4 — 00 et
dles, N((T' + K),)) = 1 quand i — oco.

Or, v({(T" + K)p)d(es, N(T -+ K)n)} £ [(T + K)neiil, d’ol, en fa*lsant
tendre i — oo, on obtient Y({T + K)n) < 1/n. Et comme (T + K) £

V(T + K)p) < 1/n pour tout n > 1, on en déduit que y(T+ K) =1 ponr
tout compact K € B(H). Par conséquent 1e(T) = 0.
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Points de continuité de la conorme essentielle

THEOREME 8. Un opérateur T € B(H) est un point de continuité pour
la fonction e : B(H) — [0,00] i et seulement si 7(T) = 0 ou T est
semi-Fredholm.

Pour la démonstration de ce théoréme on aura besoin des lemmes sui-
vants.

LeMME 9. La fonetion v : B(H) — [0, 00| est semi-continue supérieure-
ment.

Démonstration. Conséquence immédiate de [8, Théoréme 7).
LEMME 10. Soit T, S € B(H), T' semi-Fredholm. Alors
1T — 51| < %(T) = |7e(T) = %(SH < IT - S|

Démonstration Puisque T est semi-Fredholm, m(T') est inversible
gauche ou inversible & droite dans C(H). Sans perte de généralité on peut
supposer que 7(T) est inversible & gauche (car sinon on considérera = (7™)).

Soit maintenant S € B(H) tel que ||w(T) — ()| < 1/l|x(T)*|l. Alors

i (T)* (e (T) — (S < 1,
d’ot I — w(T) (w(T) — w(8)) = w(T)Tn(S) est inversible. Donc
(@ (T)Fm(8)] " m(T) T m(S) = I,

ce qui implique que 7(S) est inversible & gauche. En utilisant [8, Théoréme 5|,
on voit facilement que |ve(T) — 4e(S)| < ||«(T) — 7(5)||. Donc on a montré
Pimplication suivante : '
1
(T — 7 (S) < Ty = |7e(T) — () < |7 (T) — = (S)].
Et, comme ¥(T) = L/||x(T) 7| (cf. [8, Théoreme 2]) et ||{T) — =(S)|
|T — S|}, le lemme est démontré.

Démonsgtration du Théoreme 8 “9i". Quand +(T) = 0, la
continuité de 7, découle de sa semi-continuité supérieure (c¢f. Lemme 9).
Supposons donc que (7)) > 0 et que T' est semi-Fredholm. Alors la conti-
nuité de v, se déduit du Lemme 10.

“Seulement si” . Supposons la fonction . continue au point 1" et o(T)
> 0. Alors il existe o > 0 tel que si |7 — || < o alors ¥ (S) = 7(T)/2 = 6.
D’autre part, ’ensemble des opérateurs semi-Fredholm est dense dans B(H)
(cf. [5, Probléme 109]). Donc il existe une suite (T}, ), d’opérateurs semi-
Fredholm telle que T, — T' dans B(H). Alors pour ¢ = min{a, §} > 0, il
existe N € N tel que |Tw —T|| < min{e, }. Dot 7.(T) = 6 et | Tw T <
6. Par conséquent, [T — T < 7.(Z'). Le Corollaire 5 permet de conclure.
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COROLLAIRE 11. Soit T € B(H) avee v.(T) > 0. Alors les conditions
suivantes sont dguivalentes :

(1) T est un point de continuité pour la fonction ~. : B(H) — [0, 00),
(2) T existe o, 3 > O tel que pour tout S € B(H),

T = 8l < = %(8) 2 6,
(3) Il existe o, 3 > 0 tel que pour tout S € B(H),
I~ 8]l < o =10, 8] < ee(|S]),
(4) Il existe v, B > 0 tel que pour tout § € B(H),
17 = S|l < @ =10, 8] < 2e(15"]),
(5) T est semi-Fredholm.

Démonstration. Les implications (1)=(2)=>(3) sont facile & voir.
(3)&(4). Il suffit de remarquer que

10: 8] C 0o(T7T) 10, 8( C 0e(TT™)

et ensuite appliquer le théoréme de V'application spectrale.

(3)=(5). Puisque l’ensemble des opérateurs semi-Fredholm est dense
dans B(H) (cf. [5, Probleme 109]), il existe § € B(H) semi-Fredholm tel
que | — S| < min{e, 3} D'ol, par Vhypothése (3), |T' — S| < 7e(S).
Maintenant le Corollaire 5 permet de conclure.

(8)=(1). Voir le Théoréme 8.

Remarques. 1) Dans {10] les auteurs ont étudié les points de continuité
de la fonction y : § = v(8), oit § appartient & I'ensemble des opérateurs
fermés & domaines denses dang H. L’égalité (1.1) a été considérée dans [11).

2) 8i T est semi-Fredholm alors

Ye(T) = max{me(T), me(T™)},

ol me(T) = inf{oq(|7])}. U est clair que les Théorémes 1 et 2 restent valable
si on remplace “yo(1")” par “me(T)”. Dansg [15, Proposition 1}, on trouve
une version du Lemme 9 dans le cas des espaces de Banach.

3) L'égalité (1.1) ne reste plus valable lorsque 7' € B(X), X un espace de
Banach. En effet, M. Gonzalez nous a fait remarquer qu'il existe un espace
de Banach X' et un opérateur T' € B(X) (cf. [3, la preuve du Théoréme 3.5])
tel que T' est semi-Fredholm, Ln(zy injectif et il existe Ry, € B(X) vérifiant
Im(Bn)|| = 1 et ||7(TRy)|| — 0 quand n — co. D'olt 7e(T") = ¥(Lniry) = 0
et v(T) > 0.

Remerciements. Nous tenons 3 remercier M. Gonzalez, J. Ph. La-
brousse, K. Laursen et J. Zemének pour toutes les discussions qui nous
ont permis d'améliorer ce travail.
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On the exponential Orlicz norms of stopped Brownian motion
by
GORAN PESKIR (Aarhus and Zagreb)

Abstract, Necessary and sulllcient conditions are found for the exponential Orlicz
norm {generated by () = exp(!:r[p) ~ 1 with 0 < p £ 2) of maxpgecr [Bi| or [By| to
be finite, where B = (Bt)t;-.-o is a standard Brownian motion and 7 is a stopping time for
B. The conditions are in terms of the moments of the stopping time . For instance, we
find that fmaxo<icr {Bt]|ly, < 00 a8 soon as

B(r*) = O(C*kF)

for some constant ' > 0 as k =~ co (or equivalently ||7|iy, < oo). In particular, if
7~ Exp(A) or [N{0,o%)| then the last condition is satisfied, and we obtain

| e By, < K/E(D)

with some universal constant K > 0. Moreover, this mecl’c nality remains valid for any
class of stopping times v for B satisfying E‘('r < O{B7) k" for all k > 1 with some
fixed constant € > 0. The method of proof rehes upon Taylor expansion, Burkholder—
Gundy's inequality, best constants in Doob’s maximal inequality, Davis’ best constants in
the LP-inequalities for stopped Brownian motion, and estimates of the smallest and largest
positive zero of Hermite polynomials. The results extend to the case of any continuous
local martingale (by applying the time change method of Dubins and Schwarz).

1. Introduction. The main aim of the paper is to investigate and es-
tablish necessary and sufficient conditions for the exponential integrability
of the supreroum. of a reflecting Brownian motion taken over a random time
interval (as well as of stopped Brownian motion itself). o

More precigely, lot B = (B0 be a standard Brownian motion, let 7
be a stopping time for B, and let || - ||, denote the Orlicz norm generaiaed

1991 Mathematics .5'ubjcct Classification: Primary 60G40, 80J65; Seconda:y 46E30
60G44, 60H05.

Key words and phrases: Brownian motion (Wiener pracess), stopping time, axponenw
tial Young function, exponential Orlicz norm, Deob’s maximal inequality for m,artmgales,
Burkholder-Gundy's inequality, Davis’ best constants, Hermite polynomial, continuous
(local) martingale, Ito’s integral, the quadratic variation process, time change (of Brown-
ian motion), Kahane~Khinchin's inequalities. :



