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Régularité du temps local brownien
dans les espaces de Besov—Orlicz

par

B. BOUFOUSSI (Nancy)

Abstract. Let (By,t > 0) be a linear Brownian motion and (L{t,z), ¢t > C, & € R)

its local time. We prove that for all ¢ > 0, the process (L(t,2), « € [0, 1]} belongs almost

surely to the Besov-Orlicz space Bﬂi o With Mi(z) = el*! . 1,

1. Introduction et notations. En 1992, Z. Ciesielski, G. Kerkyacha-
rian et B. Roynette ont montré dans [CKR], en utilisant les techniques de
I'approximation constructive des fonctions, que les espaces de type Besov
(pour la définition voir le paragraphe 2) sont isomorphes 4 des espaces
de suites réelles. Ceci présente d’une part une généralisation du théoréme
de Ciesielski [C1], qui établit un isomorphisme entre l'espace de Holder
Ca([0,1]) pour 0 < @ < 1 et un espace de suites réelles; d’autre part,
cette caractérisation a permis de donner une extension des résultats de
N. Wiener [W] et de P. Lévy [L] sur la régularité de la trajectoire du mouve-
ment brownien, et d’obtenir des théorémes d'appartenance de certaines tra-
jectoires aléatoires & ces espaces (processus de Lévy stable, mouvement
brownien fractionnaire). Dans cet article, nous allons utiliser les mémes
techniques pour montrer que la trajectoire spatiale du temps local brown-
ien appartient presque stirement & un espace de type Besov—Orlicz, ce qui
généralise le résultat de {BR), & savoir que cette trajectoire appartient pres-
que sfirement & l'espace de Besov B;,/czo pour tout p > 2, et en particulier
ceci entraine qu'elle est localement p.s. hélderienne d’indice strictement plus
petit que 1/2.

Nous tenons & remercier le referee qui nous a fait part de plusienrs re-
marques importantes, notamment la remarque 3.

Les paragraphes 2 et 3 sont consacrés a rappeler la définition des espaces
de Besov-Orlicz et le théoréme de [CKR] qui donne une caractérisation d'une
large classe de ces espaces en termes d’espaces de suites réelles. Nous allons
considérer par la suite les notations suivantes :
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Soit {xjx:j =0, k=1,2,...,27} la base de Haar définie par

2% sur [(2k — 2)/2911 (2k — 1)/29+1 ],
Xih = =202 sur [(2k — 1)/2741, 2k /20 +1[|
0 ailleurs.

Le systéme de fonctions {x;x},k, complété par X0,0 = 1,1, forme une
base orthonormée de L*([0,1]). Pour les mémes indices que ci-dessus, les
fonctions de Schauder sont données par

t
Vi [0,1], k()= ij,k(s) ds,
4]
(,DQ,Q(t) = tl[g,l] (t) et (,D._,l(t) ime 1[0,1] (t).

Notons que pour j fixé ce sont des fonctions & supports disjoints pour k # &'

2—3/2

(2k—2) /2441 2k/27+1

Nous savons que toute fonction continue f : [0,1] — R s’écrit

24

(1) VEe(0,1],  f(t) = foap-a(t) + foroo(®) + 3.3 Finwsn(t),

>0 k=1

ou f_y = f(0), fo = f(1) — £(0), et les coefficients fir sont des évaluations
de f données par

2 fixe= 2,-/2{”(2;;1) - {f(%i%g) +f(5§%)}}

2. Espaces de Besov—Orlicz. Une fonction M : R — K4 est dite une

N-fonction si elle est nulle en 0, continue, convexe, croissante sur R, et
vérifiant

ml_l*néoM(m)/w = 00, lir%M(m)/w = 0.

Soit I = [0,1] et f une fonction mesurable définie sur I & valeurs dans R.
Notons

o(f, M) =\ M(f(z)) .

I
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L'espace d’Orlicz L}, (I) associé & la NV-fonction M est donné par

Ly (I) = {f : I — R mesurable :  sup | Sf(t)g(t) dt’ < oo},
o(g.N)<ea ' 7

olt N est la N-fonction complémentaire de M (pour la théorie de base des
espaces d’Orlicz nous renvoyons a [KR]).

L’espace L3},;(I) muni de la norme ||f||as := SUP,g, <1 | §; F(E)g(t) dt|
est un espace de Banach; de plus, cette norme est équivalente A la norme de
Luxemburg [Lu] donnée par

o1
(3) lfllaz ~ ,{gfn_)({l + oA f, M)}.

EXEMPLE. Dans le cas olt M(u) = |uff/p (p > 1), l'espace d’Orlicz
associé est LP(I).

Pour tout A > 0, on note I, := {x € I : 2 + h € I} et pour tout ¢ > 0,
on définit le module de continuité d’une fonction f de L3,(I) par

(4) wp(f,1) == sup L5, (HF (R A+ ) = FCD e

DEFINITION. Pour tout & € |0, 1{ et 1 < ¢ < oo, "espace de Besov-Orlicz
By ,(I) est l'espace des fonctions f de L}, (I) telles que

1

f(mowne (£, 2 < oo,
0

Bji 4(I) muni de la norme

: e
1 = [0+ ({6 nel 0 5
0 .

est un espace de Banach (si ¢ = oo, alors on remplace la norme de LY par
la. norme uniforme).

Notons que si M (u) = |u|*/p, p > 1, alors le module de continuité donné
par (4) est pris en norme LP (I}, et donc nous retrouvons les espaces de Besov
standards By, dont la caractérisation est donnée par le théoréme suivant :

THEOREME 1. Soit @ € ]0,1[, 1 < p,¢ £ co0. 8i o > 1/p, alors Pespace
By, est un espace de fonctions continues isomorphe & un espace de suites
réelles et on o Uéquivalence des normes suivantes :

9 115 e 5 (o () )
320 - -

ot les coefficients f-1, fo et fix sont donnés par (1).
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La démonstration de ce théoréme se trouve dans [CKR] et il est essentiel
de noter que les constantes de 'équivalence (5) ne dépendent pas de p pour
P > po, ol py est suffisamment grand.

Remarque 1. En particulier, les espaces de Besov B;,/ozc sont carac-

térisés par ’équivalence des normes suivantes :

il I/p
6 12, 11,1 fol, sup 27977 [P . '
(6) 17158 ~manx{1£-4l, ol sup (k§$1:|fg.k|) b op<w

Si p = oc, alors pour tout o € ]0, 1], on a
(7) 11|56, 00 ~ max {|fol, Ifll,su}g 2730/ 2= 1 f 1),
3

Il est bien connu, d’aprés [C1], que le terme de droite de (7) est équivalent
& la norme de I'espace de Banach C, des fonctions définies de [0, 1] & valeurs
réelles et holderiennes d’indice o; de plus, remarquons que d’aprés la défini-
tion des espaces de Besov, la norme || - || o coincide avec la norme de C..
Par ailleurs, puisque la norme Besov est croissante en fonction de p et de «,
il est facile d’établir les injections suivantes :

(8) Cijpe By2 = Co sia<1/2.
Dans [CKR] et [Ro] nous trouvons le résultat suivant: la trajectoire ¢t — B,

(t € [0,1]) appartient p.s. & B;,/;, pour tout p > 2, ce qui améliore clairement
d’apres (8) la régularité classique de cette trajectoire.

3. Caractérisation des espaces de Besov—Orlicz associéds & des
N-fonctions de type exponentiel. Soit § > 0. Comme dans [C2] nous
considérons les N-fonctions My définies par

g1 ig>1
9 M — J exp |z sif>1,
(%) 5() {Eﬁ(m)mEg(O) S0<f<1,
ot Eg(z) = Eg(—z) est le prolongement de la partie convexe de e sur
[zg,00] par sa tangente au point zg (e* change de concavité en zg).
Notons v = 1/f et L,(I) := {f € L*(I) : || fllp = O(*), ¥p = 1}.
L, (I) muni de la norme | f|, := supﬁ,zl [ flp/p” est un espace de Banach.

Nous renvoyons & [C2] (théoréme 3.4) pour la démonstration du résultat
suivant

THEOREME 2. Soit 8 > 0 et v = 1/8. Les espaces de Banach Ly, (1) et

L, (I) sont isomorphes et il existe une constante C,, > 0 telle que pour toute
fonction f de Ly, (I), on a

1
aru“|f|u SN Fllae € Culflo-
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La démonstration de notre résultat (théoréme 4) est basée sur le théo-
réme suivant qui donne la caractérisation des espaces de Besov-Orlicz
BMS w €n termes d’espaces de suites réelles :

THEOREME 3. Pour tout 8 > 0, soit Mg la N -fonction donnée par (9).

. . pl/2 . . : c
L’espace de Besov-Orlicz B m{. 2,00 €5t is0morphe & un espace de suites réelles
et on a équivalence des normes suivantes

nd
1/2 1 __. 1/p
(1) 1fl13z3,00 ~ max{lf-ll, folysupsup =277 (37 £3l?) }
iz0p21 P k=1

o v=1/8.

La démonstration de ce théoréme découle facilement du théoréme 2, de
la caractérisation des espaces B,l,;/fo donnée par (6) et des inégalités simples
suivantes :

- £l £l I £ilp
Yoo > 1 "supﬂ———ESsup < sup .
Pozh Bo p2l P¥ T pzpe PY T pz1 PV
Remarque 2. Nous pouvons déduire & partir du théoréme 3 et de la
remarque 1 les injections suivantes :

(11) Cijz = By oo = BYE ¥B>0,Vp>2.

4. Régularité de la trajectoire spatiale du temps local brownien
dans les espaces de Besov—Orlicz. Soit (B:, t = 0) un mouvement
brownien linéaire et (L(t,z), t > 0, z € R) la version p.s. continue en
(t,z) de son temps local dont l'existence est assurée par le théoréme de
H. Trotter dans [T]. Nous trouvons dans la littérature plusieurs résultats
sur les propriétés de Markov, de martingale et sur 'estimation de certains
modules de continuité du processus (L(t,z), t > 0, z € R); citons par
exemple Jes travaux de D. Ray [Ra], H. P. McKean [M], F. B. Knight ([K1]
et [K2]), S. M., Berman ([Bel] et [Be2]) et E. Perkins [P].

7. Clesielski a montré dans [C2] que la trajectoire du mouvement brown-
ien t — B, ¢t € [0,1], appartient p.s. & espace de Besov—Orlicz Biﬁm,
dong i on note T(1) := inf {¢ > 0 : B; = 1}, aloxs d’aprés le théoréme de
Ray-Knight ([RY], p. 420), le processus Z, := L(T(1),1 - z), z € [0,1],
est un carré de Bessel de dimension 2 partant de 0 et il n'est pas difficile
de montrer qu'il vérifie la méme régularité Besov-Orlicz que la trajectoire
brownienne.

Dans cet article nous allons montrer le résultat suivant :

THEOREME 4. Pour tout t>0, le processus (L(t,z), z€[0,1]} appartient
‘ /2 .
presque sirement & Uespace de Besov-Orlicz le\,,l,w, ol My(z) = ell —1.
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Vu les injections (11) et (8), notons que ce théoréme est plus fin que

l'appartenance du temps local brownien & B;,/fc pour tout p > 2, résultat
obtenu dans [BR] (en particulier, notre théoréme montre que la trajectoire
est localement p.s. holderienne d’indice a < 1/2).

Pour établir le théoréme 4 nous avons besoin de quelques lemmes préli-
minaires :

LEMME 1. Il existe une constante universelle G > 0 telle que pour tout
p 2 1 et toule martingale (M, ¢t > 0) nulle en 0, on g
E(MZ) < CPpPE((M)2L2),
ol MZ, = sup,nq | M| et (M)y est le processus 4 variation quadratique
associé ¢ M.

Le lemme 1 est un résultat de Barlow et Yor ([BY], Proposition 4.3);
sa démonstration repose sur le lemme de Garsia-Rodemich—~Rumsey, et il
donne en particulier une bonne estimation de la constante de Pinégalité de
Burkholder-Davis-Gundy.

LEMME 2. 1] eziste une constante C' > 0 telle que pour tout p > 1, on @
Efsup L*(1,z)} £ CPpPt2.
(4
Démonstration. Soit A > 0et 7y un temps exponentiel indépendant

du mouvement brownien. Nous allons utiliser le résultat suivant donné par
A. N. Borodin dans [Bo] :

4hv2X MR T, (hy/2))
(V2 —1)2 Jo(hv/2)’

olt J; et Jy sont les fonctions de Bessel modifiées données par

00 1 1 ¢ 2k-n
Vi€ R, Jn(t)zgﬁ.m(_z_) '

Il est facile de voir que pour tout * > 0, on a Ji{t)/Jo(t) < t/2, et par suite
pour un choix de A > 0 suffisamment grand, on a

(12) Vh>0, Plsup L(Ty,z) > h] < Ch2e~ V2%

Vh >0, Plsup L(Ty,z) > k) =
o3

ot C est une constante positive.
Si on note L} = sup, L{t, z), alors on a

BILY] = B(LP Lnsrs <ngty) < > (n+ LPPILY > n),
n>0 n>0
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Puisque {L] 2 n, T > 1} C {L%, > n} et en vertu de Phypothése d’indé-
pendance entre T et le mouvement brownien, on a

P{L] z n} <P{L}, 2 n}et
et en appliquant (12), on obtient

E[LP] <14 Ce* Y (n+1)PrlevVE

w21l
<14 2°Ce? En”""ze_"m.
o>l

Le lemme 2 découle facilement de cette derniére inégalité, m

Démonstration du théoréme 4. 1. Nous allons nous limiter
at =1, le cas générale s’en déduit par un simple changement d’échelle.
Puisque la trajectoire & — L(1, ) est p.s. continue, considérons sa décom-
position par rapport & la base de Schauder :

93
L{l,z) = z_10_1(z) + zowo(z) + Zij,kgaj,k(m), Yz € [0,1].
520 k=1

D’aprés le théoréme 3, il suffit de prouver que
27

e
13 sup su ( |$',k|P) <o ps.
) (K

o-ifp

Puisque la norme || - }|/2 est croissante en p, il suffit de voir (13) pour les
p entiers pairs,
2. Appliquons maintenant la formule de Tanaka & ¢; x(B1) :
1
wik{(B1) = | x5,6(Bs) dB, + z;.

0
Les fonctions (ipjx)x sont & supports disjoints pour k # k' et ;) =
279/2, ce qui entraine

o-ifp , 2 1/p o~ilpg~if/2
(X lear(B)?) T <
k=1

Ii suffit donc de montrer que

9—i/p 2 i/p
14 sup sup ( | M R (1)7 <00 P8,
1y j?.%pzl L k}; )

ot M;x(t) := S; X,k (Bs) dBs sont des martingales orthogonales en k.
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3. Nous noterons, pour tout entier ¢ > 1,

Ajr(s) = Sxik(Bu) du, Vsel0,1],
0

M

L]

[ RN I o R

MY, (5)x;,1(Bs) dB,

H

(g} = }

=
1]

1

.

Vi) i=] 2

)

M} (8)A;5(9) x5,k (Bs) dB,

1.1

H;(g) = %(Q) +%;(q),

ZIM,kI

27 1

vile) = 3§ M, () dAjals),
k=10
a:=sup{L7,1}.

Montrons le lemme suivant :
LEMME 3. (i) Pour tout s € [0,1], on a A; () < L] < a.

(ii) It existe deus constantes C' > 0 et K > 0 telles que pour tout entier
g2, ona

E{H}(g)} < KC*H120,

Démonstration. Le point (i} découle simplement de la formule d’oc-
cupation et du fait que les fonctions (x;x); % forment une base orthonormée
de L2([0, 1]).

Pour le point (ii) remarquons que les martingales {; M7 (u)x;,e(Bu) dBy
sont. orthogonales en k, donc

E{v}{q)} = ZE{ wx (B du

1
]E{ sup M4 (s )ij:f,k(Bu)du}.
0

3€[0,1]

Appliquons 1'inégalité de Holder et le lemme 1 :

E{v}(q)} < C* Z {IE( ix.’i;.k (Bs) ds)Zq}1/2{]E( §X?,k(Ba) da)z}l/z.
k 0 0
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En appliquant le point (i) nous obtenons

E{v(a)} < CU%® Y {E(L})}/2{E(L})2)/2.
k

Notons K1 = {E(L])*}'/2. Le lemme 2 entraine que
E{7}(¢)} < CTE1g"H'%.

En utilisant les mémes arguments pour ;(q), nous avons
E{7; ()} < CgeM 12 K,

avec Ky = {E(L1*)}'/2, ce qui entraine le lemme 3. u

4. Pour tout entier pair p > 2, appliquons la formule d’'Itd & Mf L(1):

1

1

_ 1 .

M2 = p | M 9)x54(B2) 4B, + BEZ M {area) aa, ),
0 0

ce qui entraine

(15) u;(p) < p;(p 1)+(—Jv,( ).

Montrons maintenant que pour tout entier pair p > 2, on a la formule de
récurrence suivante :

p/2~1
09) w3 ol -2 1) +pi0)]
=0 ’

Remarquons qu’en vertu de (15), 'inégalité (16) reste vraie si on remplace
v;(p) par u;(p). Pour la démonstration de (16) nous allons nous limiter &
p = 2, pour le cas général il suffit d’utiliser les mémes techniques et une
récurrence sur p.

Appliquons la formule d'It6 & M2, (s) :

Vs € [0: 1]1 M;?,k(s) = 2Cj,k(s) + Aj,k(s)

avec Cy(s) 1= {3 Mjk(u)x;k(Bu)dBy. Par une intégration par partie on
obtient
1

{07 (s) dAy e (s)

0

1
1
= 2C;,6(1)43,6(1) — 2| Mj 1 (8) A, (8)x5,6(Bs) dB, + 547(1)
) 0

1
= Mﬁk(l)AJ’,k(l) - 2SAj,h(8)Mj,k(S)x5,k( s) dBy — —Azk(l)

0
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Dans la deuxidme égalité on a écrit 2C;4(1) = M7, (1) — A4;x(1), ce qui
entraine d’aprés (15) et le point (i) du lemme 3 que
v3(2) < ofu;(2) +v;(0) + 27, (1)} < o{2H;(1) + 2v;(0) }.
5. Terminons maintenant la démonstration du théoréme 4 : Pour tout
entier pair p > 2, d’aprés (15) et (16) nous avons

9-j/p 1/p 9-ilp »/2-1 p! ' ifp
{ZM 1)} < a2 {Z ( _%_1),1@(29—2@—1)}
k=1 i=0 P '
o\ Lt 1/p
+ﬁ2—7/p(§5> {3 duBds)
k=00

Regardons d’abord le deuxiéme terme i droite de linégalité. Puisque
Zk 1X; k(Bs) = 2“"1[0 1}(

1/ |\ Me L 1/
—J/P( ) {;ﬂoxj, Bs ds} p=(1%) {QI[D,l}(Bs)dS} p’

Il est done clair que
ol 1yp 21
supsup+/a2” J/p( ) {ZSxfk(B)ds} <00 Pps.
iz0p2l g =00
Pour terminer, soit A > 0. Notons
9-ilp {Nz_l !
P — (p—2i—1)!
En écrivant p!/(p — 2¢ — 1)} < p***1 il découle de l'inégalité de Bienaymé-

T'chebychev que
AP .
. -2 2(2¢4-2~ 2 .
PlA;, > A <2 J( 5 ) ;20 p p)IE{Hj (p—2i— 1)}

En appliguant estimation donnée par le lemme 3, on obtient

s}, 0N a

1/p
Ajpp = Hij(p—~2i— 1)} -

2p/2-1

4
— P
PlA;p > A <2 JKC'PW
et pour un choix de A sufisamment grand on a
Y PlAjp > A < 0.
hp
Le lemme de Borel-Cantelli termine la démonstration du théoréme 4. =

Remarque 3. 1. Nous avons préféré pour des raisons de clarté étudier
le processus L{{,z) pour les z dans [0,1]. Pour &tre plus précis, il faut
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noter que puisque pour tout ¢ > 0, la trajectoire z — L(t,z) est p.s. &
support compact, c’est-a~dire que p.s. il existe un entier n > 0 tel que
supp L(¢, z) C In, ot I, := [—2"~1 2"~1): alors en considérant les fonctions
de Schauder ¢7 (s K (8) =27/ N k(s2 ") et en utilisant les mémes techniques
que ci-dessus, nous pouvons voir que la trajectoire x — Lit, z} appartient
ps. & By o).

2. Puisque le terps local est une fonctionnelle spécifique du mouvement
brownien, il serait intéressant de formuler les conditions nécessaires et suf-
fisantes pour qu'une fonctionnelle quelconque du mouvement brownien soit
suffisamment réguliére.
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Positive operator bimeasures
and a noncommutative generalization

by

KARI YLINEN (Turku)

Abstract. For C*-algebras A and B and a Hilbert space H, a class of bilinear maps
®: AxB — L{H), analogous to completely positive linear maps, is studied. A Stinespring
type representation theorem is proved, and in case 4 and B are commutative, the class is
shown to coincide with that of positive bilinear maps. As an application, the extendibility
of a positive operator bimeasure to a positive operator measure is shown to be equivalent
to various conditions involving positive scalar bimeasures, pairs of commuting projection-
valued measures or pairs of commuting positive operator measures.

1. Introduction and notation. Positive operator measures (PO-mea-
sures for short), i.e. measures whose values are positive operators on a
Hilbert space, play a central role e.g. in spectral theory and quantum me-
chanics. Early references on these aspects include [1] and [6]. An important
issue is what is called “amalgamation” in [1]: Given o-tings ¥; and two
commuting PO-measures E; : Z; — L(H), i = 1,2, one wants to construct
3 PO-measure F defined on the product o-ring &' of &y and Xy, such that
BX xY)=E(X)E;(Y) forall X € ¥y and Y € ¥y Tt is now (contrary
to the situation in 1966, see [1, p. 87]) generally known that even in the
case of spectral measures such a construction is not always possible (see our
Remark 4.4 for references to counterexamples). A related question in the
context of scalar bimeasures (i.e., separately o-additive functions) has also
been addressed in the literature; When is a positive bimeasure actually a
measure? (See Remark 4.4 for references, also to the case of not necessarily
positive bimeasures not discussed here.)

In thig paper we show that thege guestions (concerning PO-measures,
spectral measures or positive bimeasures) are equivalent (Theorem 4.3). This
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