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Complexité de la famille des ensembles de synthése
d'un groupe abélien localement compact

par

ETIENNE MATHERON (Paris)

Résumé. On montre que s G est un groupe abélien localement compact non discret
3 base dénombrable d’ouverts, alors la famille des fermés de synthése pour 'algébre de
Fourier A(G) est une partie coanalytique non borélienne de F(G), 'ensemble des fermés
de G muni de la structure borélienne d’Effros. On généralise ainsi un résultat connu dans
le cag du groupe T.

Introduction. Depuis une dizaine d’années, les relations entre I’ Analyse
Harmonique et la Théorie Descriptive des Ensembles ont été largement ex-
plorées (voir par exemple [KL1] ou [KL2]). L’étude des propriétés descrip-
tives de certaines familles de fermés issues de I'Analyse Harmonique s’est
révélée trés profitable aux deux disciplines.

Cet article est consacré a la famille des fexmés de synthése d'un groupe
abélien localement compact.

Dans [KMG2], Katznelson et McGehee construisent dans le groupe ™
des ensembles de synthése de “rang” arbitrairement grand, et indiquent
trés bridvement qu'une construction analogue est réalisable dans T.
Ce résultat est utilisé par Kechris et Solovay pour montrer que les en-
sembles de synthdse du groupe T forment une partic coanalytique non boré-
lienne de K(T), l'ensemble des compacts de T muni de la topologie de
Hausdorff. Dans cet article, on obtient la méme conclusion pour tous les
groupes abéliens localement compacts (non discrets) & base dénombrable
d’ouverts.

Dans toute la suite, la lettre G désigne un groupe abélien localernent
compact non discret & base dénombrable d’ouverts, et on note T le groupe
dual de G. '

Par transformation de Fourier, on identifie L*(I') & une sous-algébre
de C5(G), que l'on note A(G). Le dual de A(G) est T'espace PM(G)
des pseudomesures sur G {qui s'identifie & L°(T)). I’espace M (G) des
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138 E. Matheron

mesures bornées sur & se plonge de maniére évidente dans PM(G), et
I leaecay < Il Hlaecey-

DErFINITION. On dit qu'un fermé E C G est un ensemble de synthése
pour l'algébre A(G) s’il existe un seul idéal fermé de A{G) admettant F
comme annulateur. En d’autres termes, si on pose

HE)={fe A(G): f =0 sur E}
et :
Jo(E) = {f € A(G): f est & support compact digjoint de E},

alors E est un ensemble de synthése si et seulement si Jy(E) est dense en
norme dans J(F).

Les ensembles de synthése ont été abondamment étudiés, le résultat le
plus célébre & leur sujet étant bien sur le théoréme de Malliavin, qui affirme
que la synthése est en défaut dans tous les groupes abéliens localement
compacts non discrets (voir [GMG] ou [Ka] pour plus d’'informations & ce
sujet).

Dans toute la suite, on notera S(G) la famille des ensembles de synthdse
pour A(G).

Soient F(G) Vensemble des fermés de G et K(G) 'ensemble des com-
pacts de G. On munit F(G) de la structure borélienne d’Effros, engendrée
par les ensembles de la forme {F € F(G): FNV # 0}, ot V est un ouvert
de G, et on munit {G) de la topologie de Hausdorff, engendrée par les
ensembles de la forme {K € K(G): K CVo, KNV #0,..., KNV, # 0},
ou ¥, V1,...,V, sont des ouverts de G. Comme G est un espace polonais
(i.e. séparable et complétement métrisable), F(G) est un espace borélien
standard (c’est-2-dire boréliennement isomorphe & un espace polonais), et
K(G) est un espace polonais, compact si G est compact (voir [Ke] pour la
démonstration de ces faits bien connus). Evidemment, (G} est un borélien
de F(G).

LeMME. $(G) est une partie II} (coanalytique) de F(G).

Démonstration. Notons d'abord qu'un fermé B C G est un ensemble
de synthése si et seulement si la propriété suivante ost véyifide:

(%) VK C G compact, I(E)C Jo(K N E).

En effet, si E est de synthése, alors (x) est évidemment vraie. Inversement,
supposons (*) vérifiée. Comme A{G) posséde une unité approchée formée de
fonctions & support compact, il suffit, pour montrer que E est un ensemble de
synthése; de prouver que si f € I(E) est & support compact, alors f e Jo(B).
Soient donc f € I(E) & support compact, et ¥V un voisinage de supp f tel
que K = V est compact. Cholsissons une fonction, v € A(G) & support
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contenut dans V', et égale & 1 au voisinage de suppf. Ona - f = f et
¢ - Jo(K N E) C Jo(E); il découle donc de (x) que f € Jo(F).

Choisissons maintenant une base dénombrable (V},)ne, pour la topologie
de G stable par réunion finie, et, pour tout entier n, une suite (fnp)pew dense
dans {f € A(G) : supp f est compact et f = 0 sur V,,}. Fixons également
une suite {K})iew de compacts de G telle que tout compact de G soit contenu
dans 1"un des K. D’aprés la remarque précédente, on peut alors écrire, pour
tout fermé E C G,

EecS(G)eVfec AG) (fel(E)=VIVe>03n,p

ENK; C Vet ||fop— flla <e)

Comme (A{G);]| ||4) est un espace polonais, et comme la relation entre
parenthéses est borélienne en (f,B) € A x F(G), on en déduit que S(G)
est T} dans F({G).

Le résultat principal de cet article est le théoréme suivant.

THEOREME 1. S(G) est un vrai I} de F(G), ¢'est-d-dire un ensemble
II} non borélien. En fait, S(G) NK(G) est non borélien dans K(G).

La démonstration du théoréme 1 nécessite plusieurs étapes. On montre
d’abord qu'il suffit de traiter le cas du groupe de Cantor 2% = {0, 1}N.
Ensuite, aprés avoir introduit un II3-rang naturel (et bien connu) sur S(G)
(voir [Ke] ou [L] pour la définition d’un ITj-rang), on construit dans 2* des
ensernbles de synthése de rang arbitrairement grand. D’aprés le théoréme de
la borne pour les IT}-rangs, il en résulte que §(2*) n’est pas borélien dans
K(2¥}, ce qui achéve la démonstration.

1. Réduction au cas du groupe 2*. Daps cette section, on démontre
le régultat suivant.

LEMME. Il eriste une application borélienne (et méme continue) @ :
K(2%) — K(G) telle que $7HS(G)) = S(2¥).

La démonstration du lemme utilise de maniére essentielle des résultats
bien connus de Varopoulos ([Val]).

DEBFINITION 1. Posons ¢ = ¢{@) = sup{n € w : tout voisinage de 0 dans
G posstde des Gléments d’ordre > n}, et Ty = Tsig= oo, Ty = {zeT:
27 =1} sl ¢ < o0. _

On dit qu'un compact K © G est un ensemble de type K, s’il est to-
talement discontinu, si tous ses éléments sont d’ordre ¢, et si toute fonction
continue de K dans T, est uniformément approchable sur K par des ca-
ractéres de G. .

DEFINITION 2. §i Ky et Ky sont des espaces topologiques compacts,
on note V(K7,Kz) U'algtbre des fonctions f € C(Ky x Ki) pouvant se
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décomposer sous la forme

Flav,ee) = > £ (@) £ (22),

necw

ol
fre ) et 3 1 f P ool £Plloo < oo
La norme d'une fonction f € V(K K3) est

v seay = 0 { 30 1PNl w7 = 3 5 @ 523

En termes plus concis, V' (K1, K3) est le produit tensoriel projectif C(K)&
C(K). Si Ky = Ky = K, on pose V(K) = V(K, K).

Les résultats qui suivent sont tous dis & Varopoulos ([Va]).

1} On suppose G compact. Soit E un fermé de G, Posons B* = {(z,y) €
G xG:z+ye B} Alors E est un ensemble de synthése pour A(G) si et
seulement si E* est un ensemble de synthése pour V(G).

2) Soient K1, K, des compacts de G homéomorphes a 2¢. On suppose
que K1 N Ko = B et que Ky UKy est un ensemble de type K,. Notons 6
Phoméomorphisme de Ky x Ko sur K1 + Ky C G défini par Oz, y) = 24y.
Alors Uapplication f — fof est un isomorphisme de Ualgébre de restrictions
A(K) + Ky) sur V(K K3).

3) St K et Ky sont des compacts de G disjoints, homéomorphes & 2¢,
dont lo réunion est un ensemble de type K, alors Ky 4+ Ky est un ensemble
de synthése pour A(G).

Démonstration du lemme. Comme G est non discret, on peut
trouver des compacts Ky, Ky C G vérifiant

Ky et K sont homéomorphes a 2¢,
KinKy; =0,
K1 U Ky est un ensemble de type K.

Solent 41,4s des homéomorphismes de 2% sur Ky, Ky, Pour tout compact
K C 2% posons K™ = {{21,25) € 2“ X 2% : 21 + 35 € K} et P(K) =
{i;(ml) +i2(w2) : (:L‘l,mz < K*}

Comme Ky + Ky est un ensemble de synthése dans G, un compact
L C Ky + Ky est un ensemble de synthése pour A(G) si et seulement si
L est un ensemble de synthése pour l'algébre de restrictions A(Ky + K») (la
vérification est facile). Il décounle donc des propriétés 1) et 2) que K € K(2¥)
est un ensemble de synthése pour A(2%} si et seulement si $(X) est un en-
semuble de synthése pour A(G). Comme L'application & : K(2%) — K(G) est
manifestement continue, le lemme est démontré.
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2. Le rang [ |s. Rappelons d’abord la définition du support d'une pseu-
domesure (voir par exemple [M]): si § ¢ PM(G), supp S est le plus petit
fermé en dehors duquel S s’annule, autrement dit le plus petit fermé F C G
vérifiant la propriété suivante : Vf & Jo(F), (f, Sy =0.

Pour tout fermé E C G, posons

PM(E)={S € PM(G):suppS C E}, M(E)=M(G)NPM(E)

et
NE)=M (E)w (adhérence préfaible de M(E) dans PM).

On a évidemment PM(E) = Jo(E)*, et I(E) = M(E)*. D’aprés le théo-
réme de Hahn-Banach, E est donc un ensemble de synthése si et seule-
ment si PM(E) = N(E), autrement dit si toute pseudomesure portée par
E peut &re obtenue comme limite préfaible de mesures portées par E. Cette
reformulation permet d’associer & tout ensemble de synthése un ordinal
dénombrable, de la manidre snivante.

Si Z est une partie de PM(G), on note Z{*) T'ensemble des pseudo-
mesures qui sont limites préfaibles d'une suite d’éléments de Z. On définit
ensuite, par induction sur 'ordinal £, une partie Z¢} de PM{G), en posant

z0 =z W= (zEM o 20 = | 20 s £ est limite.
n<E
Comme A(G) est séparable, la suite transfinie (Z1¢)) stationne & un ordinal
dénombrable £, et, si Z est convexe, il découle du théoréme de Banach—
Dicudonné que Z¢=) =Z% .

D’aprés ce qui précéde, un fermé E C G est un ensemble de synthése si et
seulement si il existe un ordinal dénombrable ¢ tel que M(&)(E) = PM(E)
(ot on a posé MO (E) = M(E)¥).

DEFINITION, Le rang d’un ensemble de synthése E est le plus petit or-
dinal dénombrable tel que M4 (E) = PM(E); on le note [Els.

L’importance du rang [ ]s provient du résultat suivant, dii & Kechris
et Solovay (voir [KL1]; la démonstration est donnée pour G = T, mais
Iadaptation au cas général ne pose aucune difficulté).

THEOREME 2. Le rang [ |s est un I}-rang sur 8(G).

3. ¥Yamilles indépendantes de fermés. Dans cette section, on sup-
pose le groupe G compact. On: démontre deux lemmes, probablement bien
connus, qui seront ensuite utilisés (dans la section 4) pour traiter le cas du
groupe 2“. '

DEFINITION. Pour toute partie A de G, notons Gp(A) le sous-groupe de
G engendré par A. On dira qu'une famille {K; : i € J } de fermés de G est
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indépendante si auncun des K; ne contient 0 et si, pour tout ensemble fini
{tr, sin} G 1 ona 3000, Gp(Ky,) = @), Ge(Ky,).

Remarquons que si {K; : i € I'} est une famille indépendante de fermés,
alors les K; sont en particulier deux & deux disjoints,

LeMME 1. (a) 8 H est un sous-groupe fermé de G et K un fermé de
G tel que KNH = 0, alors il existe une fonction f € A(G) telle que
Iflacey =1, f =1 au voisinage de H et f =0 au voisinoge de K.

(by Si {Ky,...,K,} est une fomille indépendante de fermés de G ot
ay,...,an € C, il existe une fonction f € A(G) vérifiant

1fllagey € 6max{|a;|: 1 <j<n}, f=a; auvoisinage de K.

Démonstration. (a) Si H est un sous-groupe fermé de G et KNH =
{1, on peut trouver une fonction [ € A(G/H) telle que HﬂlA(G/]—I) =1, =1
au voisinage de 0 et f = 0 au voisinage de #{K], ot 7 est ’homomorphisme
naturel de G sur G/H. Il est clair que f = f o 7 convient.

(b) Soit {K1,...,K,} une famille indépendante de fermés de Q. Posons,
pour § < n, H; = Gp{K;} ¢t HU = Y i< Hi- La partie (a) et lindé-
pendance de la famille {K;,...,K,} permettent de trouver des fonctions
fi € A(G) (1 < j < n) vérifiant

Nfilage =1, f; =1 an voisinage de H¥),
fi =0 au voisinage de U K;.
i27+1
Soient maintenant a,...,a, € C. Supposons d’abord que les oy sont

réels et oy > ... > @y,. Dans ce cas, la fonction f = E?;ll(aj ~ ajy1)fy +
v frp vérifie

f=a; auvoisinagede Kj, |[/fllarq) < 3max eyl
j

Dans le cas général, on traite séparément les parties réelles ot imaginaires
des
e

LEMME 2. Soit {Ky,. .., K.} une famille indépendante de Jermés de G.
Pour toute pseudomesure § € PM(G) portée par U; Kj, on @

n
D NISTK; |l par < 6118 pas.
=1
Démonstration. Soit § € PM(|JK;). Posons, pour j < n, Hy =
Gp(Kj;) et S; = S[K;. Fixons également £ > 0. Choisissons des caractéres
Yis--> ¥ € I' eb des nombres complexes vy, .., &, de module 1 tels que
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' > 18lea - Z%’gj(’b‘)[ <e.
j=1 j=1

L’indépendance de la famille {X7,. .., K,,} permet de trouver un caractére
v € T tel que y[H; = ;[ H; pour tout j < n. Comme les sous-groupes
fermés de G sont des ensembles de synthése, on a alors §j () = §j () pour
tout 3.

Soit f € A(G), donnée par le lemme 1, telle que [[flla < 6 et f =
oy au vo}:%inage de K; (I < j < n). La remarque précédente montre que
2w @353 (v;) = (8,7F). Tl en résulte que i1 185l par < 6118l par +e, ce
qui achéve la démonstration.

Remarque. Fixons une distance d compatible avec la topologie de G.
Soit {F}U{K : n € w} une famille indépendante de fermés de G telle que
limy oo 6(F, Kpn) =0, ol 6(F, K,,) = sup{d(z,F) : z € K,}. Il découle des
lemmes 1 et 2 que si § € PM{G) est portée par FU (UJ,, K.}, alors

> ISKallpae < 6| ST | )
nsN n<N

On peut donc définir la restriction de § & F en posant

S[F=8-3% S[Ku

negw

] < 6]8||lpar  pour tout N € w.
PM

S[F est portée par F, et on a ||S[F||par < 7|[S] pa-

4. Le cas du groupe 2*. D’aprés le lemme de la section 1, il suffit,
pour démontrer le théoréme 1, de prouver que 5(2%) n’est pas borélien dans
K(2¥); et ’aprés le théoréme de la borne pour les IT1-rangs, il suffit pour
cela de construire dans 2% des ensembles de synthése de rang arbitrairement
grand. En fait, pour des raisons techniques, on va construire ces ensembles
dans 2% x (2¥)% % (2¢)% x (2¢)*, en utilisant des idées de [KMG1] et [KMG2].

Dans toute la suite, la lettre G désigne le groupe 2¢ x (2“)* x (2¥)“ x
(2%)* {qui st évidemment isomorphe 4 2¥). On note H le sous-groupe fermé
2¢ % {0} x {0} x {0} € G. Enfin, on fixe une distance d compatible avec la
topologie de G

D’aprés le théoréme de Malliavin, le groupe H contient des fermés qui
ne sont pas de synthése pour A(G). Le résultat suivant entraine donc que
le rang [ |s n’est pas borné sur §(G).

THEOREME 1'. Pour tout ordinal £ < w1 et tout fermé I de G .contenu
dans H tel que 0 € F, il existe une suite (K} de fermés de G vérifiant les
propriétés suivantes
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(i) La fomille {F} U{K, :n € w} est indépendante.
(i) Empeee 6(F, Kp) = 0, ot §(F, K,,) = inf{d(z, F) 1z € K,}.
(iii) = FU (U, Kn) est un ensemble de synthése.
(iv)g 8i T € MENE), alors T[F € N(F) = M(F)¥".
La démonstration du théoréme 1’ est assez technique, ef on doit d’abord
introduire quelques notations,

e Pour € 2% et I € w, on pose 7i(a) = 0™ 0 € (2¢)¥, ot O est la
suite (0,...,0) € (2}, et 0 = (0,0,0,...) € (2*)¥.

¢ Pour n,i,k €w et @ = (0,0,0,0) € H, on définit 6, (&), by,,:,4(& € G
par

0n(@) = (o, Ta(),0,0),  Bri k(@) = (e, Tlar), Tnai (@) Trgapaler)).

1l est clair que les 8, et les 8, ; x sont des homomorphismes injectifs de
H dans G. Posons H,, = 6,[H] et H,, ; , = 8, ; x[H]. Les homomorphismes
O, b 0y,,% induisent des isomorphismes de l'algébre de restrictions A(H)
sur les algébres de restrictions A(H,) et A(H, ;). Comme les sous-groupes
fermés de G- sont des ensembles de synthése, on en déduit que st § € PM(G)
est portée par M, (resp. H, ; 1), alors S admet une “copie” portée par H,
définie, avec un léger abus de notation, par (6,5, f) = (S, fof;1), f € A(H)
(resp. (OS5, f) = (S, f'o@n“ik)). Dans la suite, on notera toujours S’ cette
copie de S. La notation ne fait pas référence & 'entier n (resp. au triplet
(n,4,k)), mais cela ne prétera pas 4 confusion.

La vérification du lemme suivant n’est pas difficile.

LEMME. 1) §i § € PM(H,) ou § € PM(H, ), alors |||k =
[1Slpar- '

2) Soit F un fermé de G contenu dans H. Posons F, = 0, (F] et Fipip =
Ok [Fl, m, byi € w. 8i € est un ordinal dénombrable et § € ME)(F,) ou
MY (Foyx), alors §' € ME(F).

3) Pour tout ensemble fini {v1,..., v} G T, il emiste un entier M tel
que

s¥n> M, VSe PM(H'"«): §I(7j) == 37(7:}'): J=1l.om

©Vn 2 M, Vikew V5 € PMMn;x), §0v)=80%), j=1,...,p.

Avant de commencer la démonstration du théoréme 1/, fixons une fois
pour toutes une énumération V;, 5, ..., Vy an des ouverts de 2 de la forme
{a € 2“: 5 < a}, ol 5 est une suite de longueur n (et la notation s < «
gigniﬁe que s est un début de o), et notons Var-o, Vnan les images des
Vi par un homéomorphisme quelconque (fixé) de 2 sur G.

Démonstration du Théoréme 1'. On raisonne par induction
sur 'ordinal £.
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(a) Traitons d’abord le cas ot £ = 0. Soit F un fermé de G contenu dans
H. Posons, pour n € w,

Ap ={@ = (,0,0,0) e H: ap) = 0 ¥p > n}
et

F,=FuU{@ed,:38=(8,0,0,0) € F, (i) = (i) ¥i < n}.
Les Fy, sont des fermés deux & deux disjoints, et on a lim,...qc 6(F, Fy)
== (1. De plus, d’aprés le critére de Herz (voir [R], p. 166), F U (U,e,, Fr) est
un engemble de synthése. 11 est alors facile de vérifier que la suite (K,) =
(0n[Fy]) convient.

(b) Supposons avoir démontré la propriété voulue pour tous les ordinaux
< £. 8i £ est un ordinal limite, on choisit une suite strictement croissante
{(nn) d’ordinaux < £ telle que suprny, = £; si £ est successeur, £ =7 + 1, on
pose 7y, = 71 pour tout n € w.

On distingue deux cas.

Premier cas. On suppose qu'il existe, pour-tout n € w, une suite
(LY, de compacts de G contenus dans H telle que F et les L™ vérifient
les propriétés (i}, ..,(iv)y, .

- On définit des fermés Cr, Crnip, Kn C G (hn€w, k< 2™} en posant

Cp = en+p,. [Fla Gn,-i,k = 9n+pn,i,k[(F u L§n)) N Vn,k]:
Kn = Cal {{JChnis)-
i,k

Les entiers p, sont choisis inductivement de sorte que Crik © Vnp pour
tout triplet (n,, k).
Posons B = FU(J,, Kn). Les faits suivants ne sont pas difficiles & vérifier.

Farrs. 1) La famille {F}U{Cp:n € WU {Ch ik nyE € w, k< 2%} est
indépendante.

2) E est un ensemble de synthése.

3) Sincw et § € MUR(Ky,), alors STCy € N(Cy).

4) Si o est un ordinel dénombrable et S € M®(E), dors S[F €
M (E),

Les faits 1) et 2) montrent que F et la famille {Ky, :n € w} vérifient les
propriétés (i)--fii).

Notons & ('l existe) le plus petit ordinal dénombrable tel que F et les
K, ne vérifient pas la propriété (iv)e,. Il est clair que £o est nécessairement
un ordinal successeur, & = ap + 1. :

On va montrer par l'absurde que & > £, et donc en partic11}ier que la
propriété (iv)e est vérifiée. En fait, on va voir que sous Phypathése & < 5 ,
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on a PM(F)YN M&)(E) C N(F), ce qui, compte tenu du fait 4), contredit
la. définition de &p.

Dans la suite, on suppose que & < &, et on fixe une pseudomesure
S € PM(F)\N(F) (il en existe). On fixe également une fonction f € I(F)
telle que (S, f) = 1.

Pour montrer que § ¢ ME)(E), il suffit de vérifier que pour tout £ > 0,
on peut trouver une fonction g € A(G) telle que

(S.9) 2 1 ellSlpar, [(T.9) SellTllpne 81T € M (E).

Fixons £ > 0. Comme G est totalement discontinu, l'algébre A(G) est
une algébre de Stone-Weierstrass (voir [KR] ou [R], ch. 9.3). On peut donc
trouver un entier N et une fonction h € A(G) vérifiant

17— fllae) <&
D’aprés le lemme, on peut choisir un entier M > N tel que, pour n > M,
i €wet k< 2", les propriétés suivantes soient satisfaites :

VI € PM(Ch), (T, £) = (T, )] < ellT]|pars

VT € PM(Coir), [T, F} ~ (T )] < el Tl paa-

On peut également supposer que |h(z)| < & au voisinage de F UL, 5 5 Kn)s
et que Ny = ap (puisque ag < &),

Enfin, soit ¢ une fonction de A(G) identiquement égale & 1 an voisinage
de FU (lJ,,5 s Kn) et nulle au voisinage de (|J,,.,; Kn). On pose g = ph.
Puisque supp S € F, on a (S, g) = {3, h), et donc |{S, )| = 1 — ¢|| 8| pas-

Soit maintenant 7' € M(®0)(E). Le choix de ¢ et I'indépendance de la
famille {F} U{Cr:n € w}U{Cpizr:ni€w, k< 2"} permettent d’écrire

(Togy= 3 (Twh)+ D (Tuapsh) + (T[FR),

n>M n>M,ik

h est constante sur chaque V,,  sin > N,

ot Tp = T[Ch, Thik = T[Ch i, et les deux séries sont absolument conver-
gentes.

Par définition de &, on a T[F € N(F). Il en résulte que (T[F,h) =
{T'[E,h — f), et donc

[(TTE, )] < ellTTF || par < Tel| Tl pas.

D’autre part, sin > M, ¢ € w et k < 2", alors h est constante au voisinage
de Cnin car Cpin C Vg On en déduit

[T iies W] < 1 Tl o2a |2 Criblloo < €liTnsi,0ll 2t
~ Puisque la famille {F} U {Cs : 2 € w} U{Chyg : ny8 € w, k < 27} st
indépendante, il s’ensuit (lemme 3.2) que |3, . (Thn, b)) < 62| T o

Majorons maintenant | }-, (T,, h)|. Comme nas > a, le fait 3) montre
que T, € N(Cn) pour tout n > M. Par suite, TV, € N(F) pour n > M.
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Choisissons un entier M’ > M tel que Y o 1 | Tullear < el T||pae /R4,
et posons -

- M’ M
I= Z T'n: T, = Z T,:l
=M n=M

Puisque T e N({F) et fe I(F), on peut éerire (f, [ = (T - T’,f}.
D’autre part, comme la famille {F} U {C, : n € w}U {Chik : n,t €
w, k<2"} est indépendante, on a

S T pae =Y | Tallpae <7D NTTKnllpar < 42T pas

{done en particulier Tl ot |7 || par < 420\ T || par). D’aprés le choix de M,
cela entraine

(T =T, )l <& (ITnllps + 1Tol pae) < 842l T s,
autrement dit (T, £)| < 84¢||T|| pas. Par suite,
KT m) < [T, A+ IT b= £ < (T Hl+ T eallh = flla S 126€]| 7]l par,
d’ot finalement 3 [{Tr, h)| < 127¢||T||par -
En regroupant toutes les inégalités précédentes, on obtient
VI'e ME(E),  [(T,g)| < 140¢|T) prs-

Comme on a déja vu que |(S,g)] = 1 — £||S]|par, ceci achéve la récurrence
dans ce cas particulier.

Cas général. Soit # un isomorphisme de G sur G1 = G x (2¥)¥ x
(2¢)% x (2¢) tel que O[H] = H x {0} x {0} x {0}. Choisissons, pour tout
n € w, une suite (LE”)) de compacts de G x {0} x {0} x {0} C Gy telle que
O[H] et les Lg"') vérifient les propriétés (i},...,(iv)q,. -

Soit maintenant 7 un isomorphisme de G sur 2¥, et posons F' = (T ®
id) o 8[F], I{™ = 7 ®id[L{™], ot id est Pidentité de (2¢) x (2°)* x (2¥)*.
Alors F et les Z™ sont tous contenus dans H, et vérifient les propriétés
(i), ... ,(iv)s, . 1l découle donc du premier cas qu’on peut trouver des com-

pacts fﬁ,,, C G tels que T et les E’n vérifient les propriétés (i},...,(iv)e. 1

suffit alors de poser Ky, = 871 o ( ®1d)[K,] pour achever la récurrence.
Le théoréme est donc entidrement démontré.

Remarques. 1) Les théorémes 1,2 et le théoréme de Ja borne montrent
qu'il existe, dans tout groupe abélien localement compact non discret 4 base
dénombrable, des ensembles de synthése de rang arbitrairement grand.

2) 11 découle du théoréme précédent et de la démonstration du lemme
de la section 1 que les ensembles de synthese pour lalgébre V(2¥) forment
un vrai IT} de K{2¥).
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3) On peut définir de maniere évidente le rang d’un ensemble de synthese
pour V(2¥), et montrer que ce rang est un II}-rang. 11 résulte alors de 2)
et du théoréme de la borne qu'il existe, dans 2¥ x 2¥, des ensembles de
synthése pour V(2%) de rang arbitrairement grand.
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A Fourier analytical characterization of the Hausdorff dimension
of a closed set and of related Lebesgue spaces

by

HANS TRIEBEL and HEIKE WINKELVOSS (Jena)

Abstract. Let I" be a closed set in R* with Lebesgue measure [I'} = 0. The first aim
of the paper is to give s Fourier analytical characterization of the Hausdorff dimension
of I'.

Let ¢ < d < n. If there exist a Borel measure p with suppp C I" and constants ¢1 > 0
and ¢z > 0 such that eyr? € p(Blz,r)) < ear? for all 0 < r < 1 and all ¢ € I', where
B(x,v) is a ball with centre = and radius r, then I" is called a d-set. The second aim of the
paper is to provide a lnk between the related Lebesgne spaces Lp(r), 0 < p £ oo, with
respect 40 that measure u on the one hand and the Fourier analytically defired Besov
spaces Bj (") (s € R, 0 <p< 0o, 0 < g < o0) on the other hand.

1. Imtroduction. Let 0 < ¢ < 1. Then C”(R*) stands for the usual
Hélder space on B™, that is, the collection of all complex-valued continuocus
functions f on B™ such that :

:E — .

O 1@ = s @) +ap LT oo

zcR™ @ty |$ - y'
Let s € R and s = ¢+ o with 0 < o < 1. Then the Zygmund spaces Cs(R™)
are the lifted Holder spaces,
2) C(R") = (id —4) 4/ %7 (R™),
where A is the Laplacian and everything must be interpreted in the frame-
work of tempered distributions §'(R™). Of course C*(R") in (2) does not
depend on the choice of ¢ and o, and the Holder spaces are included in
the Zygmund scale. Assume I' to be a closed subset of B™ with Lebesgue
measure |I'| = 0. Let

(3) C*T(R") = {f € C(R"): f(p) =0 if p € S(R") and ¢|I' =0},
where f() is the usual pairing for the Schwartz space S({R™) and its dual
§'(R™). Furthermore, @|I" is the restriction of ¢ € §(R™) to I'. In particular,

1091 Mathematics Subject Classification: 46E33, 28A78, 28A80. '
Key words and phroses: Hausdorf dimension, Hansdorff measure, function apaces.

[149]



