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Introduction. Il s’agit d’une version discrete et elliptique de I'inégalité
de Harnack globale, c’est-a-dire pour un opérateur aux différences elliptique
sur un graphe. Deux hypotheses géométriques sont faites sur le graphe : la
régularité du volume et une inégalité de Poincaré. Ceci est précisé dans la
premiere section.

La démonstration repose sur la méthode de J. Moser ([Mol] pour la
version elliptique, [Mo2] pour la version parabolique) présentée dans les es-
paces euclidiens R™, mais ou le role des inégalités fonctionnelles de Poincaré
et Sobolev est clairement mis en relief. Ainsi, dans le cadre continu, N.
Varopoulos a pu reprendre cette méthode en retrouvant les mémes inégalités
fonctionnelles sur les groupes de Lie [V2] (version elliptique), et L. Saloff-
Coste sur les variétés riemanniennes [SC1], [SC2] (version parabolique). Le
principal attrait de cette méthode est qu’elle ne nécessite aucune structure
algébrique de la géométrie, notamment pas d’invariance par translation ni
d’autres outils algébriques sur la géométrie. Toutefois, A. A. Grigor’yan a
aussi obtenu le résultat parabolique sur les variétés riemanniennes par une
méthode géométrique [G].

Dans le cadre discret, G. F. Lawler a étudié le cas des graphes Z™ [L].
A. B. Merkov a obtenu [Me] une inégalité de Harnack globale par les mémes
arguments géométriques que [G] mais en guise de condition isopérimétrique,
il a besoin d’une inégalité apparemment plus contraignante que l'inégalité
de Poincaré. Adapter la méthode de Moser exige de transformer des calculs
de différentiation continue en des calculs de différence. C’est ce que X.
Y. Zhou a réussi a faire [Z] sur les graphes Z" si bien que L. Saloff-Coste
nous a indiqué que l'on devait pouvoir traiter ainsi les graphes que nous
considérons. Indépendamment de ce présent travail, I. Holopainen et P. M.
Soardi ont obtenu le méme résultat pour les opérateurs p-Laplacien au lieu
d’opérateurs elliptiques du second ordre. Mais les difficultés rencontrées
(lemme de John et Nirenberg, inégalité de Sobolev et discrétisation des
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20 T. DELMOTTE

calculs de différentiation) sont trés comparables. Une question reste ouverte
: peut-on aussi adapter la version parabolique [Mo2]?

Je voudrais remercier le référé pour ses remarques avisées, notamment
sur la proposition 6.2. Il indique aussi un autre travail simultané sur le méme
sujet : A global Harnack inequality on graphs and some related consequences
de M. Rigoli, M. Salvatori et M. Vignati.

1. Enoncé de l’inégalité de Harnack. Plan de la preuve. Le
cadre géométrique est un graphe infini connexe localement uniformément
fini, a savoir que si on note x ~ y quand = et y sont voisins, alors

aN, Vz, #y|ly~zxz} <N.
Sur ce graphe, on dispose d’une métrique a valeurs entieres :
d(z,y) =inf{n | I(z = ag,a1,...,a, = y) tel que Vi,a; ~ a;41}.

Pour obtenir I'inégalité de Harnack globale, on fait deux hypotheses géomé-
triques sur le graphe : la régularité du volume et une inégalité de Poincaré.
Par volume, on entend ici mesure de dénombrement. On définit les boules
et leur bord :

B(xz,n) ={y|d(z,y) <n}, 0B={y|d(z,y)=n—1}.
On note kB la boule B(x, kn) si B = B(xz,n). L’hypothese de régularité du
volume s’écrit
301 >0, VB, #(2B) < C1#(B).
Notons que cette hypothese inclut le caractere localement uniformément fini.
C, convient comme valeur de N, il suffit d’appliquer la régularité du volume

a B(z,1). On note ensuite la moyenne sur une boule d’une fonction réelle
f du graphe :

1
fB= 2 > f@).
#(B) =,
La deuxiéme hypothése, I'inégalité de Poincaré (des méthodes pour obte-

nir cette inégalité sont décrites dans [CSC2]), s’écrit

30y >0, ¥2% Vn, > f@)—felP <Can® > [f@)—f)*

z€B(z0%,n) z,y€B(z°,2n)
T~y

A chaque aréte (non orientée) zy, on associe un coefficient C,, pour définir
l'opérateur

Lu(x) =Y Cay(u(x) - u(y)).

Il sera supposé elliptique au sens ou
3Cs5 > 0, 1/03 < ny < (4.
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On dira qu’une fonction u est harmonique sur B quand Lu = 0 sur B\ 0B.
On peut maintenant énoncer le théoreme.

THEOREME 1 (Inégalité de Harnack). Si u > 0 est harmonique sur 2B,
alors

maxu < C'minu,
B B

ou C est une constante qui ne dépend que des trois constantes du graphe

C1,Cs, Cs.

Cette inégalité est globale car la constante C' ne dépend pas de B (ni
de u). Dans notre cadre géométrique discret, elle n’est justement remar-
quable que pour les grands rayons. Dans toute la suite, C' désigne a chaque
fois une constante qui aurait pu étre calculée précisément en fonction de
C4,Cy et C3. La démonstration est une adaptation de la méthode de Moser
qui consiste & étudier les quantités

o.8) = (15 3 ulay) "

zEB

B étant fixée, ¢(p, B) est une fonction croissante de p qui tend vers ming u
quand p tend vers —oo et vers maxg u quand p tend vers +oo. On démont-
rera en fait I'inégalité pour u > 0 harmonique sur 3088, mais il suffit ensuite,
pour z1,x2 € B et w > 0 harmonique sur 2B, d’appliquer celle-ci plusieurs
fois le long d’un chemin reliant z; et o pour obtenir u(z;) < CC'...Cu(zs),
soit une autre forme u(z1) < Cu(zz) en changeant la constante.

Dans la section 3, on démontre (Théoreme 3.3)

pour une constante ¢ qui ne dépend que des trois constantes du graphe. Pour
cela, on aura eu besoin d’une version discrete du lemme de John et Nirenberg
établie dans la section 2. Dans la section 5, on démontre (Théoreme 5.4)

(ménu >) minu > Cp(—q,4B), maxu < Co(+q,4B).

Pour obtenir ces résultats, on aura utilisé I'inégalité de Sobolev établie dans
la section 4.

2. Un lemme de John et Nirenberg. Ce lemme concerne la norme
BMO :

I lesioan, = sup (s S 1) = fal )
zEB

Le lemme de John et Nirenberg sur R™ [JN] fut publié en méme temps
que [Mol] qui l'utilise. Sa démonstration fait appel aux cubes dyadiques
qui sont automatiquement disjoints. Il est raisonnablement admis qu’il se
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généralise dans les espaces homogenes au sens de Coifman et Weiss [CW].
Dans [B], 'auteur annonce que la démonstration de [JN] se généralise en effet
a l'aide d’un lemme de recouvrement précis : il s’agit de remplacer ’outil des
cubes dyadiques. De la méme maniere, nous généralisons une démonstration
extraite d’un cours de G. David a I'aide d’un lemme de recouvrement simple
de type Vitali qui extrait des boules disjointes d’un ensemble de boules.

LEMME 2.1 (de type Vitali). Si I C {B | B C B°} alors il existe J C I
vérifiant :

e Les boules de J sont disjointes.

e Pour tout B € I, il existe B’ € J tel que B C 3B’.

Preuve. J sera construit sous la forme {By,..., B,}. On construit les
B; par récurrence ainsi : tant qu’il reste des boules de I disjointes de B U. ..
..U Bj, on en choisit une de rayon maximal qui sera Bj.
Ainsi toute boule B = B(x,n) de I rencontrera une boule B’ = B(z',n’)
de J de plus grand rayon :

dJye BNB' et n >n.
On en déduit B C 3B’. En effet, si z € B,
d(z',z) <d(2',y) + d(y,z) + d(z,2) < 3n'.

COROLLAIRE. #(Upe; B) < C3#(Upes B').

En effet,
(UB><Z#3B <C’IZ# ) < C24 (UB’).
Bel B'eJ B'eJ

Les propositions suivantes seront utlles pour la démonstration du lemme
de John et Nirenberg.

PROPOSITION 2.2. Pour tout x € B® = B(x°,n%) et tout n < nY, il existe
y tel que x € B(y,n) C BC.

Il suffit de prendre y dans B(x,n) N B(z% n® + 1 —n).

PROPOSITION 2.3. (B C B et ||fllsmom) < 1) = |fs — fo] <
#(B)/#(B’).

Preuve. On a

0 210 ol > | 3o

zEB’
1
= ——H#(B’ r— .
PROPOSITION 2.4. Si ||f|lsmoprey = 1, B = B(z,n) C B, B' =
B(z',n') Cc B, n'/2<n<2n et BNB' #0, alors |fg — fz/| < C.
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Preuve. On a B C 5B’ (et réciproquement B’ C 5B). En effet, si
z € B, en utilisant y € BN B’, on a

d(a',2) < d(@’,y) +d(y,x) + d(z,z) <n'+n+n < 5n.
La proposition 2.3 donne alors

#(5B’)
#(B)

|fB — fsm/| < <C

Enfin |f5p — fp| < C.

#(B’)
#(B)

LEMME 2.5 (de John et Nirenberg). Si ||f|lsmoiipey = 1 et fpo = 0,
alors #{x € BY | f(z) > o} < Ce™7/C#(BY).

Preuve. On fixe T suffisamment grand (en fonction de C4) et on pose,
pour k > 1,

Dy ={xc B | kT < f(x)},
I ={BCB®|kT < fs < (k+1/2)T}, Ex= ] B.
Bely

Par le lemme 2.1 (Vitali), on construit Ji C Ij et on pose encore

F, = U B vérifiant par construction #(Ey) < C3#(Fy).
BeJy

On démontre (en choisissant 7' grand) successivement que :

1) Dy, C Eg,
2) pour tout B € Jy1, il existe B’ € Jj tel que B C 6B/,
3) il existe p < 1 (fonction de C1) tel que #(Fy11) < pu#(Fi).

Pour démontrer le lemme de John et Nirenberg dans R™, on aurait
pris pour I ’ensemble des cubes dyadiques maximaux pour la propriété
fq > kT qui s’averent contenir presque tout Dj. Ces cubes auraient été
automatiquement disjoints, le caracteére maximal aurait donné fo < kT +C
et on obtiendrait une relation de type 3) en appliquant || f||smo dans chaque
cube de F,.

1) Soit 2 € Di. On note B® = B(2%,n°) et 2° < n® < 25*1. Par la
proposition 2.2, on construit les boules By, ..., By de sorte que B; contienne
x et soit de rayon 2°. Ainsi, en utilisant la proposition 2.4,

fBozf(x)>kT7 ‘fBi+1_fBi SC? ’st :‘st_fBO‘SC'
En choisissant T" plus grand que 2C', on disposera donc de i tel que B; € I,
d’ou x € Ey.
2) On pose B = B(z,n) € Jgi1 et 2°n < n® < 25F1n. Comme au 1), on
construit des boules By, ..., Bs contenant = et de rayon 2'n, en choisissant
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By = B. On dispose ainsi de B; € I,. B; contient le centre x de B et son
rayon est plus grand, donc B C 25B,;.

Enfin, Jj étant construit a partir de I par le lemme 2.1 (Vitali), il existe
B’ € J tel que B; C 3B’, soit B C 6B’.

Notons que B’ ¢ BY = 6B’ c 11BY. Plus généralement, si B =
B(xz,n) C B' = B(2',n’), alors n < 2n’ et kB C (2k —1)B’.

En effet, puisque le graphe est infini connexe, il existe y (€ B C B’) tel
que d(z,y) =n—1<d(z,2')+d(',y) < (n'—=1)+ (n —1), doun < 2n’.
Et si y € B(z,kn), alors il existe z € B(z,n) tel que d(y,z) < (k—1)n de
sorte que

d(y, ") < d(y,z) +d(z,2") <2(k —1)n" +n' = 2k — 1)n’

3) On déduit de I'étape précédente que 'on peut parcourir les boules de

Ji41 ainsi :
#(Frt1) < Z( Z #(B )

B'eJy BEJ}C+1
BC6B’

On applique maintenant ||f|pmo dans 6B’ C 11B° pour estimer
ZBGJ;C+1,BCGB’ #(B) avec #(B') :

CI#(B) 2 #(6B) 2 Y 1f@) ~ fowl 2 Y. | D ()~ fom)

re6B’ BEJk+1 zEB
BC6B’
> Z #(B)|f5 — fep'|-
BeJg41
Bc6B’

Or fg > (k+1)T et fopr < (k+1/2)T + C3, donc pour T > 2C%,

S B < I _um)
5T T/2—C3
BC6B’

Ce coefficient = C}/(T/2 — C3) peut étre rendu plus petit que 1 et
#(Fpp1) <p Y #(B') = p#(Fr),
B'CJy,
d’ou
#(Fr) < p#(B°) = e M O#(B),
ce qui permet de conclure car #(Dy) < #(Ey) < C3#(Fy).

En appliquant ce lemme a

= fpo fBo— f
et

1 fllBMmo I fllBmo
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on obtient

COROLLAIRE. [l existe deux constantes « et 3 ne dépendant que de C
telles que

(10)2 Z S @)/ fllgnmo 1180) Z o~ F @)/ flsyo 1159 <52'
#(B -

Par exemple,
Z e@f(x)/”f”BMo(uBO)

x€BY zeBY

rEBO
< eafBO/”f”BMo(nBO) <#(BO)_|-Z ea<k+1)#{x c BO M > k?})
= = | fllBMo1B0)
< eafBO/Hf”BMo(nBO) (#(BO) +C Z eake_k/é#(30)>
keN

< ﬂeafBO /M llsmo 1189y #(BO)

en choisissant a = 1/(2C).

3. Passage de L™ 7 4 L*%. La norme BMO du logarithme d’une
fonction harmonique. On utilise ici le lemme de John et Nirenberg en
suivant article original de J. Moser [Mol]. Une alternative est d’utiliser
comme L. Saloff-Coste dans [SC2] un lemme abstrait de Bombieri-Gusti,
surtout quand on fait intervenir une variable temps (version parabolique de
I'inégalité) car alors la méthode originale devient délicate ([Mo2]).

PROPOSITION 3.1. Soit ¢ > 0, ¢ = 0 sur OB et Lu > 0 sur B\ 0B.
Alors

37 Cuy(d(@) = 3(y)) (u(z) — uly)) > 0.

z,yeB
T~y

Pour interpréter ces relations avec des résultats sur R"™, on peut comparer
L a —A. Cette proposition est une fagon d’intégrer par parties :

S VoVu = — S ¢Au, pour ¢ =0 sur IB.
B B
Preuve. z étant fixé,

Y Cuydl)(ulz) —uly)) = 0.

yeEB
xr~y

En effet, soit x € OB et ¢(z) = 0, soit Lu(z) > 0. En intervertissant les
roles de x et y, on peut donc conclure.
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LEMME 3.2. Soitn >0, u >0, n=0 sur 0B et Lu >0 sur B. Alors
u(z)

u(@)\* o e
ge:B <ln u(y)> (@) SCg;B In(@) = n(n(e) I 75

Preuve. On pose ¢(x) = n(x)?/u(z). 1l s’agit de démontrer (interpré-
tation sur R™)

X(Vlnu)zn2 < C’X |Vn|n|V Inwl.

B B
Or, en calculant V¢,
_ 2
| Vovu = | Lzu)n? T+t >0,
B g Y u

Il ne reste plus qu’a remarquer que Vu/u = VInu.
La preuve est une adaptation discrete de ce calcul. On différentie d’abord

¢
1 1 2, L )2 — 2
o) = 0l0) = (5 = s )@+ 2 (1 = 00
La proposition 3.1 donne donc
u(zr) —u BN z)?
2 Catuto (5~ 207 )@)
b)) —— ()2 — 2
< 3 Catuta) —u)) (n(a)? = nw?))

Tous les termes de la somme de gauche sont positifs. En utilisant la con-
stante d’ellipticité, on obtient

S (u(e) - ulw)) (@ - %)n(w)Q

r,yeB
T~y

1
<C D Ju(r) - U(y)\m\n(w)Q —n(y)?|-

z,yeB Yy

Ty
Par ailleurs, Lu(xz) > 0, Dellipticité et le fait qu’un sommet ait un nombre
limité de voisins entrainent que u(y) < Cu(z), de sorte que u prend des
valeurs comparables sur deux sommets voisins : 1/C < u(z)/u(y) < C. On
en déduit que

oyt = (55 ) 15 222
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ainsi que
(@) — wl) —— < olm “®)
@)~ u(w)| = < €l 20
D’ou
MZEB(lnu(y)) 10 SO 3 ) —n)le) + 7)) e
Dans le terme de droite, en fait,
) lna)|m &) — ) - L ule)
xge:B In(x) — n(y)In(z)|1 ) xge:B In(x) = n(y)n(y)|1 e

Donc, en multipliant la constante par 2, on obtient I’énoncé du lemme.

COROLLAIRE.
U(iﬂ) 2 2 2
> oS ) @) < ¢ > In(x) —n)P.
mg,CyNEyB Y :ci‘yNEyB

En effet, par Holder,

_ )
I;:B In(@) = n(n()|n 75

2
u(z)
< | X @ -awe ¥ (m5H) o
r,yeB z,yeB Yy
T~y T~y
THEOREME 3.3. Il existe ¢ > 0, ne dépendant que des trois constantes
du graphe, tel que siu > 0 est harmonique sur TTBY, alors

Preuve. On démontre d’abord que |Inu|lgmoiipey < C. Puis on
utilise le lemme 2.5 de John et Nirenberg. Pour B = B(z,n) C 11B°, on
applique donc le corollaire du lemme 3.2 a u sur 4B avec la fonction cut-off
ncar 4B C (2 x4 —1) x 11BY :

n=1 sur 2B,

in —1 —
n(x) = n 5 d(z,2) sur 4B\ 2B,
n
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de sorte que |n(x) —n(y)|*> < 1/(4n?) pour & ~ y. On obtient

£ (5 3 (ni) e

r,ye2B r,ycedB
T~y T~y
1
<C Y In(@) = n)® < C—#(B).
x,y€4B
T~y

L’inégalité de Poincaré donne alors

Z Inu(z) — (Inu)p|? < Cyn? Z <lnw> < C#(B).

reB z,y€2B
Ty

Par Holder,

1/2
> () 1nu>B|<<#B>1/2<Z<lnu<:c>—<1nu>3>2) < C#(B),

zEB z€EB

soit [Inulpmoqipe) < C.
Pour ¢ = a/C, le corollaire du lemme 2.5 de John et Nirenberg donne

¢(+q, B®)? - ¢(—q, B%) "1 < 5°.
D’ott ¢(—q, B®) > C¢(+q, BY).

4. Inégalité de Sobolev. Nous suivons ici la démarche employée par
L. Saloff-Coste dans [SC1]| pour obtenir une inégalité de Sobolev—Poincaré
dans une boule a ’aide des hypotheses minimales de régularité du volume et
d’inégalité de Poincaré. On obtient que le graphe vérifie des inégalités sem-
blables & R? si on choisit un exposant ¢ supérieur & In C; /1n 2 et strictement
supérieur a 2, par exemple § = max{IlnC1/In2,3}. Onnote f;(z) = fp(z,s)-

LEMME 4.1. Si f est a support dans B(xo,r) et s < r, alors
1 £sll5 < C#(B(zo,7)) " (/)| £I17-

Preuve. Par interpolation,

IE= Y L@’ <maxf) Y Al

x€B(z0,r+s) z€B(zo,r+5)
Or
2. L@s< > > Zma
z€B(zo,m+5) yEB(ro,r)IEB(y,s)

<c Y ) =Clflh

yEB(wo,r)
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car #(B(y,s)) < #(B(z,25)) < Ci#(B(x,s)), et
fo(@) < 11 /#(B(z, ).

1 suffit donc de vérifier #(B(zq,7)) > C(r/s)°#(B(x, s)), ce qui se fait en
appliquant plusieurs fois la régularité du volume.

LEMME 4.2. Si f est a support fini, alors
If = fll3 < Cs2IV 115,

Preuve. On utilise un squelette du graphe, & savoir une famille maxi-
male de sommets {x;};c; vérifiant d(x;,2;) > 2s pour tous i # j, de sorte
que les boules B(x;, 2s) recouvrent le graphe et que les boules B(x;, s) soient
disjointes. On note J = {B(x;,s) | i€ I}. On a

1= £l < D0 2( D (@) = fam)? + Y (fas — ful@))?):

BeJ rE2B xe2B

On estime les deux termes grace a l'inégalité de Poincaré dans 3B :

S (f@) = fs8)? < D (fl@) = fap)? < Cs* > (fx) — f(y)?

zEB z€3B z,ye6B
T~y

et

Sthe-rwpsy Y e SuF

x€2B x€2B ye B(x,s)
< Z <(f3B— Z (B )>
y€3B z€B(y,s)
<Cs® Y (fla) - f)*
m,%EgB

I1 suffit donc de vérifier

> U y)* < CIIVFI5.

BeJ x,yc6B
T~y

Pour cela, on remarque simplement que #{B € J | x € 6B} < C. En effet,
#(B(2,75) > > #(B(xi,9)).

i€l
z€B(z;,65)

Or en appliquant plusieurs fois la régularité du volume, on obtient

#(B(z;,8)) > C#(B(x,13s)).
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THEOREME 4.3 (Inégalité de Nash). Si f est a support dans B(xg,r),
alors

IF157° < C(#(B(wo, )2 r2(IV £ + 2 FIR) 111

Preuve. Considérons d’abord le cas ou fp(y,,») = 0. Les deux lemmes
donnent, pour s < r,

11l < C(sIV fll2 + (#(B(wo, 7))~ 2(r/5)° 2| fl10).
Pour obtenir le résultat du théoréme (sans le terme r~2||f]|2), on voudrait
donner a s la valeur

1£1: 2/0%2)

o))" 1/248/2
SU) = | T #(Blao. 1)

L’inconvénient est que s doit étre un entier inférieur & r. Cependant on peut
obtenir C_ < S(f) < Cyr:

e Un sommet a au plus C; voisins, donc ||V f||3 < 2C1||f13 < 20| f]3.
Par ailleurs, on peut obtenir une majoration du volume #(B(zq,r)) < Cr?
a l'aide de #(B(xg,1)) = 1 et la régularité du volume. Ces deux estimations
donnent S(f) > C_.

e On a supposé que la moyenne de f était nulle, donc l'inégalité de
Poincaré dans la boule B(zg,r) donne

1l (#(B(wo, 1)) "2 < || fll2 < CT[V |2,
ce qui permet d’établir S(f) < Cyr.

Ainsi, on peut donner a s la valeur de I'entier immédiatement supérieur
a S(f)/C,, de sorte que C~1S(f) < s < CS(f), ce qui donne
5 _ )
I£I5H° < CEHBo, ) IV FIBIAL.

Enfin, pour une fonction constante sur B(zq,7),

£ = (#(B(xo, ™)) 28 | FIRIIFII°.

On obtient donc le résultat voulu en décomposant f = (f — fper) +
IB(zo,r)-

THEOREME 4.4 (Inégalité de Sobolev). Si f est a support dans la boule
B(xg,r — 1), alors

(ot X sw)”

z€B(zo,T)
1 2

<Copey (P X U@-SwPe 3 f@?),

z,y€B(zo,T) z€B(zo,T)
T~y

ouv=74/(6—2).
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Preuve. Ces inégalités de Nash et Sobolev sont toutes deux équivalentes
a une estimation des marches aléatoires sur le graphe ([CKS] et [V1] dans
le cadre continu et [CSC1] dans le cadre discret). Dans [BCLSC], les au-
teurs obtiennent directement 1’équivalence et remplacent 1’expression clas-
sique ||V f||% par une large classe de fonctionnelles. Voici ce que donne leur
démonstration pour notre terme ||V f]|3 + r 2| f||3.

Notons ax = #{z | | f(x)| > 2*}, de sorte que

1

27IIAIp < Y2 ar < I

kEeZ
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Notons aussi

by = 3 (F(2) — F@)? +r 2% ay,

28 < f ()| <2K T ou 2P < f(y)| <2
et x~y

qui vérifie 3" b, < C(|IVFIIZ + 72 f]|3). On applique I'inégalité de Nash &
min(max(|f| — 2¥,0), 2%), ce qui donne

(22kak+1)1+2/5 < Abk(2kak)4/6
On a noté A = C(#(B(xo,7)))"%/%72 le coefficient qui apparait au début de

I'inégalité de Nash. C’est ensuite un calcul sur les deux suites ay et by qui
permet d’aboutir a

Z 22ukak — Z 22V(k+1)ak+1

k k
< 92v Av/(2v=1) Z bZ/(zV_l)(22ukak)(2u—2)/(2u—1)
k

v/(2v-1) (v—1)/(2v—1)
< 221/Al//(21/—1) (Z bk) (Z 241/]60%)
k

k

< 92v pv/(2v—1) (Z bk)tl/@u—l) (Z 22Vkak>
k k
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D’ou

(ZQQVkak>1/” < 24V_QA<Zbk>’
k

k

ce qui donne sur les normes de f :

I£113, < CEH (B0, 1)) 2|V £1I3 + || £115)-

Ceci équivaut a 'inégalité cherchée.
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5. Passage de +q a +o0
LEMME 5.1. Soit n > 0, u > 0 et n = 0 sur dB. Si l'une des deux
hypothéses est vérifiée :

T1:1/2<p<1etLu<0 surB ou
2: 0<p<1/2et Lu>0 sur B,

alors
2p 2
> ol PP < (525 ) X u@hnte) - )P
mg,g{veyB p mg,g{veyB

Preuve. Soit ¢(z) = u(z)??~n(z)%.

On applique la méme méthode qu’au lemme 3.2. Dans R", on obtient le
résultat pour toutes les valeurs de p. Ici, il est plus facile de restreindre p a
un intervalle compact, mais les bornes 0 et 1 sont arbitraires. On a

d(x) — dly) = (w(@)® " —u(y)® n(x)® +uly) " (n(x)* —n(y)?).

La proposition 3.1 donne alors selon le cas 1 ou {2 :

Y Coylulz) —uly)(w(@)*? " —u(y)*? " n(a)?

z,yeB
T~y

<1 B
T D Caylu(@) = um)um)® (1(y)? = n(x)?).
- z,yeB
Ty
Tous les termes de la somme de gauche ont le méme signe : positif dans le
cas t1 et négatif dans le cas 2. Dans les deux cas, on obtient (en utilisant
aussi la constante d’ellipticité)

Y lul@) —uly)] - fu(@) = u(y)® ()

z,yeEB
T~y

<C Y Cyylu(z) —u()uy)® " n(y)* —n(=)?|

z,yeB
T~y

On peut maintenant minorer les termes de gauche par

2

p p p . p—1 _ P—
(u(2)” = uly) )230’2p_1IIU($)—U(y)I Ju(z)* =1 — u(y)

et majorer les termes de droite par

plu(@) —u(y)lu(y)? " < Clu(z)” — u(y)?|.
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Ces deux inégalités s’obtiennent en estimant les fonctions de deux variables
p et z = u(x)/u(y) suivantes :
2p — 1| (2 —1)? |z — 1]
P -1 O Pl

Leur support est compact : 0 < p < 1let 1/C < z < C d’apres ellipticité
et le fait qu'un sommet ait un nombre limité de voisins. Il suffit donc de
vérifier que les facteurs fonctions de p ont été bien choisis pour qu’il n’y ait
pas de divergence quand z — 1, seul cas de discontinuité.

On obtient ainsi

> 0@ lu@)” - u(y)|?

r,yeB
T~y

<C D;f 1 Z u(y)P|n(z) — n(y)|(n(z) +n(y))|ulz)? — u(y)?|
z,yeB

T~y

go|2p2ﬁl|[(z u(w) (@)~ n(w)* Y @l - uy?)
+ (D uw)* (@) —nw)2 > n(w)? <y>p|2)

En fait,

Y @)@ @)= Y 0 lu(@)” —uly)|*.

T, yeB T, yeB
Y Y

D’ou le résultat du lemme.

PROPOSITION 5.2. Si u > 0 est harmonique sur 2B°, alors
(2, B°) < Co(+q,2B°).

Preuve. On démontre ce résultat pour une boule B® suffisamment
grande. Pour 0 < p <1, p # 1/2, h < n, on applique d’abord l'inégalité
de Sobolev du théoréme 4.4 a n(z)u(x)? dans B(z°,n + h) avec la fonction
cut-off 7 :

n=1 sur B(z°, n),

n(x) = nth- 1h_ A’ 7) sur B(2%,n 4+ h)\ B(z%,n),

de sorte que |n(x) — n(y)|*> < 1/h? pour x ~y. On a
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(o X o)

x€B(z%,n)

#(B(a%n + h) " ! o)
§< FB0,m) > <#<B<x°,n+h>> 2 () (”>

x€B(z°%,n+h)

C 2 p __ U |2
= FHBE 0 h) <n x’yeB%mM) In(z)u()” = ny)u(y)”|

T~y

Y n@u@®).

z€B(x%,n+h)
En utilisant le lemme 5.1, on peut estimer le premier terme par le deuxieme :

Yoo In@u@)? = nly)uly)??

z,y€B(x°,n+h)
T~y

< > 2(n(x)*|u(z)? — u(y)”* + [n(z) — n(y)Pu(y)®)
x,yeBr(gz,nJrh)

<ol(Z5) ] T e

z,y€B(z°,n+h)
T~y

ElE) g e

z,yeB(z°,n+h)
T~y

Finalement, si on note ¢(p,n) = ¢(p, B(z°,n)), on a

2
n2 n2

En posant r =2p, 0 < r < 2, r # 1, on obtient

d(rv,n) < <0[1+ (:i)QZ_j]>l/’“¢(r,n+h).

q étant fixé, on connait k tel que qv*~! < 2 < qv*. Eventuellement, on
diminue légérement la valeur de ¢ pour que g’ # 1, pour tout i. Pour une
boule B® de rayon N, avec N > k, on prend la partie enti¢re de N/k pour
valeur de h de sorte que dans la suite, tous les facteurs n/h seront majorés
par 3k. On obtient la suite d’inégalités

¢(2, B%) < o(qv*, B) = ¢(qv*, N),
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r k=1 1\2 1\ M@
é(qv”, N) < (C 1+ <u> Ok >

i qri—t —1
x ¢(qv* "1, N + h),
r k-2 2\ V(@*?)
b1 qu +1 9
gb(qy ,N+h)§<0_1+<m> gk‘—>

X 9" "2, N + 2h),

(qu, N + (k — 1)h) g (c {1 + <i1>29k2} ) Y N k),

#(q, N + kh) < C¢(q,2B°).

PROPOSITION 5.3. Si Lu > 0 sur 2B°, alors
maxu < Cé(2,2B°).
BO
Preuve. Pour les puissances supérieures, on n’utilise que le cas p = 1
du lemme 5.1. On suppose ici que le rayon de B° est de la forme 2. On a
d(2v,n) < (C[1+n2/h2)Y2¢(2,n + h).

En revanche, ceci s’applique & toute sous-solution u, donc & u'/2, pour r > 2.
Finalement,

o(rv,n) < (C[1+n2/h2)Y"¢(r,n + h).
On utilisera la suite
n; = 2N + 2N7i et hz = 2N717i

de sorte que n; = n;p1+h;, ny = 2N f1etng =2Vt Pouri=0,...,N—1
on a

G20t nipr) < (CIL+nf /DY D920 nigy + ha).
En estimant n; < 2V*! on obtient
G20 mip) < (C[L4 242V G(207 1y,
soit
G2 i) < CUTV (207 ;).

Comme le produit infini de ces constantes converge, on obtient une estima-
tion indépendante de N,

o220V 2N + 1) < Cp(2,2B°).
Or, en ne comptant que le maximum de u, M = maxgo u, on déduit

(2N 2N + 1) > M#(B(°,2N +1))" V™) > oM.
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THEOREME 5.4. Si u > 0 est harmonique sur 4B°, alors
néionu > C¢(—q,2B°), max u < C¢(+q,4B°).

Preuve. Pour le deuxieme point, on applique successivement les deux
propositions précédentes. Quant au premier point, il suffit d’appliquer la
proposition 5.3 & u~%/2 qui est une sous-solution.

Ce théoreme, combiné avec le théoreme 3.3, achéve la démonstration de
I'inégalité de Harnack.

6. Deux applications immeédiates

PROPOSITION 6.1 (Théoréme de Liouville). Sous les hypothéses du théo-
reme 1, toute fonction harmonique positive définie sur le graphe (infini) est
constante.

Preuve. On note u la fonction et on suppose u(x) > inf u. Pour € > 0,
on dispose de u(y) < infu + € et on étudie u. = u —infu+¢e>0. On a
ue(x)  wu(x)—infu+e
ue(y) 2e '
Comme ce coefficient tend vers l'infini quand ¢ tend vers zéro, cela peut

contredire I'inégalité de Harnack appliquée & u. sur une boule contenant x
et y.

PROPOSITION 6.2 (Continuité de Holder). 11 existe un exposant a > 0 tel
que si u est harmonique sur By = B(xg,2n) et x,y € B(xzg,n), alors

[u(y) — u(@)] < C(d(z,y)/n)" max|ul.

Preuve. On étudie les variations V (i) = MaXp(y,2i) U — MINB (g 2i) U.
On encadre d(z,y) par 2M~1 < d(x,y) < 2™ de sorte que |u(y) — u(z)|
V(N1). On encadre aussi n par 22 < n < 2M2*1 de sorte que V(Ns)
2maxp, |u|.

L’inégalité de Harnack donne V(i) < AV(i + 1), avec A < 1, donc
V(Ny) < AN2=MV(Ny), d’ott I'inégalité recherchée.

<
<
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