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1. Introduction. Cet article est consacré à la classification topologique
des espaces vectoriels topologiques localement convexes métrisables et sépa-
rables de dimension infinie (que nous appellerons simplement espaces lo-
calement convexes dans la suite). Alors que deux espaces localement con-
vexes complets sont toujours homéomorphes, la situation est beaucoup plus
compliquée pour les espaces non complets : l’ensemble des types d’homéo-
morphisme des sous-espaces vectoriels σ-compacts de l2 a la puissance du
continu [4]. Dans ces conditions, la notion de “classification topologique” de
ces espaces ne peut avoir qu’un sens restreint. Nous nous intéressons ici au
problème suivant : deux espaces localement convexes sont-ils homéomorphes
si chacun est homéomorphe à un fermé de l’autre? Les cas particuliers où une
réponse affirmative à ce problème est déjà connue ont d’intéressantes appli-
cations, permettant entre autres de montrer que de vastes classes d’espaces
sont homéomorphes à leurs carrés ou à leurs produits infinis (voir [5] et [6]).

Il parâıt raisonnable de conjecturer que la réponse à ce problème est affir-
mative lorsque les deux espaces sont des Zσ, i.e. des réunions dénombrables
de Z-ensembles. On dispose alors pour l’attaquer de la puissante théorie des
ensembles absorbants de M. Bestvina et J. Mogilski [3]. Soit C une classe
d’espaces métrisables séparables qui est topologique (si C est homéomorphe
à C ′ ∈ C, alors C ∈ C) et héréditaire pour les fermés (tout fermé d’un espace
appartenant à C appartient à C). Le résultat suivant est un cas particulier
du théorème 3.1 de [3].

1.1. Théorème. Supposons que deux espaces localement convexes E1 et
E2 vérifient les conditions suivantes (i = 1, 2) :

(1) Ei est réunion dénombrable de Z-ensembles,
(2) Ei est réunion dénombrable de fermés appartenant à C,
(3) Ei est fortement C-universel.

Alors E1 et E2 sont homéomorphes.
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En outre, d’après la proposition 2.3 de [3], Ei est alors fortement uni-
versel pour la classe σ-C des espaces qui sont réunion dénombrable de fermés
appartenant à C, et cette classe σ-C cöıncide avec la classe F0(Ei) des es-
paces homéomorphes à des fermés de Ei. Le problème est donc ramené,
pour les espaces localement convexes E qui sont des Zσ, à la vérification de
la F0(E)-universalité forte de E, ou même simplement, de la C-universalité
forte de E pour une classe C telle que σ-C = F0(E).

Nous prouverons ici que tout espace localement convexe E est forte-
ment universel pour la classe Ftb(E) des espaces homéomorphes à des sous-
ensembles fermés totalement bornés de E, ce qui nous fournira une réponse
affirmative au problème dans le cas des espaces localement convexes E tels
que σ-Ftb(E) = F0(E) (et qui sont des Zσ). La classe E des espaces locale-
ment convexes E tels que σ-Ftb(E) = F0(E) contient évidemment tous les
espaces qui sont réunion dénombrable de sous-ensembles totalement bornés
(ou, ce qui revient au même, sont contenus dans un sous-ensemble σ-compact
de leur complété), mais elle contient aussi d’autres espaces. En effet, de
résultats récemment obtenus par les auteurs découle l’existence de classes C
telles que tout espace localement convexe C-universel E contienne des copies
fermées totalement bornées de chaque espace C ∈ C (E est dit C-universel
si tout espace appartenant à C est homéomorphe à un fermé de E). Pour
une telle classe C, tout espace localement convexe C-universel appartenant à
σ-C est dans E . Parmi les classes C ayant cette propriété figurent toutes les
classes boréliennes Aα (α ≥ 1) et Mα (α ≥ 2), donc tout espace localement
convexe qui est un Zσ, appartient à Aα, α ≥ 1 (resp. Mα, α ≥ 2) et est
Aα-universel (resp. Mα-universel) est homéomorphe à l’espace Λα (resp.
Ωα) de [3].

Dans la dernière section, nous appliquerons ces résultats aux espaces de
fonctions Cp(X) et C∗p(X).

Rappelons qu’un fermé A d’un espace localement convexe E est appelé
un Z-ensemble dans E si, pour tout compact K, toute fonction continue de
K dans E peut être arbitrairement approximée par des fonctions continues
de K dans E\A. Il est connu que tout compact d’un espace localement
convexe est un Z-ensemble (c’est un cas particulier du corollaire 1.8 de
[3]). Un Z-plongement de X dans E est un plongement dont l’image est un
Z-ensemble.

Soient E un espace localement convexe, F un sous-espace de E et (K,C)
un couple d’espaces (i.e. C ⊂ K). L’espace E (resp. le couple (E,F )) est
dit fortement K-universel (resp. fortement (K,C)-universel) si, pour tout
fermé D de K, toute fonction continue f de K dans E telle que f |D soit un
Z-plongement (vérifiant (f |D)−1(F ) = D ∩C) et tout recouvrement ouvert
U de E, il existe un Z-plongement g de K dans E prolongeant f |D (et tel
que g−1(F ) = C) qui est U-proche de f (i.e., pour tout x ∈ K, {f(x), g(x)}
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est contenu dans un élément de U). Si C est une classe d’espaces, E est dit
fortement C-universel s’il est fortement C-universel pour tout C ∈ C.

2. L’universalité forte pour les fermés précompacts. Premières
applications. T. Dobrowolski a prouvé dans [8] que tout espace locale-
ment convexe est fortement universel pour la classe de ses sous-ensembles
compacts. Le théorème suivant généralise ce résultat.

2.1. Théorème. Soit E un espace métrique linéaire séparable localement
convexe de dimension infinie. Alors

(1) E est fortement Ftb(E)-universel ,
(2) si E est un Zσ, il est fortement σ-Ftb(E)-universel.

D é m o n s t r a t i o n. (2) résulte de (1) et de la proposition 2.3 de [3];
(1) découle des deux lemmes suivants, dont le premier est un cas particulier
d’un résultat de [1].

2.2. Lemme. Soient Ẽ un espace localement convexe et E un sous-
espace vectoriel partout dense de Ẽ. Pour tout couple d’espaces (K,C), la
(K,C)-universalité forte de (Ẽ, E) entrâıne la C-universalité forte de E.

2.3. Lemme. Soient Ẽ un espace localement convexe et E un sous-espace
vectoriel partout dense de Ẽ. Pour tout compact A de Ẽ, le couple (Ẽ, E)
est fortement (A,A ∩ E)-universel.

D é m o n s t r a t i o n. Fixons une distance invariante d sur Ẽ. Soient A
un compact de Ẽ, B un fermé de A et g : A→ Ẽ une fonction continue telle
que g|B soit un Z-plongement vérifiant (g|B)−1(E) = B ∩ E. Etant donné
ε > 0, il nous faut trouver un Z-plongement h : A→ Ẽ tel que h|B = g|B,
h−1(E) = A ∩ E et d(g, h) = sup{d(g(a), h(a)) : a ∈ A} < ε.

Quitte à remplacer A par un translaté A+x0 avec x0 ∈ E, nous pouvons
supposer que A∩ g(A) = ∅. Soit H(Ẽ|E) l’ensemble des homéomorphismes
h de Ẽ sur lui-même tels que h(E′) = E′ pour tout sous-espace vectoriel E′

vérifiant E ⊂ E′ ⊂ Ẽ.
Nous suivons la démonstration du lemme 4.3 de [8]. Ecrivons A\B =⋃∞

n=0An, où A0 ⊂ A1 ⊂ . . . sont des compacts. Nous construirons une suite
{hn}∞n=0 d’éléments de H(Ẽ|E) vérifiant, pour n ≥ 0,

(1) d(g, h0|A) < ε/8,
(2) d(hn, hn+1) < 2−(n+2)ε,
(3) hn|g(A) = id,
(4) hn+1|An = hn|An,
(5) d(hn|B, g|B) < 2−(n+3)ε.
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Pour obtenir h0 vérifiant (1) et (3), il suffit d’utiliser la proposition 2.6
de [8] avec K = A, L = g(A), f = g et ε/8. Si hn est déjà construit,
la proposition 2.6 de [8], appliquée à K = hn(B), L = hn(An) ∪ g(A) et
f = g ◦ h−1

n |K, nous fournit h′ ∈ H(Ẽ|E) tel que d(f, h′|K) < 2−(n+4)ε,
d(h′, id) < d(f, id) + 2−(n+4)ε et h′|L = id. Alors, hn+1 = h′ ◦ hn vérifie
(2)–(5) (pour (2), noter que d(f, id) = d(g|B, hn|B)).

Soit h(a) = limn→∞ hn(a). Les conditions (1)–(5) impliquent que h est
un plongement de A dans Ẽ tel que h|B = g|B et d(g, h) < ε. Puisque les
hn appartiennent à H(Ẽ|E), nous avons h−1(E) ∩ (A\B) = E ∩ (A\B),
d’où h−1(E) = A ∩ E. Comme tout compact d’un espace localement
convexe de dimension infinie est un Z-ensemble, h est un Z-plonge-
ment.

2.4. R e m a r q u e. Le plongement h construit dans la démonstration
précédente vérifie h−1(E′)\B = E′ ∩ (A\B) pour tout sous-espace vectoriel
E′ tel que E ⊂ E′ ⊂ Ẽ. Cela permet d’étendre le théorème 2.1 à des
“systèmes” plus généraux.

2.5. Corollaire. Soient E1, E2 deux espaces localement convexes qui
sont des Zσ. Si E1 ∈ σ-Ftb(E2) et E2 ∈ σ-Ftb(E1), alors E1 et E2 sont
homéomorphes.

D é m o n s t r a t i o n. Si E1 ∈ σ-Ftb(E2), alors Ftb(E1) ⊂ F0(E1) ⊂ σ-
Ftb(E2), donc nous avons σ-Ftb(E1) = σ-Ftb(E2). D’après le théorème 2.1
et la proposition 2.3 de [3], E1 et E2 sont fortement σ-Ftb(E1)-universels,
et le corollaire résulte du théorème 1.1.

2.6. R e m a r q u e. La condition suffisante d’homéomorphie du corollaire
2.5 n’est pas nécessaire. En effet, plongeons le cube de Hilbert Q = [0, 1]ω

comme sous-ensemble linéairement indépendant dans l’espace de Hilbert l2,
et soient E(Q) et E(s) les sous-espaces vectoriels de l2 engendrés par Q
et s = ]0, 1[ω respectivement. Il résulte de [5] et [10] que E1 = E(s) est
homéomorphe à E2 = E(Q) × l2, mais E1 6∈ σ-Ftb(E2) car tout fermé
totalement borné de E2 est σ-compact et E1 n’est pas σ-compact.

Nous dirons qu’un espace localement convexe est σ-précompact s’il est
réunion dénombrable de sous-ensembles totalement bornés. Remarquons
qu’un fermé totalement borné X d’un espace localement convexe E est un
Z-ensemble (cela résulte des deux faits suivants : 1) la fermeture A de X
dans le complété Ẽ de E est compacte, donc est un Z-ensemble dans Ẽ, et 2)
toute function continue d’un compact K dans Ẽ\A peut être approximée
uniformément par des fonctions continues de K dans E\A). Le corollaire
suivant est donc un cas particulier du corollaire 2.5.
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2.7. Corollaire. Deux espaces localement convexes σ-précompacts
sont homéomorphes si , et seulement si , chacun est homéomorphe à un fermé
de l’autre.

C. Bessaga et T. Dobrowolski ont prouvé dans [2] que tout espace lo-
calement convexe σ-compact est homéomorphe à un espace préhilbertien.
Le corollaire précédent permet d’étendre leur argument aux espaces σ-pré-
compacts. Notons que W. Marciszewski a récemment construit un exemple
d’espace normé qui n’est pas homéomorphe à un espace préhilbertien [12].

2.8. Corollaire. Tout espace localement convexe σ-précompact est
homéomorphe à un espace préhilbertien.

D é m o n s t r a t i o n. Nous suivons l’argument de [2]. Soient E un espace
localement convexe σ-précompact et Ẽ son complété. E est contenu dans
un ensemble σ-compact A =

⋃∞
n=1An ⊂ Ẽ où A1 ⊂ A2 ⊂ . . . sont des com-

pacts. Soit (fn)∞n=1 une suite de formes linéaires continues sur Ẽ séparant les
points de A et choisies de façon que sup{|fn(a)| : a ∈ An} ≤ 1/n pour tout
n. Définissons une fonction T : A→ l2 par T (a) = (fn(a))∞n=1. Alors, T (E)
est un sous-espace vectoriel de l2. Puisque An est compact, T |An est un
plongement, donc An∩E et T (An∩E) = T (An)∩T (E) sont homéomorphes
et sont des fermés totalement bornés de E et T (E) respectivement, ce qui
entrâıne que E ∈ σ-Ftb(T (E)) et T (E) ∈ σ-Ftb(E). D’après le corollaire
2.7, E et T (E) sont homéomorphes.

Considérons les conditions suivantes, relatives à une classe topologique
C d’espaces :

(A) C ∈ C entrâıne C × 2ω ∈ C (2ω est l’ensemble de Cantor);
(B) Soient K un compact et A, C des sous-ensembles de K. Si K et C

appartiennent à C et si A est σ-compact, alors A ∪ C ∈ C;
(C) Pour tout C ∈ C, il existe un compact K ∈ C qui contient C.

Le lemme suivant est un cas particulier de résultats obtenus récemment
par les auteurs [1].

2.9. Lemme. Soient E un espace localement convexe, Ẽ son complété et
C une classe d’espaces vérifiant (A) et (B). Si E contient un sous-ensemble
C-universel de type Gδ, alors, pour tout couple (K,C) où K est compact
et K, C appartiennent à C, il y a un plongement f de K dans Ẽ tel que
f−1(E) = C.

Le corollaire suivant résulte du lemme 2.9 et du théorème 2.1.

2.10. Corollaire. Soient E un espace localement convexe et C une
classe vérifiant (A)–(C). Si E contient un Gδ C-universel , alors E est forte-
ment C-universel.
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Parmi les classes C vérifiant (A)–(C) figurent toutes les classes boré-
liennes Aα (α ≥ 1) et Mα (α ≥ 2), donc ce corollaire contient la réponse
affirmative à la question 6.5 de [11].

3. Applications aux espaces de fonctions. Dans cette section, X est
un espace régulier dénombrable non discret. Nous notons Cp(X) l’espace des
fonctions réelles continues sur X avec la topologie de la convergence simple,
et C∗p(X) le sous-espace de Cp(X) formé des fonctions bornées. Pour un
filtre F sur N (qui sera toujours supposé contenir les complémentaires des
ensembles finis), soit NF l’espace qui est la réunion de l’ensemble discret
N et d’un point ∞ 6∈ N dont les voisinages sont les ensembles A ∪ {∞}
avec A ∈ F . If est connu que Cp(NF ) (resp. C∗p(NF )) est topologiquement
isomorphe à son sous-espace cF (resp. c∗F ) formé des fonctions s’annulant
en ∞.

Les résultats de cette section sont basés sur la remarque suivante.

3.1. Lemme. Pour tout espace régulier dénombrable,

F0(Cp(X)) ⊂ F0(C∗p(X)) ⊂ σ-F0(Cp(X)).

Avant de prouver ce lemme, donnons-en quelques conséquences intéres-
santes. Il est prouvé dans [6] que Cp(X) est fortement F0(Cp(X))-universel.
Puisque C∗p(X) est contenu dans le sous-ensemble de RX formé des fonctions
bornées, il est σ-précompact, donc le théorème 2.1 entrâıne que C∗p(X) est
fortement F0(C∗p(X))-universel. Le théorème 1.1 entrâıne alors immédiate-
ment le suivant

3.2. Théorème. Les espaces Cp(X) et C∗p(X) sont homéomorphes si ,
et seulement si , Cp(X) est un Zσ.

D’après le corollaire 3.6 de [9], Cp(X) est un Zσ s’il est analytique, d’où

3.3. Corollaire. Si Cp(X) est analytique, il est homéomorphe
à C∗p(X).

D’autre part, la remarque 4.13 de [6] peut se reformuler comme suit :

3.4. Corollaire. Pour un filtre F sur N, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) cF est homéomorphe à c∗F ,
(2) cF est de première catégorie,
(3) F est un sous-ensemble de première catégorie de {0, 1}N.

Soit σ le sous-espace de Rω formé des suites n’ayant qu’un nombre fini
de termes non nuls. L’espace Cp(X)×σ est réunion dénombrable de fermés
de la forme Cp(X) × [0, 1]n. Comme Cp(X) est toujours homéomorphe à
Cp(X) × R (et même à Cp(X) × Rω si X n’est pas compact, voir [6]), les
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ensembles Cp(X) × [0, 1]n appartiennent à F0(Cp(X)), donc Cp(X) × σ ∈
σ-F0(Cp(X)). Puisque σ est un Zσ, il en est de même de Cp(X)×σ. Puisque
Cp(X) est fortement F0(Cp(X))-universel, il en est de même de Cp(X)× σ
d’après la proposition 2.6 de [3]. Le lemme 3.1 et le théorème 1.1 nous
permettent maintenant d’affirmer

3.5. Théorème. Les espaces C∗p(X) et Cp(X)×σ sont homéomorphes.

3.6. Corollaire. Soient X, Y des espaces réguliers dénombrables. Si
les espaces Cp(X) et Cp(Y ) sont homéomorphes, alors les espaces C∗p(X)
et C∗p(Y ) sont homéomorphes.

D é m o n s t r a t i o n. Si X est discret, alors Cp(X) = RX est complet.
Si Cp(Y ) est homéomorphe à Cp(X), Y doit aussi être discret d’après [7],
et les espaces X et Y sont homéomorphes. Si X et Y ne sont pas discrets,
la conclusion résulte de 3.5.

Il serait intéressant de savoir si ce corollaire se généralise aux espaces
indénombrables.

D é m o n s t r a t i o n d u l e m m e 3.1. Soit Σ le sous-ensemble de Rω

formé des suites bornées. Pour n ≥ 1, soit Qn = {f ∈ RX : |f(x)| ≤ n
pour tout x ∈ X}; Qn est compact et

⋃∞
n=1Qn contient C∗p(X). Comme

Qn ∩ Cp(X) = Qn ∩ C∗p(X), la deuxième inclusion est évidente.
Si A est un fermé deX, nous noterons Cp(X,A) (resp. C∗p(X,A)) le sous-

ensemble de Cp(X) (resp. C∗p(X)) formé des fonctions s’annulant sur A.
Pour prouver la première inclusion, nous pouvons supposer X non compact.
Alors (voir la démonstration du lemme 4.2 de [6]), X contient un fermé
discret A qui en est un rétracte, et nous avons la suite d’homéomorphismes
(linéaires)

C∗p(X) ∼= C∗p(X,A)× C∗p(A) ∼= C∗p(X,A)× Σ
∼= C∗p(X,A)× Σ× Σ ∼= C∗p(X)× Σ.

Cela entrâıne que, notant R = R∪{±∞}, la première inclusion est vraie
s’il existe une fonction continue ϕ : RX → RX telle que ϕ−1(C∗p(X)) =
Cp(X) (car alors, si i : RX → Σ est un plongement, ϕ × i|Cp(X) est un
plongement fermé de Cp(X) dans C∗p(X) × Σ). Nous distinguerons trois
cas :

1er c a s : X a un seul point d’accumulation. Alors, pour un certain filtre
F sur N, le couple (Cp(X), C∗p(X)) est homéomorphe à (cF , c∗F ). Définissons
ϕ0 : Rω → [0, 1]ω par ϕ0({xn}) = {|xn|/(1+ |xn|)}. Alors ϕ0 est continue et
vérifie ϕ−1

0 (cF )∩RN = cF . Soit J un arc dans [0, 1]ω dont une extrémité est
un point a de [0, 1]ω\cF et tel que J\{a} ⊂ c∗F . Ecrivons Rω\Rω =

⋃∞
n=1Kn,

où chaque Kn est compact, et prenons, pour tout n ≥ 1, une fonction con-
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tinue ϕn de Rω dans J telle que ϕ−1
n (a) = Kn. Alors ϕ =

∑∞
n=0 2−(n+1)ϕn

est une fonction continue de Rω dans [0, 1]ω, donc ϕ−1(cF ) = ϕ−1(c∗F ), et
ϕ(z) appartient à cF si, et seulement si, ϕn(z) appartient à cF pour tout
n ≥ 0, d’où ϕ−1(c∗F ) = ϕ−1(cF ) = Rω ∩ ϕ−1

0 (cF ) = cF .

2ème c a s : L’ensemble Xd des points d’accumulation de X est com-
pact. Etant compact et dénombrable, Xd est métrisable; comme X est de
dimension zéro, Xd est alors un rétracte de X, et nous avons

Cp(X) ∼= Cp(X,Xd)× Cp(Xd), C∗p(X) ∼= C∗p(X,Xd)× C∗p(Xd)

avec Cp(Xd) = C∗p(Xd). Il suffit donc de montrer que Cp(X,Xd) ∈
F0(C∗p(X,Xd)). Mais

Cp(X,Xd) ∼= Cp(X/Xd, {Xd}), C∗p(X,Xd) ∼= C∗p(X/Xd, {Xd})

et comme le quotientX/Xd n’a qu’un seul point d’accumulation, cela résulte
du premier cas.

3ème c a s : Xd n’est pas compact. Il existe alors un sous-ensemble {xn :
n ∈ N} infini fermé discret dans Xd. Comme Xd est fermé, ce sous-ensemble
est fermé dans X et nous pouvons trouver des sous-ensembles fermés-ouverts
deux à deux disjoints {Vn}∞n=1 tels que X =

⋃∞
n=1 Vn et que xn ∈ Vn pour

tout n ≥ 1.

Affirmation. Pour tout n ≥ 1, il existe une fonction continue αn :
[0,∞] → RVn vérifiant

(1) 0 ≤ αn(t)(x) ≤ 3 pour tout x ∈ Vn et tout t ∈ [0,∞],
(2) α−1

n (Cp(Vn)) = [0,∞[,
(3) l’oscillation de αn(∞) en xn est égale à 3.

En effet, comme Vn est ouvert et fermé et contient xn ∈ Xd, il est infini et
dénombrable, donc nous pouvons trouver une suite {Wm

n }∞m=1 d’ensembles
ouverts et fermés vérifiant W 1

n = Vn, Wm
n ⊃ Wm+1

n et
⋂∞

m=1W
m
n = {xn}.

Alors, la fonction αn definie comme suit : αn(t)(xn) = 0 pour tout t ∈ [0,∞]
et, pour x ∈Wm

n \Wm+1
n , m ≥ 1,

αn(t)(x) =

{ 0 si t ≤ m,
3s si t = m+ s, 0 ≤ s ≤ 1,
3 si t ≥ m+ 1,

vérifie (1)–(3).
Ecrivons RX\RX =

⋃∞
n=1Kn, où les Kn sont compacts, et définissons

ψ : RX → RX par ψ(z)|Vn = αn(d(z,Kn)−1) (où d est une distance sur
RX). La fonction ϕ0 : RX → Q1 définie par ϕ0(f)(x) = f(x)/(1 + |f(x)|)
est continue et vérifie

(4) ϕ−1
0 (C∗p(X)) ∩ RX = Cp(X).
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Soit ϕ = ϕ0 + ψ. Comme ‖ϕ0‖ ≤ 1 et ‖ψ‖ ≤ 3, ϕ−1(Cp(X)) =
ϕ−1(C∗p(X)). Si z ∈ RX\RX , il y a un n tel que z ∈ Kn. Comme ‖ϕ0‖ ≤ 1,
(3) garantit que l’oscillation de ϕ en xn est ≥ 1, donc ϕ(z) 6∈ Cp(X). Si
z ∈ RX , il résulte de (2) et du fait que les Vn forment un recouvrement
ouvert de X que ψ(z) est continue sur X. Alors, ϕ(z) est continue si, et
seulement si, ϕ0(z) l’est, donc (4) entrâıne que ϕ−1(C∗p(X)) = Cp(X).
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