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Préimages d’espaces héréditairement de Baire
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Ahmed B o u z i a d (Rouen)

Abstract. The main result is slightly more general than the following statement: Let
f : X → Y be a quasi-perfect mapping, where X is a regular space and Y a Hausdorff
totally non-meagre space; if X or Y is χ-scattered, or if Y is a Lasnev space, then X
is totally non-meagre. In particular, the product of a compact space X and a Hausdorff
regular totally non-meagre space Y which is χ-scattered or a Lasnev space, is totally
non-meagre.

1. Introduction. Un espace topologique séparé est dit héréditairement
de Baire (ou totalement non maigre) si tous ses sous-espaces fermés sont des
espaces de Baire. Il est facile de voir, en se ramenant au cas d’une application
irréductible, que la propriété pour un espace d’être héréditairement de Baire
est stable par l’image directe d’une application propre. Il est néanmoins non
connu si cette même propriété est stable par les images inverses des applica-
tions propres. Le problème suivant, posé en 1973 par Aarts et Lutzer dans
[AL], est semble-t-il encore ouvert : Soit X un espace compact et Y un espace
héréditairement de Baire; l’espace produit X × Y est-t-il héréditairement
de Baire? Dans le cas particulier où X et Y sont métrisables, il résulte
d’un théorème classique de Hurewicz [H] (i.e. un espace métrisable est
héréditairement de Baire s’il ne contient pas de copie fermée des rationnels)
que la réponse à ce problème est positive; voir aussi [D, Corollaire 4.2]. Sig-
nalons également qu’il est donné dans [AL] un exemple d’espace métrisable
héréditairement de Baire X tel que le produit X×X ne soit pas héréditaire-
ment de Baire.

Soit A la classe des espaces Y tels que, pour tout compact X, l’espace
produit X × Y est héréditairement de Baire. On vérifie aisément que A est
une classe propre dans le cadre des espaces complètement réguliers. En effet,
soit X et Y deux espaces complètement réguliers et soit f : X → Y une ap-
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plication propre surjective. Si X est dans A alors le fait que, pour tout com-
pact Z, l’application (x, z) ∈ X×Z → (f(x), z) ∈ Y ×Z est propre implique
que Y est dans A. Inversement, le fait que l’espace X soit homéomorphe (par
l’application x→ (x, f(x)), voir [E]) à un sous-espace fermé de βX × Y , où
βX désigne le compactifié de Čech–Stone de X, implique que X est dans
A dès que Y est dans A. L’objet de cette note est de donner une réponse
partielle au problème de Aarts et Lutzer en montrant que A contient tous
les espaces réguliers héréditairement de Baire qui sont χ-dispersés ou es-
paces de Lasnev. Ce résultat est obtenu comme conséquence du Théorème
2.1 qui porte sur la question, considérée au début de l’introduction, relative
à l’invariance de la propriété d’être héréditairement de Baire par les images
inverses des applications quasi-propres.

2. Les principaux résultats. Rappelons qu’une application continue
f : X → Y est dite propre (respectivement quasi-propre) si f est fermée
et si pour tout y ∈ Y , le sous-espace f−1(y) de X est compact (respec-
tivement dénombrablement compact). Un point x ∈ X est dit de caractère
dénombrable dans une partie A de X si x ∈ A et si x admet une base
dénombrable de voisinages dans le sous-espace A de X. L’espace X est dit
χ-dispersé si tout sous-espace fermé non vide F de X admet au moins un
point de caractère dénombrable dans F . Un espace est dit de Lasnev s’il
est l’image par une application continue fermée d’un espace métrisable. Le
principal résultat de cette note est le suivant.

2.1. Théorème. Soit f : X → Y une application quasi-propre, où X
est un espace régulier et Y est un espace séparé héréditairement de Baire.
Si l’un des espaces X ou Y est χ-dispersé, ou encore si Y est un espace de
Lasnev , alors l’espace X est héréditairement de Baire.

La démonstration de ce théorème est présentée dans la section 3. Le
résultat suivant est établi dans [D, Corollaire 4.2] dans le cas particulier où
X et Y sont métrisables.

2.2. Corollaire. Soit X un espace Čech-complet et Y un espace séparé,
régulier et héréditairement de Baire qui est soit χ-dispersé soit de Lasnev.
Alors l’espace produit X × Y est héréditairement de Baire.

D é m o n s t r a t i o n. L’espace X×Y est un Gδ de l’espace produit βX×
Y et ce dernier espace est héréditairemnet de Baire d’après le Théorème 2.1.
D’autre part, il est connu que tout Gδ d’un espace héréditairement de Baire
est héréditairement de Baire; voir [D, Proposition 1.2].

Il résulte du Corollaire 2.2 que la classe A (définie dans l’introduction)
contient tous les espaces réguliers χ-dispersés et tous les espaces de Lasnev.
Le fait que A soit une classe propre dans le cadre des espaces complètement
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réguliers permet d’étendre l’énoncé du Corollaire 2.2 à d’autres espaces Y ;
par exemple à tout p-espace paracompact héréditairement de Baire. En effet,
un tel espace Y est un l’image inverse par une application propre d’un espace
métrisable Z (voir [G]) que l’on peut supposer héréditairement de Baire.

Un espace Y est dit séquentiel si pour tout A ⊂ X tel que A \A 6= ∅, il
existe une suite convergente (xn)n∈N ⊂ A telle que limxn 6∈ A. Rappelons
que tout espace de Lasnev est Fréchet donc séquentiel.

2.3. Corollaire. Soit X un espace régulier dénombrablement compact
et Y un espace séparé, régulier et héréditairement de Baire. Si Y est χ-
dispersé séquentiel ou espace de Lasnev , alors l’espace produit X × Y est
héréditairement de Baire.

D é m o n s t r a t i o n. L’espace Y étant séquentiel dans chacun des cas, il
résulte de [E, Theorem 3.10.7], puisque X est dénombrablement compact,
que la projection π : X×Y → Y est fermée; comme X est dénombrablement
compact, l’application π est quasi-propre. Le Théorème 2.1 permet donc de
conclure.

3. Démonstration du Théorème 2.1. Dans le but de donner au
Théorème 2.1 une seule démonstration dans les trois cas X χ-dispersé, Y
χ-dispersé ou Y de Lasnev, nous allons montrer un résultat un peu plus
général (Proposition 3.1), avec des hypothèses vérifiées dans tous ces cas.

Dans la suite, un espace X sera dit pseudo-compact si toute suite décrois-
sante (Wn)n∈N d’ouverts non vides de X est telle que

⋂
n∈NWn 6= ∅. Tout

espace régulier dénombrablement compact est pseudo-compact, et tout es-
pace régulier pseudo-compact est de Baire. Si X est complètement régulier,
alors X est pseudo-compact si et seulement si X est pseudo-compact au sens
usuel (voir [E, Theorem 3.10.23]). Le lemme élémentaire suivant nous sera
utile dans la preuve de la Proposition 3.1.

Lemme. Soit X un espace topologique et soit (Un)n∈N une suite d’ouverts
denses dans X. S’il existe un sous-espace Y de X de Baire et Ω ⊂ X un
ouvert non vide tels que Ω ∩ U0 ⊂ Y , alors

⋂
n∈NΩ ∩ Un 6= ∅.

D é m o n s t r a t i o n. Le sous-espace Ω ∩ U0 de Y est un ouvert de Y ,
donc il est de Baire. La suite (Ω ∩ Un)n∈N est une suite d’ouverts denses
dans Ω ∩ U0, donc

⋂
n∈NΩ ∩ Un 6= ∅.

Soit X un espace topologique. On dit qu’une suite décroissante (An)n∈N
de parties de X converge vers x ∈ X si, pour tout voisinage V de x dans
X, il existe n ∈ N tel que An ⊂ V . Une application f : X → Y sera dite
à fibres pseudo-compactes si, pour tout y ∈ Y , le sous-espace f−1(y) de X
(éventuellement vide) est pseudo-compact.
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3.1. Proposition. Soit f : X → Y une application à fibres pseudo-
compactes, où X est un espace régulier et Y est un espace séparé. Sup-
posons que pour tout ouvert non vide U de X il existe un triplet (x, V,
(Bn(f(x)))n∈N)), où V est un ouvert de X tel que V ⊂ U et x ∈ V , vérifiant
les conditions suivantes :

(i) f(V ) est un fermé de Y ,
(ii) (Bn(f(x)))n∈N est une suite décroissante de parties non vides de

f(V ) qui converge vers f(x) et telle que, pour tout n ∈ N, l’ensemble
f−1(Bn(f(x))) ∩ V est d’intérieur non vide dans V .

Alors, si tout sous-espace fermé dénombrable de Y est de Baire, l’espace
X est aussi de Baire.

D é m o n s t r a t i o n. Supposons que X ne soit pas un espace de Baire.
Soit alors (Un)n∈N une suite décroissante d’ouverts denses de X et O un
ouvert non vide de X tels que

⋂
n∈NO ∩ Un = ∅. Notons Σ l’ensemble des

suites finies d’éléments de N. Nous allons construire une famille (xσ, Vσ,
(Bn(f(xσ)))n∈N)σ∈Σ , où Vσ ⊂ Vσ ⊂ O est un ouvert de X, telle que
les conditions (i) et (ii) de la proposition soient vérifiées par le triplet
(xσ, Vσ, (Bn(f(xσ)))n∈N); de plus, cette famille est telle que l’on ait pour
tout n ∈ N et pour tout σ ∈ Σ la propriété (∗) suivante :

(∗) xσ·n ∈ Vσ·n ⊂ Vσ ∩ Un ∩ f−1(Bn(f(xσ))) \ f−1(f(xσ)),

où σ · n désigne la concaténation de σ et de n.
Soit V∅ un ouvert tel que V∅ ⊂ O, x∅ ∈ V∅ et (Bn(f(x∅)))n∈N une suite

décroissante de parties non vides de f(V∅), tels que les conditions (i) et (ii)
soient vérifiées par le triplet (x∅, V∅, (Bn(f(x∅)))n∈N). Soit σ ∈ Σ et k ∈ N
et supposons que xσ, Vσ et (Bn(f(xσ)))n∈N vérifiant les conditions (i), (ii)
et (∗) soient construits. Désignons par Ω l’intérieur de Vσ ∩f−1(Bk(f(xσ)))
dans X. Le sous-espace f−1(f(xσ)) de l’espace régulier X étant pseudo-
compact donc de Baire, il résulte du Lemme ci-dessus que l’ouvert non
vide Ω ∩ Uk de X n’est pas inclus dans l’espace de Baire f−1(f(xσ)).
On peut donc, en utilisant les hypothèses de la proposition appliquées à
l’ouvert U = Ω ∩ Uk \ f−1(f(xσ)), trouver Vσ·k, xσ·k ∈ Vσ·k ⊂ U et
Bn(f(xσ·k))n∈N tels que les conditions (i) et (ii) soient satisfaites par le
triplet (xσ·k, Vσ·k, (Bn(f(xσ·k)))n∈N); la condition (∗) est alors vérifiée par
σ · k.

Soit B = {f(xσ) : σ ∈ Σ}. Montrons que B est un fermé de Y sans
point isolé, ce qui achèvera la démonstration. Soit σ ∈ Σ et soit U un
ouvert de Y contenant f(xσ); comme la suite (Bn(f(xσ)))n∈N converge vers
f(xσ), il existe n ∈ N tel que Bn(f(xσ)) ⊂ f(Vσ)∩U , donc, d’après (∗), on a
f(xσ·n) ∈ U∩B\{f(xσ)}. Par conséquent, B est sans point isolé. Soit y ∈ B
et supposons que y 6∈ B. Soit F un ultrafiltre non principal sur Σ tel que
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limF f(xσ) = y. Il existe p0 ∈ N tel que l’ensemble A0 = {σ ∈ Σ : σ(0) = p0}
soit dans F . En effet, dans le cas contraire, comme F est un ultrafiltre sur
Σ on aurait

⋃
p>n{σ ∈ Σ : σ(0) = p} ∈ F pour tout n ∈ N; comme d’après

(∗) on a f(xσ) ∈ f(V∅) ∩ Bp(f(x∅)) pour tout σ tel que σ(0) = p, ceci
impliquerait que y = limF f(xσ) = f(x∅) ∈ B. (Rappelons que Y est séparé
et que (Bn(f(x∅)))n∈N converge vers f(x∅).) De même, puisque y 6= f(x(p0))
et puisque f(xσ) ∈ Bp(f(x(p0)))∩f(V(p0)) pour tout σ ∈ A0 tel que σ(1) = p,
il existe p1 ∈ N tel que l’ensemble A1 = {σ ∈ A0 : σn(1) = p1} soit dans
F . En poursuivant ce processus, on construit par récurrence sur k ∈ N une
suite décroissante (Ak)k∈N ⊂ F et une suite (pk)k∈N ⊂ N telles que l’on ait
σ(k) = pk pour tout σ ∈ Ak.

Pour tout n ∈ N posons σn = (p0, . . . , pn). Pour tout n ∈ N on a
Vσn ∩f−1(y) 6= ∅; en effet, dans le cas contraire, comme f(Vσn) est un fermé
de Y , il existerait un élément σ de Am avec m > n tel que f(xσ) 6∈ f(Vσn), ce
qui est absurde car xσ ∈ Vσn . Il résulte alors de (∗) et de la pseudo-compacité
de f−1(y) que ∅ 6= ⋂

n∈N Vσn ⊂
⋂
n∈NO ∩ Un, ce qui est impossible. Par

conséquent, y ∈ B.

3.2. P r e u v e d u T h é o r è m e 2.1. Pour voir que le Théorème 2.1
découle de la Proposition 3.1, considérons dans un premier temps une ap-
plication continue surjective f : X → Y (où X et Y sont deux espaces quel-
conques) et soit x ∈ X tel que l’un des points x ou f(x) soit limite d’une
suite décroissante d’ouverts non vides. Soit z ∈ {x, f(x)} et soit (Vn)n∈N
une suite décroissante d’ouverts non vides de X ou de Y , suivant que z = x
ou z = f(x), qui converge vers z. Posons An = f(Vn) si z = x et An = Vn
sinon. Dans tous les cas la suite (An)n∈N converge vers f(x) et, pour tout
n ∈ N, l’intérieur de f−1(An) dans X est non vide.

Maintenant, soit f : X → Y une application comme dans le Théorème
2.1. Supposons que l’un des espaces X ou Y soit χ-dispersé. Soit F ⊂ X un
fermé. Il découle de ce qui précède que la restriction de l’application f à F
vérifie toutes les hypothèses de la Proposition 3.1, d’où le résultat dans ce
cas.

Dans le cas où Y est un espace de Lasnev, le fait que les hypothèses de la
Proposition 3.1 soient satisfaites découle de l’observation ci-dessus, du fait
que tout sous-espace (fermé) d’un espace de Lasnev est un espace de Lasnev
et du lemme suivant.

3.3. Lemme. Dans un espace de Lasnev tout point est limite d’une suite
décroissante d’ouverts non vides.

D é m o n s t r a t i o n. Soit f : Z → Y une application surjective continue
et fermée, où Z est un espace métrique. Supposons que f soit faiblement ou-
verte, c’est-à-dire, l’image par f de tout ouvert non vide de Z est d’intérieur
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non vide dans Y . Soit y ∈ Y et fixons x ∈ Z tel que f(x) = y, ainsi qu’une
suite décroissante (Un)n∈N d’ouverts non vides de Z formant une base de
voisinages de x dans Z. Il est clair que dans ce cas la suite des intérieurs des
f(Un), n ∈ N, converge vers y.

Pour le cas général, fixons d’après [G, Lemma 5.4] un fermé F de Z tel
que la restriction g de f à F soit surjective et irréductible. Pour conclure,
il suffit de montrer que l’application g : F → Y est faiblement ouverte. Soit
U un ouvert non vide de F ; comme g est irréductible, il existe y ∈ Y tel
que g−1(y) ⊂ U , et comme g est fermée il existe un voisinage ouvert O de y
dans Y tel que g−1(O) ⊂ U , donc O ⊂ g(U). Par conséquent, l’application
g est faiblement ouverte.

3.4. R e m a r q u e s. 1) Notons que l’on obtient également comme con-
séquence de la Proposition 3.1 l’énoncé suivant: Un espace séparé régulier,
χ-dispersé ou de Lasnev, est héréditairement de Baire si et seulement si tous
ses sous-espaces fermés dénombrables sont des espaces de Baire.

2) La classe C des espaces dans lesquels tout point est limite d’une suite
décroissante d’ouverts non vides semble jouer un rôle important dans le
problème considéré dans cette note. On peut montrer, en utilisant des ar-
guments standards, qu’un espace régulier X est dans C si et seulement si
X est l’image d’un espace métrisable par une application continue faible-
ment ouverte. Comme le montre la démonstration du Lemme 3.3, la classe
C contient en plus des espaces de Lasnev tout espace qui est image d’un
espace métrisable par une application irréductible héréditairement quotient.
Par contre, les espaces de Fréchet ne sont pas tous dans C (rappelons que les
espaces de Fréchet se caractérisent comme étant les images héréditairement
quotient d’espaces métrisables, voir [E]).

Pour le voir, considérons un groupe topologique de Fréchet G non mé-
trisable et supposons que G soit dans C. Soit (Un)n∈N une suite décroissante
d’ouverts non vides de G qui converge vers l’élément neutre e de G. Pour
tout n ∈ N soit gn ∈ Un; la suite (gn)n∈N converge vers e, il en résulte que la
suite (Ung−1

n )n∈N, qui converge encore vers e, est une base de voisinages de e
dans G; donc, d’après le théorème de Birkhoff–Kakutani, G est métrisable.
(Notons, au passage, qu’il résulte du Lemme 3.3 que tout groupe topologique
de Lasnev est métrisable.)
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