ACTA ARITHMETICA
LXXXIIL4 (1998)

Sur la fermeture de ’ensemble des K-nombres de Pisot
par

Tourik ZAiMI (Riyadh)

1. Introduction. Soient K un corps de nombres et 6 un entier
algébrique de module > 1 et de polyndéme minimal Irr(6, K, z) sur K. Alors
0 est dit K-nombre de Pisot si pour tout plongement o de K dans C le
polynome o Irr(6, K, z) possede une unique racine de module > 1 et aucune
racine de module 1. Ces nombres ont été définis par A. M. Bergé et J.
Martinet [1] et etudiés dans le but de déterminer des polynomes de petite
mesure par M. J. Bertin lorsque K est un corps quadratique réel [2] et par
l'auteur lorsque K est ou bien un corps quadratique imaginaire ou bien un
corps cubique totalement réel [8].

Comme dans [1], on représente un K-nombre de Pisot 6 dans I’algebre
A =TR" xC" ou (ry,rz) désigne la signature du corps K par la suite (6,),
de ses conjugués de module > 1 et on note Sk leur ensemble dans A. La
question suivante a été posée dans [1] :

L’ensemble Sk est-il fermé dans A? Dans le cas ou Sk est fermé quels
sont ses éléments de mesure minimale?

Les théoremes suivants répondent a cette question.

THEOREME 1. L’ensemble Sk est fermé dans A si et seulement si K = Q
ou bien K = Q(v/d) ou d € 7.

Si on note S% 'ensemble des points limites de Sk, Inf Sk (resp. Inf S )
un élément de Sk (resp. de Sk ) ayant la plus petite mesure et 6 1’élément
(05)o de Sk (resp. de S% ) lorsque 6 = 6, pour tout plongement o de K
dans C alors on a le résultat suivant :

THEOREME 2. Soit K un corps quadratique imaginaire ou bien un corps
totalement réel; alors Inf Sy =09 =1.32... ou 96’ —0p—1=0 et InfS), =

(1++5)/2.
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2. Quelques lemmes. Les preuves des théoremes 1 et 2 sont basées
sur les lemmes suivants :

LEMME 0 ([5]). Soit K un corps de nombres réel alors il existe un
Q-nombre de Pisot 6 tel que K = Q(6).

LEMME 1. Soient 6 un élément de Sg et K un corps de nombres. Alors
0 € Sk si et seulement si Irr(0, K, z) = Irr(0,Q, 2).

Preuve. Si Irr(6,K,z) = Irr(0,Q, z) alors pour tout plongement o
de K dans C on a olrr(6,K,z) = Irr(0,Q,2) et § € Sk. Inversement,
comme le polynéme o Irr(6, K, z) admet une seule racine de module > 1
qui est nécessairement 6 on a I'égalité [K : Q] = [K(0) : Q(0)] et par suite
[K(0) : K] =[Q(0) : Q] d’ou le résultat.

LEMME 2. Soit K un corps de nombres.

(i) Si K =Q(Vd) otid € Z~ et § € Sy alors 6 € Sk.
(i) 8i K # Q et K # Q(\d) ou d € Z~, alors il existe un élément
0 e SgetddSk.

Preuve. (i) Si K = Q(\/d) oud € Z~ et § € Sg alors I'entier 6 est réel
et le corps K (0) est non réel. De I’égalité [K : Q] = 2 et de I'inégalité [K(0) :
Q(0)] > 2 on déduit [K(0) : K] = [Q(0) : Q] et Irr(0, K, z) = Irr(0,Q, 2).
Du lemme 1 on déduit 6 € Sk.

(ii) Supposons d’abord qu’ il existe au moins un plongement o de K dans
C tel que le corps oK contienne un nombre réel irrationnel . Le lemme
0 montre alors que le corps Q(«) peut étre engendré par un Q-nombre de
Pisot 6. Soit 0716 le conjugué de # dans K alors le polynome Irr(6, K, 2)
divise le polynoéme (Irr(6,Q, z)/(z — 0~16)) qui est différent du polynome
Irr(0,Q, z). Du lemme 1 on déduit 0 ¢ Sk.

Supposons maintenant que pour tout plongement ¢ de K dans C, le
corps 0 K ne contienne pas de nombres réels irrationnels, alors [K : Q] > 4.
Soit o un entier algébrique tel que K = Q(«) et L le corps réel définit par
L =Q(a+a,aa), alors [L(«) : L] = 2. En effet d’une part a n’est pas réel
donc o ¢ L et d’autre part il est racine du polynome 22 — (o + @)z + aa@ a
coefficients dans L. On en déduit L # Q (car sinon K serait de degré 2 sur
Q) et le lemme 0 montre I'existence d’un Q-nombre de Pisot irrationnel 6 tel
que L = Q(0). Des égalités K(0) = Q(a)(f) = Q(0)(c) = L(a) on déduit
[K(6) : Q(8)] = 2 d'ot [Q(6) : Q] = [K : Q[K(9) : K]/2 > 2(K(0) : K] et
par suite Irr(6, K, z) # Irr(0,Q, z). Du lemme 1 on déduit 0 ¢ Sk.

LEMME 3. Soit 0 un élément de Sg de degré s sur Q. Il existe alors
r > 0 tel que pour N € N* et N > r I’élément 0 de Sy est limite d’une
suite (0 )n, d’éléments de Sg ou le degré de 8, sur Q est égal a n pourn > s.
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Preuve. Si as,as,...,as désignent les conjugués de module < 1 du
Q-nombre de Pisot 6 alors Irr(0V,Q,2) = (2 — V) (z — ad) ... (z — a¥)
pour N € N*. Soient r > 0 tel que

0" >25" 1+ 1 et |oj|" < 1/2

pour 2 < j < s, et m € N. Alors pour [2] = 1 et N > r on a
|z™| - |TIrr(0V, Q, 2)| > 1. Le théoréme de Rouché montre alors que le poly-
nome P, définit par P, (z) = 2™ Irr(0V,Q, z) + 1 de degré n = m + s admet
n — 1 racines de module < 1 et une seule racine 6,, de module > 1. On en
déduit que 0,, est un élément de Sg de degré n sur Q.

Soit fp = 1.32. .. le plus petit Q-nombre de Pisot positif [4]; des inégalités

1 1

10n — 0N (B0 = 1)° 7" < [0 — OV - |00 — 0| .. 10 — o[ = - <
A

on déduit I'inégalité

1
10, — OV | < —
90

W, d’ou lim an = 9N
0 — n

LEMME 4. Soient K un corps de nombres de degré d sur Q et 6 un
entier algébrique de degré n sur Q. Sin et d sont premiers entre euz alors

Irr(6, K, z) =Irr(0,Q, 2).

Preuve. Comme lentier n divise le produit d[K(f) : K] et comme
[K(0) : K] < n, de I'hypotheése on déduit I’égalité [K(0) : K] = n d’ou le
résultat.

LEMME 5 ([4]). Soit o, le plus petit Q-nombre de Pisot positif de degré
n > 3. Alors a,, admet pour polynéme minimal sur Q le polynome P, définit
par Po(z) = 2" — 21— 272422 1. De plus la suite (a,), est strictement
croissante et converge vers le nombre (1 ++/5)/2.

3. Preuve des théorémes

Prewve du théoréme 1. Si K = Q(v/d) ou d < 0 (resp. K = Q) alors
I'ensemble Sk est fermé [3] (resp. [5]). Si K # Q et K # Q(v/d) ot d < 0
alors le lemme 2(ii) montre 'existence d'un élément § € Sg et 6 ¢ Sk.
Comme Q(0V) = Q() et K(6™) C K(6) pour tout N € N* alors 0V € Sg
et OV ¢ Sk. Le lemme 3 montre l'existence d'un entier N tel que 6V soit
limite d’une suite (0,,), d’éléments de Sg ou le degré de 6,, sur Q est n.

En considérant la sous-suite de (6,,),, choisie telle que le degré du corps
K sur Q et ’entier n soient premiers entre eux, on obtient alors d’apres les
lemmes 4 et 1 une suite d’éléments de Sk qui converge vers 8V ¢ Si d’oil
le résultat.
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Prewve du théoréme 2. Soient K = Q(v/d) ot d < 0 et 6 € Sk. Si 6
est non réel alors la mesure de 6 qu’on note M () vérifie M(6) > 1.7 >
(14++/5)/2 [8]. Si 6 est réel alors 6 € Sg et du lemme 2(i) et du lemme 5
on déduit le résultat.

Soient K un corps totalement réel et 6 € Sk tel que 0 & Sg et 0 admet
v > 2 conjugués sur Q de module > 1. Tout conjugué 6, sur Q de mod-
ule > 1 de 0 est repété [K(6) : Q(6)] fois par les plongements de K (6)
dans C on déduit alors I'égalité [K : Q] = v[K () : Q(f)] et par suite
I'inégalité

(1) £:Q

2[K(0) - Q(0)] —

Si Irr(0, K, z) est non réciproque, on a d’aprés [6] I'inégalité :

(K:Q]/
(2) (M (9)) K@) = H 0,] > (1 +2\/5> K:Q 2'

De (1) et (2) on déduit inégalité M(0) > (14 v/5)/2.

Si Irr(0, K, 2) est réciproque alors il en est de méme pour Irr(6%, K, 2) et
Irr(0%, K,2) = 22 +uz + 1 ot u = 02 + 1/6% > 2. Les conjugués de u sur Q
sont parmi les (9(27 + é)g qui sont tous > 2.

Siu € Zalors §2 +1/62 >3, et M(0) > (1 ++/5)/2.

Sinon l'entier u est de degré > 2 sur Q et tous ses conjugués sont > 2.
Comme le discriminant de son polynéme minimal sur Q est > 1 il existe
au moins un conjugué 62 + 1/62 tel que 62 + 1/62 > 3 et par suite on a
M(Q) > max, ’90‘ > (1 + \/g)/2

En choisissant parmi les nombres (v, ), définis par le lemme 5 ceux dont
le degré n est premier au degré du corps K sur Q on obtient le résultat par
les lemmes 4 et 1.

REMARQUES. 1. En considérant la suite (a,),, définie dans le lemme 5
et en appliquant les lemmes 4 et 1 on obtient (1 + 1/5)/2 € S pour tout
corps de nombres K. Ceci prouve que Sk n’est pas fermé si v/5 € K.

2. Soit K un corps de nombres tel que si 23 — 2 —1 = 0 alors = ¢ K.
Le polyndéme Pj; définit dans le lemme 5 est alors irréductible sur K et
ag = 1.32... est un élément de Sk non réciproque ayant la plus petite
mesure [7].

3. Soit K un corps de nombres de degré d. On peut obtenir des K-
nombres de Pisot de petite mesure selon les lemmes 5 et 4. On choisit N
tel que N = min{n > 3, (n,d) = 1}, ensuite on vérifie si les (c;);j<n ne sont
pas des K-nombres de Pisot et on prend ay.
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