
ACTA ARITHMETICA
LXXXIV.1 (1998)
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1. Introduction. Un problème classique de la théorie des nombres est la
recherche de familles paramétrées infinies de corps de nombres algébriques
dont un système fondamental d’unités s’écrit simplement en fonction des
paramètres.

En degré 2, Shanks [10] a donné des familles paramétrées de corps
quadratiques réels Q(α) pour lesquelles l’unité fondamentale ε est parti-
culièrement simple, c’est-à-dire de la forme ε = αβn, alors que la longueur
du développement en fraction continue de α est linéaire en n. Ces familles
ont été généralisées par plusieurs auteurs, dont Halter-Koch [6], Mollin et
Williams [8], [12], qui introduisent de nouveaux paramètres.

En degré 3, C. Levesque et G. Rhin [7] ont étudié le développement par
l’AJP de deux familles infinies de corps de nombres algébriques cubiques
non totalement réels dépendant chacune de deux paramètres. L’une de ces
familles a également été étudiée par A. Farhane [5], [4] qui, le premier, a
montré la fondamentalité de l’unité conjecturée par C. Levesque et G. Rhin
lorsque l’un des paramètres est suffisamment grand. Dans [1] nous avons
étudié leur développement par l’algorithme de Voronöı et obtenu l’unité
fondamentale de ces corps. Nous pouvons considérer ces familles comme des
analogues de celle de Shanks en degré 3.

Dans cet article, nous étudions le corps K = Q(α) où α est la seule racine
réelle du polynôme

f(X) = X3 − rcmX2 − (ct − 1)X − rcm
avec c ≥ 2, m ≥ 1, 1 ≤ t ≤ m et r divise cpgcd(m,t) − 1.

Nous généralisons ainsi les familles précédentes, qui correspondent à r =
t = 1, et obtenons des résultats semblables, à savoir :

• le développement par l’AJP et celui par l’algorithme de Voronöı sont
identiques;
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• la longueur de ces développements tend vers l’infini;
• l’unité fondamentale de l’ordre Z[α] s’écrit simplement en fonction des

paramètres et est du même type que précédemment.

2. Rappels sur l’AJP et sur l’algorithme de Voronöı

2.1. Algorithme de Jacobi–Perron

Définition 2.1. Soit α = (α1, . . . , αn) un vecteur de Rn (n ≥ 1). Le
développement par l’algorithme de Jacobi–Perron [9] (noté AJP) de α est
la donnée :

• d’une suite de vecteurs (a(ν))ν≥0 de Zn appelés quotients incomplets,
notés a(ν) = (a(ν)

1 , . . . , a
(ν)
n );

• d’une suite de vecteurs (α(ν))ν≥0 de Rn appelés quotients complets,
notés α(ν) = (α(ν)

1 , . . . , α
(ν)
n )

définis par :

• α(0) = α;
• pour ν ≥ 0, a(ν)

i = [α(ν)
i ] pour 1 ≤ i ≤ n;

• si α(ν)
1 6= a

(ν)
1 ,

α(ν+1)
n =

1

α
(ν)
1 − a(ν)

1

; α
(ν+1)
i =

α
(ν)
i+1 − a(ν)

i+1

α
(ν)
1 − a(ν)

1

pour 1 ≤ i < n,

où [x] désigne la partie entière du réel x.

Définition 2.2. Le développement par l’AJP est dit périodique s’il existe
deux nombres entiers k positif et l strictement positif tels que a

(k+ν)
i =

a
(k+ν+l)
i pour ν ≥ 0 et 1 ≤ i ≤ n.

Si k et l sont les plus petits entiers vérifiant cette égalité, alors k est la
longueur de la prépériode et l la longueur de la période du développement.
Le développement est dit purement périodique si k = 0.

Remarque. Lorsque le développement par l’AJP de α = (α1, . . . , αn)
est purement périodique de longueur l, il fournit une unité du corps K =
Q[α1, . . . , αn], à savoir [2]

ε =
l−1∏
ν=0

α(ν)
n .

2.2. Algorithme de Voronöı

2.2.1. Notations et définitions. Soit K ⊆ R un corps de nombres cubique
à conjugués complexes. Soit L un Z-module libre de rang 3 de K de base
{1, α1, α2}. On dira que L est un réseau de K et on notera L = 〈1, α1, α2〉.
A tout point non nul P = (u, v, w) (respectivement Q) de Z3 on associe
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l’élément ψ = ψ(P ) = u+ vα1 +wα2 (respectivement φ = φ(Q)) de L et on
définit

(1) F (P ) =
N(ψ)
ψ

= ψ′ψ′′

où N désigne la norme de K sur Q et ψ′ et ψ′′ les conjugués de ψ .

Définition 2.3. On dit que ψ = ψ(P ) est un point extrémal de L si et
seulement si pour tout φ = φ(Q) de L tel que 0 < φ < ψ on a F (Q) > F (P ).

Définition 2.4. Soit k un entier positif. On dit que ψk+1 est le point
extrémal adjacent (à droite) à ψk dans L si et seulement si

ψk+1 = min{ψ tel que ψ > ψk et F (P ) < F (Pk)}.
On définit ainsi une suite croissante des points extrémaux de L par

ψ0 = 1, ψk+1 est le point extrémal adjacent à ψk si k ≥ 0.

On considère un ordre O de K et L = O. Par Voronöı [3], on sait que la
suite précédente est purement périodique de la forme

︷ ︸︸ ︷
1 = ψ0, . . . , ψl−1,

︷ ︸︸ ︷
ψl = ε, εψ1, . . . , εψl−1,

︷ ︸︸ ︷
ε2, . . . , ε2ψl−1, . . .

où l est la longueur de la période et ε l’unité fondamentale supérieure à 1
de O.

2.2.2. Méthode de construction de points extrémaux. Pour construire une
telle suite il suffit de savoir construire le point extrémal adjacent à 1 dans
un réseau L = 〈1, α1, α2〉.

En effet, soit ψ0 = 1 et ψ1 le point extrémal adjacent à 1 dans L0 = O =
〈1, α1, α2〉.

(a) On choisit un point auxiliaire φ1 tel que {ψ1, φ1, ψ0} soit une base
de L0.

(b) Dire que ψ2 est le point extrémal adjacent à ψ1 dans L1 = 〈ψ1, φ1, ψ0〉
équivaut à dire que ψ2/ψ1 est le point extrémal adjacent à 1 dans
L1 = 〈1, φ1/ψ1, ψ0/ψ1〉 .

On itère ce processus.
Ainsi on cherche un élément ψ = u + vα1 + wα2 de L = 〈1, α1, α2〉 tel

que

ψ > 1, F (P ) < 1, ψ minimum.

En notant F (u, v, w) = ψ′ψ′′, F définit une forme quadratique à trois
variables u, v, w à coefficients réels, positive de rang 2. On va rappeler ici une
proposition [1] qui, utilisant un vecteur isotrope de cette forme quadratique,
nous permet de restreindre à 5 au maximum le nombre de choix pour un
point extrémal adjacent à 1.
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On supposera dans la suite que (γ2, 1, γ1) est un vecteur isotrope de F
et on pose

φ1 = [γ2] + α1, Q1 = ([γ2], 1, 0),

φ2 = [γ2] + α1 + α2, Q2 = ([γ2], 1, 1),

φ3 = [γ2] + α1 − α2, Q3 = ([γ2], 1,−1),

φ4 = [γ2]− 1 + α1, Q4 = ([γ2]− 1, 1, 0),

φ5 = [γ2]− 1 + α1 + α2, Q5 = ([γ2]− 1, 1, 1),

φ6 = [γ2] + 1 + 2α1 − α2, Q6 = ([γ2] + 1, 2,−1),

φ7 = [γ2] + 2α1, Q7 = ([γ2], 2, 0),

φ8 = [γ2] + 1 + α1 − α2, Q8 = ([γ2] + 1, 1,−1).

Lemme 2.5. Soit F une forme quadratique à trois variables u, v, w, à
coefficients réels, positive de rang 2 telle que

F (1, 0, 0) = 1 et F (0, 0, 1) > 1.

Si F admet un vecteur isotrope (γ2, 1, γ1) alors F s’écrit

(2) F (u, v, w) = a(w − γ1v)2 + 2b(w − γ1v)(u− γ2v) + (u− γ2v)2

et

(3) F (u, v, w)

=
a

2

[
w −

(
γ1 + 2

b

a
γ2

)
v + 2

b

a
u

]2

+
a

2
(w − γ1v)2 +

(
1− 2

b2

a

)
(u− γ2v)2

avec a > 1 et b2 < a.

Proposition 2.6 [1]. Soient 0 < γ1 < 1, γ2 > 1, 0 < α1 < 1, 0 < α2 < 1
et 4b2 < a.

1. Si F (Q1) < 1,

(a) si b < 0 alors le point extrémal adjacent à 1 est φ1, φ3 ou φ4;
(b) si b ≥ 0 alors le point extrémal adjacent à 1 est φ1 ou φ5.

2. Si F (Q1) > 1 et F (Q2) < 1,

(a) si b < 0 alors le point extrémal adjacent à 1 est :
(i) φ2, φ3 ou φ4 si α2 < α1;

(ii) φ2, φ3, φ4 ou φ7 si 2α2 − 1 < α1 < α2;
(iii) φ2, φ3, φ4, φ6 ou φ7 si α1 < 2α2 − 1;

(b) si b ≥ 0 alors le point extrémal adjacent à 1 est :

(i) φ2 ou φ5 si 2α2 − 1 < 0;
(ii) φ2, φ5 ou φ8 si 2α2 − 1 > 0.
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Cette proposition va nous permettre de donner explicitement la suite
croissante des points extrémaux du développement par l’algorithme de Voro-
nöı pour les familles étudiées par la suite.

3. Etude d’une première famille. Soient c ≥ 2, m ≥ 1 et 1 ≤ t ≤ m
des entiers. On considère le polynôme

f(X) = X3 − cmX2 − (ct − 1)X − cm.
On montre facilement que f(X) est irréductible et admet une racine réelle
unique notée α telle que cm < α < cm + 1.

On note K = Q(α), O = Z[α], α2 = α, α1 = α(α− cm).

3.1. Développement par l’algorithme de Jacobi–Perron. On a le théorème
suivant :

Théorème 3.1. Le développement par l’AJP de (α1, α2) est purement
périodique de longueur l = (3m+ t)/d où d = pgcd(m, t) et

ε = αt/d
(

α

α− cm
)m/d

est une unité de Z[α].

3.1.1. Lemmes utiles à la démonstration du théorème

Lemme 3.2. Si au rang k, α(k)
2 = α/cl et α(k)

1 = α(α− cm)/cl avec l un
entier tel que 0 < l < t alors

α
(k+4)
2 =

α

cl+m−t
et α

(k+4)
1 =

α(α− cm)
cl+m−t

et on a les résultats suivants :{
a

(k)
2 = cm−l,
a

(k)
1 = ct−l − 1,





α
(k+1)
2 =

αcl

α(cl − 1) + cm
, a

(k+1)
2 = 1,

α
(k+1)
1 =

α(α− cm)
α(cl − 1) + cm

, a
(k+1)
1 = 0,




α

(k+2)
2 =

α(cl − 1) + cm

α(α− cm)
, a

(k+2)
2 = cl+m−t,

α
(k+2)
1 =

1
α
, a

(k+2)
1 = 0,




α

(k+3)
2 = α, a

(k+3)
2 = cm,

α
(k+3)
1 =

α(cl − 1) + cl+m−t

α
, a

(k+3)
1 = cl − 1.
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P r e u v e. Les inégalités cm < α < cm + 1 et ct − 1 < α(α − cm) < ct

impliquent que a
(k)
2 = cm−l et a(k)

1 = ct−l − 1. On en déduit facilement
α

(k+1)
2 et α(k+1)

1 .
On a

α
(k+1)
2 − 1 =

α− cm
α(cl − 1) + cm

> 0 et 2− α(k+1)
2 =

αcl − 2(α− cm)
α(cl − 1) + cm

> 0,

donc a(k+1)
2 = 1. On a α(cl−1)+cm > ct et α(α−cm) < ct, donc a(k+1)

1 = 0.
On en déduit α(k+2)

2 et α(k+2)
1 .

Montrons que a(k+2)
2 = cl+m−t : on a

α
(k+2)
2 − cl+m−t =

1
α(α− cm)

(
α(cl − 1) + cm − cl+m−t

(
ct − 1 +

cm

α

))

=
1

α(α− cm)

(
(α− cm)(cl − 1) + cl+m−t

α− cm
α

)
> 0,

et

cl+m−t + 1− α(k+2)
2 =

1
α(α− cm)

(
cl+m−t

(
ct − 1 +

cm

α

)

+ α(α− cm)− α(cl − 1)− cm
)

=
1
α

(
α− cl +

α− cl+m−t
α

)
> 0,

d’où le résultat.
a

(k+2)
1 = 0 de façon évidente et on en déduit α(k+3)

2 et α(k+3)
1 .

On a

cl − 1 =
α(cl − 1)

α
< α

(k+3)
1 <

αcl

α
= cl,

donc a(k+2)
1 = cl − 1. On a a(k+3)

2 = cm de façon évidente et on en déduit
α

(k+4)
2 et α(k+4)

1 ; ce qui termine la démonstration du lemme 3.2.

Lemme 3.3. Si au rang k, α(k)
2 = α/cl et α(k)

1 = α(α− cm)/cl avec l un
entier tel que t ≤ l ≤ m alors α(k+3)

2 = α/cl−t et α(k+3)
1 = α(α− cm)/cl−t

et on a les résultats suivants :{
a

(k)
2 = cm−l,
a

(k)
1 = 0,




α

(k+1)
2 =

cl

α(α− cm)
, a

(k+1)
2 = cl−t,

α
(k+1)
1 =

1
α
, a

(k+1)
1 = 0,
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α

(k+2)
2 = α, a

(k+2)
2 = cm,

α
(k+2)
1 =

cl−t

α
, a

(k+2)
1 = 0.

P r e u v e. La démonstration est semblable à celle du lemme précédent.
On montre uniquement que a(k+1)

2 = cl−t : on a

α
(k+1)
2 − cl−t =

1
α(α− cm)

(
cl − cl−t

(
ct − 1 +

cm

α

))

=
cl−t

α(α− cm)

(
α− cm
α

)
=
cl−t

α2 > 0,

et

cl−t + 1− α(k+1)
2 =

1
α(α− cm)

(
cl−t

(
ct − 1 +

cm

α

)
+ α(α− cm)− cl

)

=
1
α

(
(α− cm)

(
α− cl−t

α

))
> 0,

d’où le résultat.

3.1.2. Calcul explicite du développement par l’AJP. L’algorithme com-
mence avec :

{
α

(0)
2 = α, a

(0)
2 = cm,

α
(0)
1 = α(α− cm), a

(0)
1 = ct − 1,





α
(1)
2 =

α

cm
, a

(1)
2 = 1,

α
(1)
1 =

α(α− cm)
cm

, a
(1)
1 = 0.

On note q la partie entière de m/t. En appliquant q fois le lemme 3.3, on
obtient 




α
(3q+1)
2 =

α

cm−qt
,

α
(3q+1)
1 =

α(α− cm)
cm−qt

.

Soit n0 le plus grand entier tel que (n0 + 1)m− (n0 + q)t < t. En appliquant
n0 + 1 fois le lemme 3.2, on obtient





α
(3q+1+4(n0+1))
2 =

α

c(n0+2)m−(q+n0+1)t
,

α
(3q+1+4(n0+1))
1 =

α(α− cm)
c(n0+2)m−(q+n0+1)t

.
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On applique le lemme 3.3 et on obtient




α
(3q+1+4(n0+1)+3)
2 =

α

c(n0+2)m−(q+n0+2)t
,

α
(3q+1+4(n0+1)+3)
1 =

α(α− cm)
c(n0+2)m−(q+n0+2)t

.

Si (n0 + 2)m− (q + n0 + 2)t = 0 alors
{
α

(3q+1+4(n0+1)+3)
2 = α

(0)
2 ,

α
(3q+1+4(n0+1)+3)
1 = α

(0)
1 ,

ce qui nous donne la période du développement.
Sinon, on considère n1 le plus grand entier tel que (n0 +n1 + 2)m− (q+

n0 + n1 + 2)t < t et on applique (n1 + 1) fois le lemme 3.2.
On poursuit alors ce processus. On va, dans le paragraphe qui suit, mon-

trer que ce processus s’arrête.

3.1.3. Calcul de la longueur du développement. Pour tout entier k, on
note nk le plus grand entier tel que

(n0 + . . .+ nk + k + 1)m− (q + n0 + . . .+ nk + 2k + 1)t < 0.

On montre qu’il existe un entier k tel que

(n0 + . . .+ nk + k + 2)m− (q + n0 + . . .+ nk + 2k + 2)t = 0

et on note k0 le plus petit entier vérifiant cette relation.
La longueur de la période du développement est alors

l = 3q + 1 + (4(n0 + 1) + 3) + . . .+ (4(nk0 + 1) + 3).

Montrons que k0 est bien défini et que l = (3m+ t)/d.
Pour tout entier k, nk est défini par le système suivant :
{

(n0 + . . .+ nk + k + 1)m− (q + n0 + . . .+ nk + 2k + 1)t < 0,
(n0 + . . .+ nk + k + 2)m− (q + n0 + . . .+ nk + 2k + 2)t ≥ 0,

qui nous donne les inégalités

n0 + . . .+ nk + k + 1 <
(q + k)t
m− t ≤ n0 + . . .+ nk + k + 2.

Ainsi k0 est le plus petit entier tel que (q + k0)t/(m− t) soit entier et k0 est
donc défini par

q + k0 =
ppcm(t,m− t)

t
=
m− t
d

.

Ceci montre l’existence de k0 et on a la relation n0 + . . .+nk0 +k0 +2 = t/d.
On en déduit facilement la longueur de la période du développement, à savoir
l = (3m+ t)/d.
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3.1.4. Calcul de l’unité. Une unité de Z[α] est donnée par la formule de
Hasse–Bernstein [2], à savoir

ε =
l−1∏
r=0

α
(r)
2 = α

(
α

α− cm
)q(

α2

α− cm
)t/d−1(

α

α− cm
)k0+1

=
α1+q+2t/d−2+k0+1

(α− cm)q+t/d−1+k0+1
.

Les égalités

1 + q + 2
t

d
− 2 + k0 + 1 =

m+ t

d
et q +

t

d
− 1 + k0 + 1 =

m

d
impliquent que

ε = αt/d
(

α

α− cm
)m/d

.

3.2. Développement par l’algorithme de Voronöı. Soit L = 〈1, α1, α2〉
un réseau de K et ψ le point extrémal adjacent à 1 dans L. En notant
ψ = u+ vα1 + wα2 on a les lemmes suivants :

Lemme 3.4. Pour un entier l, 0 ≤ l ≤ m,

• si L = 〈1, α− cm, cl/α〉 alors (u, v, w) = (cm, 1, 0).

Lemme 3.5. Pour un entier l, 0 ≤ l ≤ m− t,
• si L = 〈1, cl/α2, 1/α〉 alors (u, v, w) = (cl, 1, 0);
• si

L =
〈

1,
α− cm
cl+t

,
α(α− cm)

cl+t

〉

alors (u, v, w) = (cm−l−t, 1, 0).

Lemme 3.6. Pour un entier l, m− t < l ≤ m,

• si

L =
〈

1,
α(cl+t−m − 1) + cl

α2 ,
1
α

〉

alors (u, v, w) = (cl, 1, 0);
• si

L =
〈

1,
α− cm

α(cl+t−m − 1) + cm
,

α(α− cm)
α(cl+t−m − 1) + cm

〉

alors (u, v, w) = (1, 1, 0);
• si

L =
〈

1,
α− cm
cl+t−m

,
α(cl+t−m − 1) + cm

cl+t−mα

〉

alors (u, v, w) = (c2m−(l+t), 1, 0).
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Ces lemmes se démontrent à l’aide de la proposition 2.6. Ils sont sem-
blables à ceux énoncés dans [1] et les démonstrations en sont identiques. Pour
cette raison nous ne donnerons ici, qu’à titre d’exemple, la démonstration
du lemme 3.4.

Preuve du lemme 3.4. On vérifie dans ce cas que F est une forme quadra-
tique positive de rang 2 qui s’écrit à l’aide des formules (2) et (3) avec

a =
α

cm−2l , b = −α(α− cm)
2cm−l

, ω2 = α, ω1 =
cm−l

α
.

On a 0 < ω1 < 1, ω2 > 1, 0 < α1 < 1, 0 < α2 < 1 et 4b2 < a. En reprenant
les notations du paragraphe 2, on a φ1 = α donc

F (Q1) =
N(α)
α

=
cm

α
< 1 et b < 0.

D’après la proposition 2.6, le point extrémal adjacent à 1 est φ1, φ3 ou φ4.
Or Q3 = (cm, 1,−1) et l’on a, d’après (3),

F (Q3) >
α

2cm−2l

(
1 +

cm−l

α

)2

>
α

2cm−2l + cl +
cm

2α
> cl ≥ 1.

Enfin φ4 = α− 1 et

F (Q4) =
N(α− 1)
α− 1

=
2cm + ct − 2

α− 1
>

2cm + ct − 2
cm

> 1.

Donc ψ = φ1 c’est-à-dire (u, v, w) = (cm, 1, 0).
Ainsi le lemme 3.4 est démontré.

A l’aide de ces lemmes, on détermine la suite des points extrémaux de
O de la façon suivante :

Soit L0 = 〈1, α − cm, cm/α〉. Par le lemme 3.4 on a ψ1 = α. On choisit
un point auxiliaire φ1 tel que {ψ1, φ1, ψ0} soit une base de L0, à savoir
φ1 = α(α− cm). Pour déterminer ψ2 on cherche le point extrémal adjacent
à 1 dans le réseau L1 = 〈1, φ1/ψ1, ψ0/ψ1〉 = 〈1, α− cm, 1/α〉 et par le même
lemme 3.4 on a ψ2/ψ1 = α, c’est-à-dire ψ2 = α2.

En poursuivant ce processus, on obtient la suite des points extrémaux
de O. Nous donnons dans le tableau 1, pour 0 ≤ s ≤ q − 1 (où q désigne la
partie entière de m/t) les premiers résultats obtenus.

On a noté

φ0 = α− cm, ψ−1 =
cm

α
et les troisième et quatrième colonnes donnent les coordonnées de ψk+1/ψk
et de φk+1/ψk dans le réseau Lk. A l’aide des quotients successifs ψk+1/ψk
on peut facilement déterminer la suite des points extrémaux ψk de Z[α].
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Tableau 1

k Lk = 〈1, φk/ψk, ψk−1/ψk〉 ψk+1/ψk φk+1/ψk

0 〈1, α− cm, cm/α〉 (cm, 1, 0) (c− 1, 0, 1)
...

...
...

...

3s+ 1 〈1, α− cm, cst/α〉 (cm, 1, 0) (0, 0, 1)

3s+ 2 〈1, cst/α2, 1/α〉 (cst, 1, 0) (0, 0, 1)

3s+ 3 〈1, (α− cm)/c(s+1)t, α(α− cm)/c(s+1)t〉 (cm−(s+1)t, 1, 0) (0, 0, 1)
...

...
...

...

3q + 1 〈1, α− cm, cqt/α〉 (cm, 1, 0) (c(q+1)t−m − 1, 0, 1)

3q + 2
〈

1, α(c(q+1)t−m−1)+cqt

α2 , 1
α

〉
(cqt, 1, 0) (0, 0, 1)

3q + 3
〈

1, α−cm
α(c(q+1)t−m−1)+cm ,

α(α−cm)
α(c(q+1)t−m−1)+cm

〉
(1, 1, 0) (0, 0, 1)

3q + 4
〈

1, α−cm
c(q+1)t−m ,

α(c(q+1)t−m−1)+cm

c(q+1)t−mα

〉
(c2m−(q+1)t, 1, 0) (cm−qt, 0, 1)

...
...

...
...

On en déduit que

ψ(3m+t)/d = αt/d
(

α

α− cm
)m/d

.

On a N(ψ(3m+t)/d) = 1 et N(ψi) 6= 1 si 0 < i < (3m+ t)/d. Donc ψ(3m+t)/d
est l’unité fondamentale supérieure à 1 de O et la longueur de la période du
développement de l’algorithme de Voronöı est l = (3m+ t)/d.

On peut remarquer que, de même que pour la famille étudiée dans [1]
qui correspond à t = 1 :

• les points auxiliaires choisis sont donnés par l’AJP;
• les développements par l’AJP et par l’algorithme de Voronöı cöın-

cident : ils ont donc la même longueur et l’unité obtenue par l’AJP est
l’unité fondamentale supérieure à 1 de O.

4. Etude d’une deuxième famille. Soit c ≥ 2, m ≥ 1 et r des entiers
tel que r 6= 1 et r divise c− 1. On considère le polynôme

f(X) = X3 − rcmX2 − (c− 1)X − rcm.
On montre facilement que f(X) est irréductible et admet une racine réelle
unique notée α telle que rcm < α < rcm + 1. On note K = Q(α), O = Z[α],
α2 = α, α1 = α(α− rcm).

4.1. Développement par l’algorithme de Jacobi–Perron. On a le théorème
suivant :
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Théorème 4.1. Le développement par l’AJP de (α1, α2) est purement
périodique de longueur l = 9m+ 3 et

ε =
α3

r

(
α

α− rcm
)3m

est une unité de Z[α].

P r e u v e. L’algorithme commence avec
{
α

(0)
2 = α, a

(0)
2 = rcm,

α
(0)
1 = α(α− rcm), a

(0)
1 = c− 1.

On établit sans difficulté les formules suivantes, pour 0 ≤ s ≤ m− 1 :



α

(3s+1)
2 =

α

rcm−s
, a

(3s+1)
2 = cs,

α
(3s+1)
1 =

α(α− rcm)
rcm−s

, a
(3s+1)
1 = 0,




α

(3s+2)
2 =

rcm−s

α(α− rcm)
, a

(3s+2)
2 = rcm−s−1,

α
(3s+2)
1 =

1
α
, a

(3s+2)
1 = 0,




α

(3s+3)
2 = α, a

(3s+3)
2 = rcm,

α
(3s+3)
1 =

rcm−s−1

α
, a

(3s+3)
1 = 0.

Ainsi au rang 3m+ 1 on obtient



α

(3m+1)
2 =

α

r
, a

(3m+1)
2 = cm,

α
(3m+1)
1 =

α(α− rcm)
r

, a
(3m+1)
1 =

c− 1
r

.

On montre facilement les formules suivantes, pour 0 ≤ s ≤ m− 1 :



α

(3s+3m+2)
2 =

α

cm−s
, a

(3s+3m+2)
2 = rcs,

α
(3s+3m+2)
1 =

α(α− rcm)
rcm−s

, a
(3s+3m+2)
1 = 0,




α

(3s+3m+3)
2 =

rcm−s

α(α− rcm)
, a

(3s+3m+3)
2 = rcm−s−1,

α
(3s+3m+3)
1 =

r

α
, a

(3s+3m+3)
1 = 0,





α
(3s+3m+4)
2 =

α

r
, a

(3s+3m+4)
2 = cm,

α
(3s+3m+4)
1 =

cm−s−1

α
, a

(3s+3m+4)
1 = 0,
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Ainsi au rang 6m+ 2 on obtient


α

(6m+2)
2 = α, a

(6m+2)
2 = rcm,

α
(6m+2)
1 =

α(α− rcm)
r

, a
(6m+2)
1 =

c− 1
r

.

On a ensuite les formules pour 0 ≤ s ≤ m− 1 :


α

(3s+6m+3)
2 =

α

cm−s
, a

(3s+6m+3)
2 = rcs,

α
(3s+6m+3)
1 =

α(α− rcm)
cm−s

, a
(3s+6m+3)
1 = 0,




α

(3s+6m+4)
2 =

cm−s

α(α− rcm)
, a

(3s+6m+4)
2 = cm−s−1,

α
(3s+6m+4)
1 =

1
α
, a

(3s+6m+4)
1 = 0,




α

(3s+6m+5)
2 = α, a

(3s+6m+5)
2 = rcm,

α
(3s+6m+5)
1 =

cm−s−1

α
, a

(3s+6m+5)
1 = 0.

Finalement, {
α

(9m+3)
2 = α = α

(0)
2 ,

α
(9m+3)
1 = α(α− rcm) = α

(0)
1 .

Ainsi, ce développement est purement périodique de longueur l = 3(3m+ 1)
et une unité de Z[α] est donnée par la formule de Hasse–Bernstein [2], à
savoir :

ε =
l−1∏
r=0

α
(r)
2 =

α3

r

(
α

α− rcm
)3m

.

Ceci termine la démonstration du théorème 4.1.

4.2. Développement par l’algorithme de Voronöı. Avec les mêmes nota-
tions que celles définies précédemment, à savoir L = 〈1, α1, α2〉 est un réseau
de K et ψ = u+ vα1 +wα2 est le point extrémal adjacent à 1 dans L, on a
les lemmes suivants :

Lemme 4.2. Pour un entier s, 0 ≤ s ≤ m,

• si L = 〈1, α− rcm, cs/α〉 alors (u, v, w) = (rcm, 1, 0);
• si L = 〈1, (α− rcm)/r, cs/α〉 alors (u, v, w) = (cm, 1, 0);
• si L = 〈1, α− rcm, rcs/α〉 alors (u, v, w) = (rcm, 1, 0).

Lemme 4.3. Pour un entier s, 0 ≤ s ≤ m− 1,

• si L = 〈1, cs/α2, 1/α〉 alors (u, v, w) = (cs, 1, 0);
• si L = 〈1, rcs/α2, r/α〉 alors (u, v, w) = (rcs, 1, 0);
• si L = 〈1, rcs/α2, 1/α〉 alors (u, v, w) = (rcs, 1, 0).
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Lemme 4.4. Pour un entier s, 0 ≤ s ≤ m− 1,

• si L =
〈

1,
α− rcm
cs+1 ,

α(α− rcm)
cs+1

〉
alors (u, v, w) = (rcm−1−s, 1, 0);

• si L =
〈

1,
α− rcm
cs+1 ,

α(α− rcm)
rcs+1

〉
alors (u, v, w) = (rcm−1−s, 1, 0);

• si L =
〈

1,
α− rcm
rcs+1 ,

α(α− rcm)
rcs+1

〉
alors (u, v, w) = (cm−1−s, 1, 0).

Ces lemmes sont encore semblables à ceux énoncés dans [1], qui corres-
pondent à r = 1, et les démonstrations en sont identiques.

A l’aide de ces lemmes on procède de même que pour la première famille
et on détermine la suite des points extrémaux de O. On obtient ainsi, pour
0 ≤ s ≤ m− 1, les résultats donnés dans le tableau 2.

Tableau 2

k Lk = 〈1, φk/ψk, ψk−1/ψk〉 ψk+1/ψk φk+1/ψk

0 〈1, α− rcm, rcm/α〉 (rcm, 1, 0) (c− 1, 0, 1)

...
...

...
...

3s+ 1 〈1, α− rcm, cs/α〉 (rcm, 1, 0) (0, 0, 1)

3s+ 2 〈1, cs/α2, 1/α〉 (cs, 1, 0) (0, 0, 1)

3s+ 3 〈1, (α− rcm)/cs+1, α(α− rcm)/cs+1〉 (rcm−1−s, 1, 0) (0, 0, 1)

...
...

...
...

3m+ 1 〈1, α− rcm, cm/α〉 (rcm, 1, 0)
(
c− 1
r

, 0, 1
)

...
...

...
...

3s+ 3m+ 2 〈1, (α− rcm)/r, cs/α〉 (cm, 1, 0) (0, 0, 1)

3s+ 3m+ 3 〈1, rcs/α2, r/α〉 (rcs, 1, 0) (0, 0, 1)

3s+ 3m+ 4 〈1, (α− rcm)/cs+1, α(α− rcm)/cs+1〉 (rcm−1−s, 1, 0) (0, 0, 1)

...
...

...
...

6m+ 2 〈1, (α− rcm)/r, cm/α〉 (cm, 1, 0)
(
c− 1
r

, 0, 1
)

...
...

...
...

6m+ 3s+ 3 〈1, α− rcm, rcs/α〉 (rcm, 1, 0) (0, 0, 1)

6m+ 3s+ 4 〈1, rcs/α2, 1/α〉 (rcs, 1, 0) (0, 0, 1)

6m+ 3s+ 5
〈

1,
α− rcm
rcs+1 ,

α(α− rcm)
rcs+1

〉
(rcm−1−s, 1, 0) (0, 0, 1)
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On a noté
φ0 = α− rcm, ψ−1 = rcm/α.

De même que précédemment, on en déduit que

ψ9m+3 =
α3

r

(
α

α− rcm
)3m

.

On a
N(ψ9m+3) = 1 et N(ψi) 6= 1 si 0 < i ≤ 9m+ 2.

Donc ψ9m+3 est l’unité fondamentale supérieure à 1 de O et la longueur de
la période du développement de l’algorithme de Voronöı est l = 9m+ 3.

On peut encore remarquer que :

• les points auxiliaires choisis sont donnés par l’AJP;
• les développements par l’AJP et par l’algorithme de Voronöı cöınci-

dent : ils ont donc la même longueur et l’unité obtenue par l’AJP est
l’unité fondamentale supérieure à 1 de O.

5. Généralisation de ces familles. Soit c ≥ 2, m ≥ 1, 1 ≤ t ≤ m et r
des entiers tel que r 6= 1 et r divise cd − 1, où d = pgcd(m, t). On considère
le polynôme

f(X) = X3 − rcmX2 − (ct − 1)X − rcm.
On montre toujours facilement que f(X) est irréductible et admet une racine
réelle unique notée α telle que rcm < α < rcm + 1.

On note K = Q(α), O = Z[α], α2 = α, α1 = α(α− rcm).
Cette famille de corps, dépendant de quatre paramètres, généralise les

deux familles précédentes. On obtient de manière analogue les deux théo-
rèmes suivants :

Théorème 5.1. Le développement par l’AJP de (α1, α2) est purement
périodique de longueur l = 3(3m+ t)/d et

ε =
α3t/d

r

(
α

α− rcm
)3m/d

est une unité de Z[α].

Pour démontrer ce théorème il suffit de combiner les démonstrations des
deux théorèmes correspondants pour les familles étudiées précédemment.

Théorème 5.2. L’unité fondamentale supérieure à 1 de O est

ε =
α3t/d

r

(
α

α− rcm
)3m/d

et la longueur du développement par l’algorithme de Voronöı est l =
3(3m+ t)/d.
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Pour les mêmes raisons que plus haut, nous ne détaillons pas la démon-
stration de ce théorème.
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