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1. Introduction. Un probleme classique de la théorie des nombres est la
recherche de familles paramétrées infinies de corps de nombres algébriques
dont un systéme fondamental d’unités s’écrit simplement en fonction des
parametres.

En degré 2, Shanks [10] a donné des familles paramétrées de corps
quadratiques réels Q(«) pour lesquelles 1'unité fondamentale ¢ est parti-
culierement simple, c’est-a-dire de la forme € = 8", alors que la longueur
du développement en fraction continue de « est linéaire en n. Ces familles
ont été généralisées par plusieurs auteurs, dont Halter-Koch [6], Mollin et
Williams [8], [12], qui introduisent de nouveaux parametres.

En degré 3, C. Levesque et G. Rhin [7] ont étudié le développement par
I’AJP de deux familles infinies de corps de nombres algébriques cubiques
non totalement réels dépendant chacune de deux parametres. L’une de ces
familles a également été étudiée par A. Farhane [5], [4] qui, le premier, a
montré la fondamentalité de 'unité conjecturée par C. Levesque et G. Rhin
lorsque I'un des parametres est suffisamment grand. Dans [1] nous avons
étudié leur développement par l'algorithme de Voronoi et obtenu l'unité
fondamentale de ces corps. Nous pouvons considérer ces familles comme des
analogues de celle de Shanks en degré 3.

Dans cet article, nous étudions le corps K = Q(«) ol « est la seule racine
réelle du polynome

f(X)=X3—rc™X? — (! = 1)X —re™

avec c>2, m>1,1<t<metr divise ¢Psedmt) _ 1,
Nous généralisons ainsi les familles précédentes, qui correspondent a r =
t = 1, et obtenons des résultats semblables, & savoir :

e le développement par ’AJP et celui par 'algorithme de Voronoi sont
identiques;
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e la longueur de ces développements tend vers ’infini;
e l'unité fondamentale de l'ordre Z[a] s’écrit simplement en fonction des
parametres et est du méme type que précédemment.

2. Rappels sur AJP et sur Palgorithme de Voronoi
2.1. Algorithme de Jacobi—Perron

DEFINITION 2.1. Soit @ = (ay,...,a,) un vecteur de R (n > 1). Le
développement par [’algorithme de Jacobi—Perron [9] (noté AJP) de « est
la donnée :

e d’une suite de vecteurs (a(*)),>o de Z" appelés quotients incomplets,

notés a*) = (agy), . ,ag’));
e d’une suite de vecteurs (a(”)),,zo de R™ appelés quotients complets,
notés a®) = (a{”),. .. o))

définis par :

o a9 =q;
o pour v >0, a{") = [a{")] pour 1 <i < n;
e si ozgy) #+ agu),
(v) (v)
1 v Q1 — Gy .
a’l(ly+1) = (l/) (V)’ Oé,f +1) = H pour ]. S 1< n,
R B Q)" —a

ou [z] désigne la partie entiere du réel x.

DEFINITION 2.2. Le développement par ’AJP est dit périodique s’il existe
deux nombres entiers k positif et [ strictement positif tels que aE-IHV) =
agk+y+l) pour v >0et 1 <7< n.

Si k et [ sont les plus petits entiers vérifiant cette égalité, alors k est la
longueur de la prépériode et | la longueur de la période du développement.

Le développement est dit purement périodique si k = 0.

REMARQUE. Lorsque le développement par 'AJP de o = (aq, ..., ay)
est purement périodique de longueur [, il fournit une unité du corps K =
Qlaa, ..., an], & savoir [2]

-1
€= H a%”).
v=0
2.2. Algorithme de Voronoi

2.2.1. Notations et définitions. Soit K C R un corps de nombres cubique
a conjugués complexes. Soit L un Z-module libre de rang 3 de K de base
{1, 1, a2}. On dira que L est un réseau de K et on notera L = (1, a1, as).
A tout point non nul P = (u,v,w) (respectivement Q) de Z* on associe
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Pélément ¢ = ¢(P) = u+ vag + was (respectivement ¢ = ¢(Q)) de L et on
définit

(1) F(P) = ——==¢"y"

ot N désigne la norme de K sur Q et v et ¥” les conjugués de 1) .

DEFINITION 2.3. On dit que 1 = ¥(P) est un point extrémal de L si et
seulement si pour tout ¢ = ¢(Q) de L tel que 0 < ¢ < ¢ on a F(Q) > F(P).

DEFINITION 2.4. Soit k un entier positif. On dit que 41 est le point
extrémal adjacent (a droite) & 1y, dans L si et seulement si

Y1 = min{e tel que ¢ > Py et F(P) < F(Pg)}.
On définit ainsi une suite croissante des points extrémaux de L par
Yo =1, Yry1 est le point extrémal adjacent a ¢y, si k > 0.

On considére un ordre O de K et L = O. Par Voronoi [3], on sait que la
suite précédente est purement périodique de la forme
—~

2 2
1:1%7---,1#1—17% :5a5w17"'75¢l—116 yeees€ wl—la"'

ol [ est la longueur de la période et ¢ I'unité fondamentale supérieure a 1
de O.

2.2.2. Méthode de construction de points extrémaux. Pour construire une
telle suite il suffit de savoir construire le point extrémal adjacent & 1 dans
un réseau L = (1, a9, as).

En effet, soit 19 = 1 et v le point extrémal adjacent a 1 dans Lo = O =
<1, a1, O[Q) .

(a) On choisit un point auxiliaire ¢1 tel que {¢1, 1,10} soit une base

de Lo.

(b) Dire que 15 est le point extrémal adjacent a 11 dans £1 = (¢1, ¢1, Yo)

équivaut a dire que 15 /17 est le point extrémal adjacent a 1 dans

Ly = (1,01 /91,00 /2n) -

On itere ce processus.

Ainsi on cherche un élément ¢ = u + vag + wae de L = (1, a1, as) tel

que
Y >1, F(P)<1, % minimum.

En notant F(u,v,w) = ¢'¢)", F définit une forme quadratique & trois
variables u, v, w a coefficients réels, positive de rang 2. On va rappeler ici une
proposition [1] qui, utilisant un vecteur isotrope de cette forme quadratique,
nous permet de restreindre a 5 au maximum le nombre de choix pour un
point extrémal adjacent a 1.
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On supposera dans la suite que (7y2,1,71) est un vecteur isotrope de F'
et on pose

¢1 = [12] + a, Q1 = (2], 1,0),

¢2 = [2] + a1 + g, Q2 = ([12],1,1),

¢z = [12] + o1 — s, Qs = (2], 1,-1),

¢4 = [2] =1+ ax, Q4 = ([r2] = 1,1,0),
¢s =yl =1+ +a2, Q5= ([r]—-111),
d6 =[] + 14+ 200 —as, Qs = ([12] +1,2,-1),
b7 = [72] + 201, Q7 = ([12],2,0),

g = [vo] + 1+ a1 —az, Qs=([12] +1,1,-1)

LEMME 2.5. Soit F' une forme quadratique a trois variables u,v,w, a
coefficients réels, positive de rang 2 telle que

F(1,0,0)=1 et F(0,0,1) > 1.
Si F' admet un vecteur isotrope (v2,1,7v1) alors F' s’écrit
(2)  F(u,v,w) = a(w —y10)? 4+ 2b(w — y10) (v — Y20) + (1 — yv)?
et
(3)  F(u,v,w)
= % [w - (’yl + 22'yg>v + 224 : + %(w — mv)? + (1 - 2l;2> (u — yov)?

avec a > 1 et b < a.

PROPOSITION 2.6 [1]. Soient0 < v1 < 1,72 >1,0< a1 <1,0<as <1
et 4b* < a.

1. Si F(Qy) < 1,

(a) si b <0 alors le point extrémal adjacent a 1 est ¢1, ¢z ou ¢a;
(b) si b >0 alors le point extrémal adjacent a 1 est ¢1 ou Ps.

2. Si F(Ql) >1 et F(QQ) <1,

(a) si b <0 alors le point extrémal adjacent a 1 est:
(1) P2, 3 ou ¢y si 2 < ay;
(ii) @2, @3, Pa Ou P7 50 200 — 1 < 1 < Qg;
(iil) @2, @3, Pu, d6 ou ¢7 si a1 < 209 — 1;

(b) si b > 0 alors le point extrémal adjacent a 1 est:

(1) ¢2 ou ¢5 st 2c0 — 1 < 0;
(11) ¢2, ¢5 ou (ﬁg st 2a9 — 1 > 0.



Généralisation d’une famille de Shanks 47

Cette proposition va nous permettre de donner explicitement la suite
croissante des points extrémaux du développement par 1’algorithme de Voro-
noi pour les familles étudiées par la suite.

3. Etude d’une premieére famille. Soient c > 2, m>1let 1 <t <m
des entiers. On considere le polynome

f(X)=X3—c"X? - (" —1)X — ™.

On montre facilement que f(X) est irréductible et admet une racine réelle
unique notée «a telle que ¢ < a < ™ + 1.
On note K = Q(«), O = Zla], a2 = o, g = (v — ™).

3.1. Développement par algorithme de Jacobi—Perron. On a le théoreme
suivant :

THEOREME 3.1. Le développement par I’AJP de (o, az) est purement
périodique de longueur | = (3m +t)/d ou d = pged(m, t) et

m/d
e=atld 2 /
o —cm

3.1.1. Lemmes utiles a la démonstration du théoreme

est une unité de Z[al).

LEMME 3.2. Si au rang k, aék) =a/c et agk) =ala—c™)/cd avecl un
entier tel que 0 < 1 < t alors
(k+4) Q@ (k+a) _ ala—c™)
et on a les résultats suivants :
agk) — Cm—l7
agk) =t — 1,
(0 ed ey
2 a(cdd —1) +em’ 2 ’
_m
a§k+1) _ al(a ™) 7 gk-‘rl) =0,
afct —=1) 4 cm
l m
—1
agk+2) _ ale )+c ’ agk+2) = cHm—t
ala—c™m)
1
[ a2 = 2, " =0,
@
agk+3) — aék+3) =,

(k+3) a(cl _ 1) + Cl+mft
oy =

a§k+3) =c -1
o

)
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Preuve. Les inégalités ¢™ < a < c™+1let ' —1 < ala—c™m) <

impliquent que agk) = cm et agk) = ¢!=! — 1. On en déduit facilement
agk—H) et ozgk—H).
On a
(k+1) a—cm (k+1) ac —2(a —c™)
ot 1= 228 50 et 2-af TV = S >0,
alct —1)4+cm alct—=1)+cm
donc al™ = 1. Onaa(d —1)+c™ > ¢t et a(a—c™) < ¢, donc o™ = 0.

On en déduit agk+2) et ang).

Montrons que a 1on a

(k+2) ! 1 ! ! cm
o' —cdtmt= — — (ol -1+ M= -1+ —
2 ) a

ala—cm

(k+2) _ clm—t
5 -

_ 1) <(a — ™y - 1) + cl+m—t0‘_cm) >0,

ala—cm a
et

1 m
drm—t g _ aék+2) _ drm=t ot 14 c
ala—cm) a

tafa—c™ —ald—1)— cm)

1 _ l+m—t
YA
« (&%

d’ou le résultat.

ang) = 0 de fagon évidente et on en déduit a(2k+3) et a§k+3).
On a
I _ 1 l
Cl—lzw<agk+3)<%zcl’
a a

donc agk”) =c ~1.0na aékJrg) = ¢™ de facon évidente et on en déduit

agk+4) et agk“); ce qui termine la démonstration du lemme 3.2.

LEMME 3.3. Si au rang k, agk) =a/d et agk) =ala—cm)/c avecl un

entier tel que t < 1 < m alors agk+3) =a/dt et a§k+3) =aa—cm)/dt
et on a les résultats suivants :

Clék) — CWb—l7
agk) =0,
!
k41 C k+1 _
W ey

)

QI—0

agk+1) _ agk+1) _o,
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agmz) agk“) _

= q, c™,
kt2)  TH (kta)
oy =—, =0.

9

Preuve. La démonstration est semblable a celle du lemme précédent.

k+1 _
§+):Clt

On montre uniquement que a :on a

(k+1) _ 1—t _ 1 A c™
A (- (0 D))

et

1 m
d7t41— Oéék—H) = 7) <Cl_t <ct -1+ C) +ala—c™) — cl>
a

d’ou le résultat.

3.1.2. Calcul explicite du développement par I’AJP. L’algorithme com-
mence avec :

aéo) =, ago) =c",

ago) =ala—cm), ago) =c -1,

aél) _ %7 agl) =1,
_.m

agl) = Oé(acmc ), agl) = O

On note ¢ la partie entiere de m/t. En appliquant ¢ fois le lemme 3.3, on
obtient

3g+1 o
ag q+1) _ ’
Cqut
(3¢+1) _ ala—c™)
Qo = —".
Cm—qt

Soit ng le plus grand entier tel que (ng+ 1)m — (ng+q)t < t. En appliquant
ng + 1 fois le lemme 3.2, on obtient

a(3q+1+4(n0+1)) _ -~
2 c(no+2)m—(g+no+1)t’

T e(no+2)m—(g+no+1)t”

(3g+1+4(no+1)) ala—c™)
aq
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On applique le lemme 3.3 et on obtient

- c(no+2)m—(g+no+2)t’

(3g+1+4(no+1)+3) o
Qo

o Bat1Ha(no+1)+3) _ afa—c™)
1 c(no+2)m—(g+no+2)t"

Si (no +2)m — (¢ + ng + 2)t = 0 alors
aé3¢1+1+4(n0+1)+3) — aéO)’
a§3q+1+4(n0+1)+3) _ ago)’
ce qui nous donne la période du développement.
Sinon, on consideére n; le plus grand entier tel que (ng+ny +2)m — (¢ +
ng +n1 + 2)t < t et on applique (n1 + 1) fois le lemme 3.2.

On poursuit alors ce processus. On va, dans le paragraphe qui suit, mon-
trer que ce processus s’arréte.

3.1.3. Calcul de la longueur du développement. Pour tout entier k, on
note ny le plus grand entier tel que

no+...4np+k+1)m—(qg+no+...+nx+2k+ 1)t <O0.
On montre qu’il existe un entier k tel que
mo+...4npg+k+2)m—(¢g+no+...+nr+2k+2)t=0

et on note kg le plus petit entier vérifiant cette relation.
La longueur de la période du développement est alors

I =3¢+ 14+ 4no+1)+3)+...+ (4(ng, +1) +3).
Montrons que ko est bien défini et que [ = (3m +1t)/d.
Pour tout entier k, ny est défini par le systeme suivant :
{(no—i—...—l—nk—i—k—l—l)m—(q+n0+...+nk+2k+1)t<0,
mo+...4npg+k+2m—(¢g+no+...+nr+2k+2)t >0,

qui nous donne les inégalités

ngo+...+npg+k+1< <ng+...+np+k+2.

(g+ k)t
t

Ainsi kg est le plus petit entier tel que (¢ + ko)t/(m — t) soit entier et kg est
donc défini par

Ceci montre l'existence de kg et on a la relation ng+...+nk, +ko+2 =t/d.
On en déduit facilement la longueur de la période du développement, a savoir
l=Bm+t)/d.
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3.1.4. Calcul de l'unité. Une unité de Z[a| est donnée par la formule de
Hasse—Bernstein [2], & savoir

-1 q 2 t/d—1 ko+1
_ (r) _ o o «
c HOCQ a(a—c’”) (a—cm> (a—cm)

altat+2t/d—2+ko+1

(Oé _ cm)q—i—t/d—l—i—ko—i-l '

Les égalités

t m+t t m
1 2— —24+ky+1=—— et 2 14k +1=—
+q+ d + Ko + d e q—i—d + Ko + d

m/d
i o\
a—cm '

3.2. Développement par l'algorithme de Voronoi. Soit L = (1, a7, as)
un réseau de K et ¢ le point extrémal adjacent a 1 dans L. En notant
P = u + vag + was on a les lemmes suivants :

impliquent que

LEMME 3.4. Pour un entier l, 0 <[ < m,

e siL={l,aa—c™,c/a) alors (u,v,w) = (c™,1,0).
LEMME 3.5. Pour un entier I, 0 <1 <m —t,

e si L= {(1,c/a? 1/a) alors (u,v,w) = (c!,1,0);

® 5%
L_<1,oz—c ala—c )>

At 0T A+t
alors (u,v,w) = (™'~ 1,0).

LEMME 3.6. Pour un entier I, m —t <l < m,

l+tfm_1 l 1
L:<1’a(c )+c >

o? e

o 5

alors (u,v,w) = (c!,1,0);
° si
L:<1 a—c™ ala—c™) >
Ta(dttm — 1) 4+ e adttmm — 1) + o
alors (u,v,w) = (1,1,0);

° si
I L Q- ™ oa(dttTm — 1) 4 em
- P elt—m? clAt—mg

alors (u,v,w) = (2™~ 1,0).
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Ces lemmes se démontrent & 1’aide de la proposition 2.6. Ils sont sem-
blables a ceux énoncés dans [1] et les démonstrations en sont identiques. Pour
cette raison nous ne donnerons ici, qu’a titre d’exemple, la démonstration
du lemme 3.4.

Preuve du lemme 3.4. On vérifie dans ce cas que F est une forme quadra-
tique positive de rang 2 qui s’écrit a ’aide des formules (2) et (3) avec
o« b= ala—c™) B ol
4= am—a T T T gm0 2T & W=
Onal0<w <l,wy>1,0<a; <1,0<as <1et4b? < a. En reprenant
les notations du paragraphe 2, on a ¢; = a donc
N(a) ™

= —<1 e b<O.
« «

F(Ql) =

D’apres la proposition 2.6, le point extrémal adjacent a 1 est ¢1, ¢3 ou ¢y.
Or Q3 = (¢™,1,—1) et 'on a, d’apres (3),

m—1\ 2 m
a c a c
F > 1 > —0 Ly —>d>1.
() 2¢m—2l < T ) gom—2 ¢ Ty 7 ¢ 2

Enfin ¢y =a—1 et

Na—-1) 2"+ =2  2c™+ct -2
F(Qa) = a—1 a—1 ” cm

Donc ¢ = ¢; c’est-a-dire (u,v,w) = (¢™,1,0).
Ainsi le lemme 3.4 est démontré.

> 1.

A Taide de ces lemmes, on détermine la suite des points extrémaux de
O de la facon suivante :

Soit Lo = (1, — ¢™, ™ /). Par le lemme 3.4 on a 11 = a. On choisit
un point auxiliaire ¢, tel que {1, d1,v%0} soit une base de Lo, a savoir

1 = a(a — ¢™). Pour déterminer 15 on cherche le point extrémal adjacent

a 1 dans le réseau Ly = (1, ¢1/¢1,%0/11) = (1, — ™, 1/a) et par le méme
lemme 3.4 on a ¥y /1)1 = «, c’est-a-dire Py = a?.

En poursuivant ce processus, on obtient la suite des points extrémaux
de O. Nous donnons dans le tableau 1, pour 0 < s < g — 1 (ou ¢ désigne la
partie entiére de m/t) les premiers résultats obtenus.

On a noté
Cm
¢0:a_cm’ ¢71:7
o
et les troisieme et quatrieme colonnes donnent les coordonnées de V41 /¥
et de ¢pr1/1k dans le réseau Li. A 1'aide des quotients successifs ¥g11/9x

on peut facilement déterminer la suite des points extrémaux ¢y, de Z[a].
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Tableau 1
k L = (1, ¢ /¥ks Yk—1/Yk) Y1/ kt1/Vk
(La—c™,c™/a) (c™,1,0) (c—1,0,1)
3s+1 (1,a—cm,05t/a> (c™,1,0) (0,0,1)
3s+2 (1,¢ /a2, 1/a) (¢*t,1,0) (0,0,1)
3543 (1, (a— ™)/t g(a — ™) /sty (gm= (Dt 1 o) (0,0,1)
3¢+1 (La—c™ et fa) (€,1,0)  (clTtDI=m —10,1)
(g+1)t—m _
3g+2 <1, oy 1)+C”,é> (c?t,1,0) (0,0, 1)
_"m ( — m)
3q+3 <1, PIEG R =y iy e on 2t ywre > (1,1,0) (0,0,1)
om (g+1)t—m _ 1y m _ _
3q + 4 <1’ C(l1a+1§2t—m ) a((’ c(tH»l)tfmo)erc > (CQm (q+1)t7 17 0) (CTﬂ qt7 07 1)

On en déduit que

a m/d
_t/d
Yeminye = o : <a - cm> '
On a N(w(3m+t)/d) =1let N(l/)z) #1si0<i< (3m + t)/d Donc 7/)(3m+t)/d
est I'unité fondamentale supérieure a 1 de O et la longueur de la période du
développement de I’algorithme de Voronoi est | = (3m +t)/d.
On peut remarquer que, de méme que pour la famille étudiée dans [1]

qui correspond a t =1 :
e les points auxiliaires choisis sont donnés par ’AJP;
e les développements par ’AJP et par l'algorithme de Voronoi coin-
cident : ils ont donc la méme longueur et I'unité obtenue par ’AJP est
I’unité fondamentale supérieure a 1 de O.

4. Etude d’une deuxieme famille. Soit ¢ > 2, m > 1 et r des entiers

tel que r # 1 et r divise ¢ — 1. On considere le polynéme
f(X)=X3—rc™X? — (c—1)X —rc™.

On montre facilement que f(X) est irréductible et admet une racine réelle
unique notée « telle que r¢™ < a < r¢™ + 1. On note K = Q(a), O = Z[«q],
az =, ag = ala—rc™).

4.1. Développement par lalgorithme de Jacobi—Perron. On a le théoreme
suivant :
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THEOREME 4.1. Le développement par I’AJP de (a1, ) est purement
périodique de longueur I = 9m + 3 et

3
o3 o m
E= —| ———
r \a—rcm

Preuve. L’algorithme commence avec

est une unité de Za].

ag]) = q, ago) =rc™,
ago) =a(a—rdm), ago) =c—1.

On établit sans difficulté les formules suivantes, pour 0 < s <m —1:

3s+1 « 3s+1
aé5+): , agS‘i‘):cs,
rcmfs
3s+1)  ala—rc™) (35+1)
r¢m—*S
(3s+2) rem? (35+2) m—s—1
Qs = , ay =rc ,
ala —rem)
(3s+2) 1 (3s+2) _
Oél — *, al — 0,
Q@
3s+3 35+3
a(23+):a, ager):rcm,
m—s—1
3543 re 3s+3
a§5+): , ags+):0.
Q
Ainsi au rang 3m + 1 on obtient
3m+1 a 3m+1
i) 2 @ S on

)
"
@m+1) _ la—rc™)  gmyr) _c—1
aj =—2 aq =—.
r T

On montre facilement les formules suivantes, pour 0 < s <m —1:

3s5+3m—+2 a 354+3m+2
a;s-i-m-i-): : ags-i-m-&-):rCS,
Cm—s
(354+3m+2) a(a - TCm) (35+3m+2)
al = 77 a/l == O,
rcm—s>
(3s4+3m+3)  rc"T® (3543m+3) _  m_s—1
Qg =—, 0y =1rc ,
ala —rem)
a§35+3m+3) _ 17 a§35+3m+3) —0,
o
3s5+3m+4 o 3s+3m+4
OééSerJr):?, aéerer):Cm’
m—s—1
3s+3m-+4 c 3s5+3m+4
ags—f—m-i-): 7 ags—i-m-i-):O’

Q
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Ainsi au rang 6m + 2 on obtient
Oé§6m—i-2)

m

6m+2
aém+):rc )

= a7
(6m+2)  ola—rc™)  (6my2) c—1
o =—" = —
r T
On a ensuite les formules pour 0 < s <m —1:

S

35+6m—+3 o 35+6m+3
aés—i—m—‘,—): aés—‘,—m—i—)zrc,

cm—s )
@Bst6m+3) _ (a—71c™)  (3516m+3)
oy =—" =0

) 9

Cm—s
(35+6m—+4) cmTE (8s+6m—+4) _ m_s_1
fa%) = , ay =c ,
ala—rem)
ag3s+6m+4) _ l’ a§3s+6m+4) _o,
«
35+6m+5 35+6m+5
aés-ﬁ-m-ﬁ-):a, aés+m+):7“cm,
—s—1
(354+6m+5) cmTs (35+6m+5)
Q = a =0.
1 o 1

Finalement,

(0)

a0+ o = o0
ala—rc™) =y .

9 3
oot _

Ainsi, ce développement est purement périodique de longueur | = 3(3m+1)
et une unité de Z[a] est donnée par la formule de Hasse—Bernstein [2], &

sSavoir :
-1 3 3m
(r) a o
= | | ay = —| ——— .
r \a—rc™

Ceci termine la démonstration du théoréme 4.1.

4.2. Développement par lalgorithme de Voronoi. Avec les mémes nota-
tions que celles définies précédemment, a savoir L = (1, aq, o) est un réseau
de K et ¢ = u+ vay + was est le point extrémal adjacent a 1 dans L, on a
les lemmes suivants :

LEMME 4.2. Pour un entier s, 0 < s < m,

o si L= (1,aa—rc c/a) alors (u,v,w) = (rc¢™, 1,0);

o si L={(1,(a—rc™)/r,c?/a) alors (u,v,w) = (¢, 1,0);
e siL=(l,aa—rc™,rc*/a) alors (u,v,w) = (rc¢™,1,0).
LEMME 4.3. Pour un entier s, 0 < s <m — 1,

o si L=(1,c°/a? 1/a) alors (u,v,w) = (c*,1,0);

o si L= {(1,rc®/a? r/a) alors (u,v,w) = (rc*,1,0);

e si L= (1,rc*/a? 1/a) alors (u,v,w) = (rc*,1,0).
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LEMME 4.4. Pour un entier s, 0 < s <m —1,

) a—rc" ala—rd™) mel—s
e si L= <17 e s > alors (u,v,w) = (r¢™=17%,1,0);
o 51 L = <1, a—rc" ala—rd) alors (u,v,w) = (re™=175,1,0);

pyseers pal S| alors (u,v,w) = (¢™~17%,1,0).

cstl ’ restl >

. SiL:<17a—rcm ala—re™)

Ces lemmes sont encore semblables & ceux énoncés dans [1], qui corres-
pondent a r = 1, et les démonstrations en sont identiques.

A Taide de ces lemmes on procede de méme que pour la premiere famille
et on détermine la suite des points extrémaux de . On obtient ainsi, pour
0 < s<m—1, les résultats donnés dans le tableau 2.

Tableau 2
k Ly = (L, ¢k /¥, Yr—1/%k) Vkt1/ Yk br1/Vk
0 (La—rc™,rc™/a) (re™, 1,0) (c—1,0,1)
3s+1 (L,a —rc™, ¢’ /o) (re™,1,0) (0,0,1)
3s+2 (1,¢%/a?,1/a) (¢*,1,0) (0,0,1)

3s+3 (1, (a—rc™) /T ala —rd™) /T (r¢™T175,1,0)  (0,0,1)

3m+1 (La —rc™, ™ /) (rc™,1,0) (6;1,0, 1)
3s+3m+2 (1, (a—=rc™)/r,c’/a) (c™,1,0) (0,0,1)
3s+3m+3 (1,7¢% o, r/a) (re®,1,0) (0,0,1)

3s+3m+4 (1, (a—rc™) /T ala — ™) /ST (r¢™717%1,0)  (0,0,1)

6m + 2 (1, (@ — rd™) /r, ™ /) (@™, 1,0) (%o 1)
6m+3s+3 (La—rc™, rc®/a) (re™, 1,0) (0,0,1)
6m + 35+ 4 (1,7¢% /o, 1/a) (re®,1,0) (0,0,1)

a—rc™ ala—rd™) >

6m +3s +5 <1’ R S |
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On a noté
po=a—rc", Y_i=1rc"/a

De méme que précédemment, on en déduit que
3
" a’ « n
om+3 = — | ———— .
mt r \a—rcm

N(’L/ng+3) =1 et N(”L/Jz)#l si0<i<9m+ 2.
Donc gy, +3 est I'unité fondamentale supérieure a 1 de O et la longueur de
la période du développement de I'algorithme de Voronoi est [ = 9m + 3.
On peut encore remarquer que :

On a

e les points auxiliaires choisis sont donnés par I’AJP;

e les développements par ’AJP et par l'algorithme de Voronoi coinci-
dent : ils ont donc la méme longueur et I'unité obtenue par VAJP est
I'unité fondamentale supérieure & 1 de O.

5. Généralisation de ces familles. Soit c>2, m>1,1<t<metr
des entiers tel que r # 1 et r divise ¢? — 1, ot d = pged(m, t). On considere
le polynome

f(X)=X3—rc™X% — (F —1)X —rc™.
On montre toujours facilement que f(X) est irréductible et admet une racine
réelle unique notée « telle que r¢™ < a < re™ + 1.

On note K = Q(a), O = Z[a], aa = a, a1 = a(a —rc™).

Cette famille de corps, dépendant de quatre parameétres, généralise les
deux familles précédentes. On obtient de maniere analogue les deux théo-
remes suivants :

THEOREME 5.1. Le développement par I’AJP de (ay,as) est purement
périodique de longueur | = 3(3m +t)/d et

a3t/d a 3m/d
E =
r o —rcm

Pour démontrer ce théoreme il suffit de combiner les démonstrations des
deux théoremes correspondants pour les familles étudiées précédemment.

est une unité de Za].

THEOREME 5.2. L unité fondamentale supérieure ¢ 1 de O est

3m/d
a3t/d o m/
E =

r o —rcm

et la longueur du développement par [’algorithme de Voronoi est | =
3(3m +1t)/d.
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Pour les mémes raisons que plus haut, nous ne détaillons pas la démon-

stration de ce théoreme.
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