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Problemstellung. Es sei 71 = {1,2,3,...} die Menge der natiirlichen
Zahlen. Diese Menge wird gesiebt, indem jedes zweite Element entfernt
wird und die ungeraden Zahlen iibrigbleiben. Der Rest wird mit Fs be-
zeichnet. Danach wird jedes dritte Element in F, weggenommen; so F3 =
{1,3,7,9,...}. Die Menge Fj, entsteht indem man aus der Menge Fj,_1 jedes
k-te Element streicht. Man schreibe nun Fo = (,—, Fr und suche die An-
zahlfunktion F(n) = |Fs N [1,n]| zu bestimmen.

Diese Fragestellung scheint zum ersten Mal in Nordisk Matematisk Tid-
skrift [1] erwéhnt worden zu sein und dort hat Viggo Brun eine Losung
angegeben. Der Name ,das Flaviussche Sieb“ stammt von Gardiner u.a. [5],
allerdings ohne jede Begriindung. Doch scheint eben dieser ,Flavius“ mit
einem Ereignis bei Armageddon verkniipft zu sein. Die Losungen in [1] geben
F(n) ~ %\/ﬁ an. Eine Prézisierung stammt von Brun [3]:

2

F(n) = =i+ 0(n™®,  |f(n)| < 113, n > 5"

In dieser Arbeit werden wir zeigen:

SATZ.
B 2

Vv +O(n'/°).
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Diese Arbeit ist urspriinglich wéhrend eines langeren Aufenthaltes in Stuttgart ent-
standen. Sie diente als eine Art AbschluBarbeit fiir mein Grundstudium. Die Anregung
zum Problemkreis hat der vorzeitig verstorbene Dr. rer. nat. Gerold Wagner geleistet.
Seinem Andenken ist diese Veroffentlichung gewidmet. Er ist im Mérz 1990 bei einem
Lawinenunfall ums Leben gekommen. In der kurzen Zeit unserer Freundschaft hat er
mich vielfaltig beeinfluf3t, sowohl privat als auch wissenschaftlich.
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Einleitung, Hilfssatze

HiLFssAaTz 1. Es sei
(2n)!! 22np)?

B =G n = @ o

Dann gilt:
(1) B(n) ist streng monoton fallend, und y_;_, B(k) = 2(n+1)B(n)—2.

@ B = 5 2 (14 gy + 007,

BEMERKUNG. Einen schénen Beweis von der Summe in (1) hat Carlitz
[4] gefunden.

Es bezeichne fortan [z] die Gauss’sche Klammer, d.h. die grofite ganze
Zahl kleiner oder gleich z. Mehrmals wird aus [%] = ¢, wobei a und b

ganzzahlig sind, die Folgerung be < a < be + (b — 1) angewandst.

DEFINITION. Zu den Mengen {F}}32, und zu einem festen n fithren wir
drei Groflen ein, deren Studium zur Entwicklung des Siebverfahrens fiihrt:
N = |fk N [1,n]|, myp = Nig—1 — N und hy, = myp — my41. Lhre Abhin-
gigkeit von n wird unterdriickt. Da im k-ten Schritt jedes k-te Element in
Fr—1 N [1,n] unter den Ni_; moglichen Zahlen entfernt wird, ist my =
[Ni—1/k] einleuchtend.

Beim Fortschreiten des Verfahrens sind zwei ,Zeitpunkte“ interessant:
ko sei der grofite Index mit my, > 0 und es bezeichne k* = max{k | hy > 2}.
Insbesondere gilt fiir & € {k* +1,...,ko} entweder my11 = my — 1 oder
Mp+1 = M. AuBerdem ist F'(n) = limy_. |Fr N [1,n]| = Ni,.

HILFSSATZ 2.
(k—=1)Nj—1 < kN < (k= 1)Ng—1 + (k= 1),
n < kNp <n+ k(k—1),
ko —1 < Ny, = F(n) < ko,
Vn— 1 < F(n)<v2n.

~—~ o~ —~
[N}
—_— Y ~—

Beweis. Die Ungleichung (1) folgt aus Ny = Nx_1 — my = Ni_1 —
[Nk—1/k] durch Auflésen der Klammer. Das Wiederholen von (1) liefert (2).

Da nach Konstruktion Ni_; > Ny gilt, ist offenbar Ny_;/k mit wach-
sendem k streng abnehmend. Folglich ist my = [Ni_1/k] nicht wachsend.
Dadurch ist auch kp mittels my, > 1 und my,4+1 = 0 eindeutig bestimmt.
Die zwei Bedingungen besagen [Nj,_1/ko] > 1 und [Ng,/(ko + 1)] = 0,
d.h. Ni,—1 > ko bzw. Ny, < ko + 1. Wegen der Ganzzahligkeit ergibt sich
Niy < ko.
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Es ist weiter einleuchtend, dal ky = ko(n) mit wachsendem n niemals
abnehmen kann. Insbesondere ist fiir n > 5 immer ky > 3. Fiir jene n gilt
wegen (1) die Beziehung Ny, _1/ko < Ni,/(ko — 1) < ko/(ko — 1) < 3/2,
d.h. mrg, = 1. Damit haben wir ]CO -1 < Nko—l —1= Nko—l — Mg, = Nko
allgemein bestétigt und (3) ist erledigt fiir n > 5. Nachrechnen mit n = 2,
3 und 4 belegt (3) auch in diesen Fallen.

Aus (2) mit k = ko samt (3) folgern wir

2
n < koNiy < Nio(Niy +1) < (Nio +3)
Anderseits gilt koNg, < n + %ko(ko —-1)<n+ %k‘oNko, d.h. kgNg, < 2n,

beziehungsweise N} ; koNj,. Da beim Einsetzen von (3) in der Form
ko — 1 < N, bzw. Ny, < ko nicht gleichzeitig Gleichheit in den beiden

Beziehungen bestehen kann, folgern wir aus deren Kombination N, ,fo < 2n.

Wir haben noch einige Beziehungen notig, die wichtige Grolenverhéalt-
nisse verdeutlichen. Diese sind kaum mehr als zurechtgelegte Formen des
eben angefiithrten Hilfssatzes, fiir deren spéteren Einsatz angepasst.

HiLFssATZ 3. Fur alle k > 2 gelten die Ungleichungen

(5) mi(k —1) < N < (my +1)(k - 1),
(6) (mg — h)(k+1) < Ni < (mg — hg)(k+1) + k,
(7) k(k—1)(my — %) <n < k(k—1)(mg +1).

Beweis. Gemifl Definition bestehen my = [Ny_1/k] = [(my + Ng)/k]
und my — hy = mgy1 = [Ni/(k+1)], woraus offensichtlich (5) bzw. (6)
durch Auflésen der Klammer hervorgehen.

Um (7) zu beweisen, schreibt man zuerst kNy = mipk(k — 1) + k{N}, —
my(k — 1)}. Vermoge (5) sieht man Ny — myi(k — 1) < k — 1 ein. Hieraus
folgt nun
Anderseits ist nach (2)

n > kN — sk(k —1) > mpk(k — 1) — $k(k — 1) = (my — 3)k(k — 1),
wobei in der letzten Ungleichung die Beziehung Ni > my(k — 1) aus (5)
eingesetzt wurde. Der Hilfssatz ist bewiesen.

Die zuléssigen Kombinationen von (5) und (6) geben
®) mi(k—1) < (mg —hg)(kE+1)+k bzw.

(mp — he)(k+1) < (mg +1)(k - 1).
Lost man in jeder Ungleichung die Zahl k aus, ergibt sich sofort
2my — hg + 1 << 2my, — hyg
h +1 - T hp—1
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Die erste Beziehung in (8) fithrt auf £ < ... und die zweite auf k > ... zu.
Infolgedessen finden wir wiederum dank (6), dafl

ka — hk
hr — 1
Eine einfache Rechnung liefert schliefilich

Ni < my(2my — 2hy + 1)/(hk — 1).

Die besondere Wahl k = k*, M = my»11 = my+ —hg» fithrt zu (man beachte
hi« > 2)

Ni <k(mg —hg + 1) +my — hy, < (mp — hg + 1) + mg — hg.

F*<2M+2, Ny < (M+2)(2M +1).

Damit ergibt sich n < k*Nj- < (2M +2)(2M +1)(M +2) < 4(M + I)°
und wir haben den folgenden Satz bewiesen.

SATZ 4. FEs gilt die Ungleichung

(" 1/3_z
MEk*4+1 4 6

Die Filteridentitat und ihre Folgerungen. Die Effektivitét der hiesi-
gen Methode basiert auf dem Zusammenfiihren aller Schritte, deren entspre-
chenden hj denselben Wert annehmen. Die so entstehende Beziehung nen-
nen wir die Filteridentitat:

SATZ 5. Essein > 5. Fur2 < k < kg besteht die nachstehende Identitdt:
ko—1
(2my, — hi) (ko — k) = (Ni, — k) + (ko — Ni )+ (mi — Dko+ > Tu(ko—1).
I=k+1
Beweis. Geméf Definition gilt N;_1 —N; = my{l — (I—1)}, so daB eine
Summation von k + 1 nach x gibt

K k—1 K
Nk — ]\f,i = Z lml — Zlml_H = KMg41 — kmk+1 + Z lhl.
I=k+1 =k I=k+1

Diese Identitat kann man so umschreiben:
(mg + mis1)(k — k) = (N — kmy) + (kmye — Ny)

+ (Mg + Mpr1 — My — Mpgp1)K — Z Lhy.
I=k+1
Dank Z?:k-&-l h; = Zf:k_u(ml — My41) = MEy1 — My finden wir
k—1
(2mp, —hy)(k—k) = (Ny—kmp) + (kme — No) + (mg —mi )i+ Y hi(—1),
I=k+1
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wobei auch my+mygy1 = 2my—hy angewandt wurde. Mit K = kg und my, =1
(wegen n > 5, vgl. den Beweis von Hilfssatz 2) folgt die Behauptung.

SATZ 6. Fir alle k mit hy =1 und k* < k < kg gilt die Abschditzung
(9) |k:—B(mk—1)k0| < 1.

Beweis. Wir werden eine Induktion durchfiihren, die auf der nachste-
henden Umformung basiert:
(10)  [(ko—=0)—{1—=B(m;y—1)}ko| <1 wenn h;>0,k" <l <k.

Diese Aussage ist trivial im Falle | = kg, da die linke Seite gleich Null ist.
Die Annahme k* < [ fiihrt dazu, dafl h; = 0 oder 1 ist. Folglich ist jedes

m =1,...,m; unter den Zahlen my, ..., my, zu finden, sobald k* <[ < k.
AuBlerdem stehen die Zahlen j mit | < j < kg und h; = 1 durch j — m; in
ein-ein-deutigem Verhéltnis zu der Menge {1, ...,m;}, wenn nur h; = 1 gilt.

Es sei nun (10) giltig fiir diejenige l = k+1,..., ko, die h; = 1 erfiillen,
dabei darf ohne Einschrinkung hiy = 1 angenommen werden. Der Kiirze
halber sei im Folgenden Ry = {Ny — kmy} + ko — Ny, gesetzt. Die Filter-
identitat (Satz 5) und die Induktionsannahme beweisen nun

ko—1
(2my, — 1) (ko — k) = Ry, + (mi — Dk + Y hu(ko — 1)
I=k+1
ko—1
< Rp + (mk - 2) + (ka — 3)]€0 — Z hlB(ml — l)ko
I=k+1

=R, + (mk — 2) + (2mk — 1)/{0
- (ka - l)B(mk - l)ko

Man setze hier Zfi;j_l hi = mpy1 —my, = my — 2 ein, da hy, = my, =1
ist. Dabei ergibt sich die letzte Gleichheit hier oben aus Hilfssatz 1 und dem
Sachverhalt Y, iyB(m; —1) = >."* , B(m —1) — B(my, — 1). Letzterer folgt
aus den Féllen h; = 1 oder h; = 0. Die Abschétzung |Ri| < my, ist leicht
mittels Hilfssatz 3 zu beweisen. Folglich finden wir
ko —k < ;Z;—i—i_{l_B(mk_l)}ko

und eine Halfte von (10) ist bewiesen. Allerdings ist diese Ungleichung nur
dadurch erreicht, dafl die Induktionsannahme in der Form ,,... < 1* einge-
setzt wurde. Nimmt man anstatt dessen ,,... > —1%, so entsteht eine untere
Schranke indem man das Vorzeichen am Glied (my — 2) vertauscht. Mithin
haben wir auch

ko — k > _22’1:—? + {1 - B(?’I’L;€ — 1)}]’60

gezeigt und damit den Induktionsschritt, worauf der ganze Beweis folgt.
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BEMERKUNG. Die Losung von Brun basiert auf Abschitzungen wie (9).
Seine Ungleichungen lassen sogar Indizes k& mit hyx > 1 zu. Allerdings wird
das Endergebnis nur | ... | < ax, welches nicht scharf genug ist, um die jetzige
Verfeinerung zu erzielen.

Die Anzahlfunktion. Zunachst wird die Filteridentitat eingesetzt, um
die gewiinschten Abschétzungen von F'(n) zu erhalten. Es seien der Einfach-
heit halber o = \/7/2 und 8 = 2//7 gesetzt. Wir betrachten im Folgenden
nur ganze Zahlen n > 2916.

Zuerst wird die ganze Zahl m so gewahlt, dafl

1/3 1/3
n 7 n 1
11 ) I )
(11) <4) 6<m<(4> G

ist. Insbesondere ist m > 8 und Hilfssatz 1 gibt

(12) B(m—1) = % +O(m™3?),
Nach Satz 4 ist m < my+41 und somit gibt es einen Index k mit hy = 1 und
mrp = m.

Wir wollen jetzt moglichst enge untere und obere Schranken von F(n) =
Ny, = ko — ¢, € = 0 oder 1, finden. Die ganze Zahlen m, ko und k sind
allesamt von n abhéngig. Aus Satz 6 und der Beziehung (12) geht hervor,
daf

k = akom™2 4+ O(kym=3/2).

Nach Hilfssatz 2 ist kg = O(n'/?) und dank (11) ergibt sich

mk(k —1) = o?k3 + O(n*/3) bzw. k(k—1)=0O(n'/?).
Greift man jetzt auf Hilfssatz 3 zuriick, erhélt man

n=mk(k —1) + O(k(k — 1)) = o®k% + O(n?/3).
Als letzter Schritt bleibt nur noch
o aym B

ko + Bv/n

wobei ko + 3v/n > (14 3)y/n—  eingesetzt wurde. Somit haben wir gezeigt

= om'’),

SATZ 7. Die Anzahl F(n) der ganzen Zahlen kleiner gleich n nach dem
Flaviusschen Siebverfahren gentigt

F(n) = %\/ﬁ +O(n'/%).

NG

BEMERKUNG. Eine Berticksichtigung der verschiedenen Ordoausdriicke
und bessere Angaben in Hilfssatz 1(2) 148t die Verschérfung zu:

2
F(n) = —vn+0n)n'/%, |0(n)| < 2,6, n > 2915.
s

VT

Die nétige Rechnung wurde urspriinglich in [2] durchgefiihrt.
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