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Uslovi� ortogonal~nosti na koneqnyh otrezkah
dl� funkci$i π(x), R(x)

vhod�wih v zakon prostyh qisel

�N MOZER (Bratislava)

Vvedenie. Napomnim sledu�wu� formulu dl� π(x):

ln ζ(s) =
∞\
2

s

xs − 1
· π(x)

x
dx, s = σ + it, σ > 1,

suwestvu�wu� v teorii dzeta-funkcii Rimana. V sv�zi s �to$i
formulo$i v predlagaemo$i rabote izuqaets� funkcional~na� ma-
trica integralov

(1)

P\
2

Re
{

1/2 + it

x1/2+it − 1

}
π(x)
x

dx,

P\
2

Im
{

1/2 + it

x1/2+it − 1

}
π(x)
x

dx,

P\
2

Re
{

1/2 + it

x1/2+it − 1

}
R(x)
x

dx,

P\
2

Im
{

1/2 + it

x1/2+it − 1

}
R(x)
x

dx,

sootvetstvu�wih proizvedeni� matric(
π(x)
x

R(x)
x

)
· (Re{. . .}, Im{. . .})

dl� t ∈ 〈T, T +H〉, gde

(2) P = [(lnP0)1−ε], P0 =

√
T

2π
, H ∈ 〈P 4,

√
T 〉

(ε — skol~ ugodno maloe polo�itel~noe qislo; uslovie H ≤ √T
vyra�aet lix~ stremlenie k lokalizacii) i π(x), R(x) — funkcii
vhod�wie v formulu

(3) π(x) =
x\
2

du

lnu
+R(x).
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Tak kak integraly (1) sootvetstvu�t koneqnomu otrezku 〈2, P 〉
peremenno$i x i koneqnomu otrezku 1/2 + it, t ∈ 〈T, T +H〉, kritiqes-
ko$i pr�mo$i, to �ti integraly �vl��ts� soverxenno nedostupny-
mi dl� teorii osnovanno$i na dzeta-funkcii Rimana (da�e v pred-
polo�enii spravedlivosti gipotezy Rimana).

Odnako v �tom napravlenii poluqeny sledu�wie kanoniqeskie
svo$istva funkci$i π(x), R(x). Pri nekotoryh uslovi�h:

(A) dl� vseh dostatoqno bol~xih celyh P suwestvu�t takie
koneqnye mno�estva {t(1)(P )}, {t(2)(P )} znaqeni$i t(1), t(2) ∈ 〈T, T+H〉,
qto

P\
2

Re
{

1/2 + it(1)

x1/2+it(1) − 1

}
π(x)
x

dx = 0,

P\
2

Im
{

1/2 + it(2)

x1/2+it(2) − 1

}
π(x)
x

dx = 0;

(B) suwestvuet beskoneqna� posledovatel~nost~ {P} celyh qi-
sel i takie koneqnye mno�estva {t(3)(P )}, {t(4)(P )} znaqeni$i t(3), t(4)

∈ 〈T, T +H〉, qto
P\
2

Re
{

1/2 + it(3)

x1/2+it(3) − 1

}
R(x)
x

dx = 0,

P\
2

Im
{

1/2 + it(4)

x1/2+it(4) − 1

}
R(x)
x

dx = 0.

ZAMEQANIE 1. Poluqennye uslovi� v sluqae P = P mo�no naz-
vat~ kombinirovannymi uslovi�mi ortogonal~nosti dl� funkci$i
π(x), R(x), x ∈ 〈2, P 〉.

Dokazatel~stvo rezul~tatov opiraets� na funkci� ζ̃−1(s) (rod-
stvennu� funkcii ζ̃(s), sm. [2]), kotora� opredelena (sm. (9)) pri
pomowi qastiqnogo proizvedeni� �$ilera

∏

p≤P

(
1− 1

ps

)

(p probegaet prostye qisla), dl� kotoro$i spravedliv analog gipo-
tezy Rimana (sm. Lemmu 1).

ZAMEQANIE 2. Udivitel~nym �vl�ets� to obsto�tel~stvo, qto
osnovnu� rol~ v dokazatel~stve igra�t ne kritiqeskie nuli 1/2+
iγν funkcii ζ̃−1(s), a korni η nekotoryh drugih transcendentnyh
uravneni$i.
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1. Osnovnye rezul~taty. Spravedliva

TEOREMA 1. Pri uslovi�h (2), dl� l�bogo dostatoqno bol~xogo
celogo P, l�bogo

(4) a = a(P ) ∈ 〈−M1,M1〉, M1 = M1(P ) =

√
P

lnP · ln ln lnP
,

i skol~ ugodno malogo ε suwestvu�t koneqnye mno�estva {η(1)},
{η(2)} znaqeni$i

η(k) = η(k)(P, a, ε) ∈ 〈T, T +H〉, k = 1, 2,

takih, qto

(5)

P\
2

Re
{

1/2 + iη(1)(a)
x1/2+iη(1)(a) − 1

}
π(x)
x

dx = a,

P\
2

Im
{

1/2 + iη(2)(a)
x1/2+iη(2)(a) − 1

}
π(x)
x

dx = a;

pri �tom qislo �lementov ka�dogo iz �tih mno�estv po men~xe$i
mere A(ε)H ln lnP0.

V sluqae a = 0 iz (5) poluqa�ts� uslovi� ortogonal~nosti:

SLEDSTVIE 1.
P\
2

Re
{

1/(2η(1)) + i

x1/2+iη(1) − 1

}
π(x)
x

dx = 0,

P\
2

Im
{

1/(2η(2)) + i

x1/2+iη(2) − 1

}
π(x)
x

dx = 0,

gde η(1) = η(1)(P, 0, ε), η(2) = η(2)(P, 0, ε).

SLEDSTVIE 2. Funkci� π(x), x ∈ 〈2, P 〉, �vl�ets� rexeniem odno-
rodnyh integral~nyh uravneni$i

P\
2

Re
{

1/(2η(1)) + i

x1/2+iη(1) − 1

}
Φ(x;P, η(1))

x
dx = 0,

P\
2

Im
{

1/(2η(2)) + i

x1/2+iη(2) − 1

}
Φ(x;P, η(2))

x
dx = 0,

gde {η(1)}, {η(2)} ⊂ 〈T, T +H〉 — diskretnye mno�estva parametrov
(korne$i nekotoryh transcendentnyh uravneni$i).
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Poskol~ku

Re
{

1/(2t) + i

x1/2+it − 1

}
=
√
x sin(t lnx) + (1/(2t)){√x cos(t lnx)− 1}

x+ 1− 2
√
x cos(t lnx)

,

Im
{

1/(2t) + i

x1/2+it − 1

}
=
√
x cos(t lnx)− 1− (

√
x/(2t)) sin(t lnx)

x+ 1− 2
√
x cos(t lnx)

,

to delaem

ZAMEQANIE 3. Pri l�bom dostatoqno bol~xom celom P , su-
westvuet koneqna� sistema funkci$i

K1(u; η(1)) =
eu/2 sin(η(1)u) + (1/(2η(1))){eu/2 cos(η(1)u)− 1}

eu + 1− 2eu/2 cos(η(1)u)

i koneqna� sistema funkci$i

K2(u; η(2)) =
eu/2 cos(η(2)u)− 1− (eu/2/(2η(2))) sin(η(2)u)

eu + 1− 2eu/2 cos(η(2)u)

ortogonal~nyh funkcii π(eu), u ∈ 〈ln 2, lnP 〉 (sm. Sledstvie 1).

Koneqno, iz sistemy

{K1(u; η(1))} ∪ {K2(u; η(2))}
(naprimer), mo�no vydelit~ line$ino nezavisimu� sistemu i po
metodu ortogonalizacii Gil~berta–Xmidta postroit~ ortonor-
mirovannu� sistemu. S �tim sv�zana vozmo�nost~ approksimiro-
vat~ (naprimer) funkci� R(eu), u ∈ 〈ln 2, lnP 〉, v smysle sred-
nego kvadratiqeskogo sootvetstvu�wim «trigonometriqeskim po-
linomom» postroennym po funkci�m ortogonal~nym funkcii π(eu),
u ∈ 〈ln 2, lnP 〉.

Dalee otmetim, qto suwestvuet beskoneqna� posledovatel~nost~
{P} celyh polo�itel~nyh qisel, dl� kotoryh imeet mesto ocenka

(6) |R(P )| ≤
√
P

ln lnP

ln ln lnP
.

De$istvitel~no, poskol~ku (sm. (3), P — celoe)

R′(x) = − 1
lnx

, x ∈ (P, P + 1), R(P + 0)−R(P − 0) = 0, 1,

to ocenka (6) sleduet iz teoremy Littlvuda o beskoneqnosti mno-
�estva izmeneni$i znaka funkcii R(x), x→∞.

Spravedliva

TEOREMA 2. Pri uslovi�h (2) dl� l�bogo dostatoqno bol~xogo P ,
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l�bogo

(7) b = b(P ) ∈ 〈−M2,M2〉, M2 = M2(P ) =

√
ln lnP

ln ln lnP
,

skol~ ugodno malogo ε i δ ∈ (0, 1/3) suwestvu�t koneqnye mno�estva
{η(3)}, {η(4)} znaqeni$i

η(k) = η(k)(P , b, ε, δ) ∈ 〈T, T +H〉, k = 3, 4,

takih, qto

(8)

P\
2

Re
{

1/2 + iη(3)(b)
x1/2+iη(3)(b) − 1

}
R(x)
x

dx = b,

P\
2

Im
{

1/2 + iη(4)(b)
x1/2+iη(4)(b) − 1

}
R(x)
x

dx = b;

pri �tom qislo �lementov ka�dogo iz �tih mno�estv po men~xe$i
mere H(ln lnP0)1/3−δ.

ZAMEQANIE 4. Koneqno, iz Teoremy 2 poluqa�ts� analogi
Sledstvi$i 1, 2 i Zameqani� 3. �vno otmetim lix~ uslovi� or-
togonal~nosti

P\
2

Re
{

1/(2η(3)) + i

x1/2+iη(3) − 1

}
R(x)
x

dx = 0,

P\
2

Im
{

1/(2η(4)) + i

x1/2+iη(4) − 1

}
R(x)
x

dx = 0.

Pust~ dalee

Q1 = [A(ε)H ln lnP0], Q2 = [H(ln lnP0)1/3−δ].

Tak kak
∂

∂x
ln(1− x−1/2−it) =

1/2 + it

x1/2+it − 1
· 1
x
,

to po teoremam 1, 2 poluqaets� sledu�wee rasxirenie uslovi$i
ortogonal~nosti.

SLEDSTVIE 3. Suwestvuet po men~xe$i mere Q1−l znaqeni$i η(1)
l (a)

∈ 〈T, T + H〉, . . . (koneqnoe mno�estvo pri fiksirovannyh a, b), dl�
kotoryh ime�t mesto sledu�wie uslovi� ortogonal~nosti:

P\
2

∂l+1

∂x∂tl
Re{ln(1− x−1/2−it)}

∣∣∣∣
t=η(1)

l
(a)
· π(x) dx = 0,

l = 0, 1, . . . , Q1 − 1, . . .
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No, poskol~ku a ∈ 〈−M1,M1〉, . . . , to v celom poluqaets� bes-
koneqna� sistema mownosti kontinuuma uslovi$i ortogonal~nosti
dl� π(x), x ∈ 〈2, P 〉 i R(x), x ∈ 〈2, P 〉 (nado iskl�qit~ povtor��-
wies� uslovi�, esli oni suwestvu�t).

ZAMEQANIE 5. Po Teoremam 1, 2 mo�no, naprimer, obrazovat~
ewe i drugie beskoneqnye mno�estva mownosti kontinuuma uslovi$i
ortogonal~nosti: obrazovaniem raznoste$i [summ] dvuh razliqnyh
formul Teoremy 1 pri l�bom a ∈ 〈−M1,M1〉 [a,−a ∈ 〈−M1,M1〉], . . .
(nu�no iskl�qit~ trivial~nye uslovi� ortogonal~nosti sootvet-
stvu�wie proizvedeni�m 0 ·π(x), 0 ·R(x) kak i povtor��wies� uslo-
vi�, esli oni suwestvu�t).

2. Funkci� ζ̃−1(s) i formula dl� π(x). V rabote [2] byl vveden,
po suwestvu, cely$i klass funkci$i tipa ζ̃(s). Pust~, naprimer,

ζ̃−1(s) =
∏

p≤P

(
1− 1

ps

)
+ χ(s)

∏

p≤P

(
1− 1

p1−s

)
(9)

=
∑′

n<P0

µ(n)
ns

+ χ(s)
∑′

n<P0

µ(n)
n1−s , s 6= 2k + 1, k = 0, 1, 2, . . . ,

gde µ(n) — funkci� Mëbiusa i P , P0 udovletvor��t uslovi�m (2).
Napomnim, qto funkci� ζ̃(s) okazalas~ «qast~� ζ(s)», t.e. qa-

st~� pribli�ennogo funkcional~nogo uravneni� dl� ζ(s). Funkci�
�e ζ̃−1(s) ne �vl�ets� «qast~� ζ(s)» v �tom smysle slova, no ona, v
svo� oqered~, postroena iz qaste$i proizvedeni� �$ilera. Sledova-
tel~no, funkci� ζ̃−1(s) sohran�et polnokrov~noe rodstvo s funkcie$i
ζ(s).

Pust~

D = D(T,H,K) = {s : σ ∈ 〈−K,K〉, t ∈ 〈T, T +H〉}, K > 1.

Spravedliva

LEMMA 1. Dl� vseh dostatoqno bol~xih T,

ζ̃−1(s) 6= 0, s ∈ D, σ 6= 1/2,

t.e. dl� ζ̃−1(s), s ∈ D, T →∞ spravedliv analog gipotezy Rimana.

Dokazatel~stvo �togo utver�deni� poluqaets� po obrazcu doka-
zatel~stva analogiqno$i teoremy dl� funkcii ζ̃(s) v [2]. Tol~ko, v
silu otsutstvi� zavisimosti ζ̃−1(s) ot β ono neskol~ko uprowaets�.

Svo$istva nule$i funkcii ζ̃−1(s) na kritiqesko$i pr�mo$i σ = 1/2,
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t.e. nule$i funkcii

(10) eiϑ(t)ζ̃−1(1/2 + it) = Z̃−1(t;P ), t ∈ 〈T, T +H〉,
gde

(11) χ(1/2 + it) = e−i2ϑ(t), ϑ(t) =
t

2
ln

t

2π
− t

2
− π

8
+O

(
1
t

)
,

sledu�t teper~ iz formuly (sm. (9), (11))

(12) Z̃−1(t;P ) = 2B−1(t;P ) cos{ϑ(t) + C−1(t;P )},

(13)

B−1(t) =
∏

p≤P

∣∣∣∣1−
p−it√
p

∣∣∣∣ = exp
(

Re
{∑

p≤P
ln
(

1− p−it√
p

)})
,

C−1(t) =
∑

p≤P
arg
(

1− p−it√
p

)
= Im

{∑

p≤P
ln
(

1− p−it√
p

)}
.

Sledovatel~no, nul~ γν = γ−1
ν (P ) funkcii Z̃−1(t;P ) opredelen soot-

noxeniem (sm. (12))

(14) ϑ(γν) + C−1(γν) = πν + π/2, ν = 1, 2, . . .

Iz (14) legko poluqaets�

LEMMA 2. Dl� posledovatel~nyh nule$i %ν = 1/2 + iγν , %ν+1 =
1/2 + iγν+1 funkcii ζ̃−1(s) imeet mesto asimptotiqeska� formula

(15) γν+1 − γν =
π

lnP0
+O

{
1

(lnP0)3/2

}
, γν , γν+1 ∈ 〈T, T +H〉,

dl� T →∞.

Dalee, spravedliva

LEMMA 3. Imeet mesto formula

(16) −
P\
2

Im
{

%ν
x%ν − 1

}
π(x)
x

dx+ π(P ) Im
{

ln
(

1− 1
P %ν

)}

= ϑ[tν(π/2)]− ϑ(γν),

gde γν ∈ 〈T, T + H〉, H ≤ √T i {tν(π/2)} — posledovatel~nost~ udo-
vletvor��wa� uslovi� (sm. [1])

(17) ϑ[tν(π/2)] = πν + π/2.

Doka z a t e l ~ s t v o. Formulu (14) zapixem v forme (sm. (13),
(17))

(18) Im
{∑

p≤P
ln
(

1− 1
p%ν

)}
= ϑ[tν(π/2)]− ϑ(γν).
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Dalee, po formule

(19) ln
(

1− 1
(n+ 1)%ν

)
− ln

(
1− 1

n%ν

)
= %ν

n+1\
n

dx

x(x%ν − 1)

poluqaem

(20)
∑

p≤P
ln
(

1− 1
p%ν

)

=
P∑
n=2

{π(n)− π(n− 1)} ln
(

1− 1
n%ν

)

=
P−1∑
n=2

π(n)
{

ln
(

1− 1
n%ν

)
− ln

(
1− 1

(n+ 1)%ν

)}

+ π(P ) ln
(

1− 1
P %ν

)

= −%ν
P\
2

π(x)
x(x%ν − 1)

dx+ π(P ) ln
(

1− 1
P %ν

)
.

Teper~ iz (18) v silu (19), (20) sleduet (16).

3. Formula dl� R(x). Spravedliva

LEMMA 4. Pust~

(21) U(x) =
x\
2

du

lnu
, x ∈ 〈2, P 〉.

Togda pri σ ∈ 〈1/2,K〉 imeet mesto

s

P\
2

U(x)
dx

x(xs − 1)
= U(P ) ln

(
1− 1

P s

)
(22)

+
∞∑
n=0

1
n+ 1

P\
2

dx

x(n+1)s lnx

= U(P ) ln
(

1− 1
P s

)
+O

(√
lnT
T

)
.

Doka z a t e l ~ s t v o. Pust~

(23) V (x) = V (x; s) =
x\
2

dv

v(vs − 1)
.
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Togda

(24)
P\
2

U(x)
dx

x(xs − 1)
= U(P )V (P )−

P\
2

V (x)
lnx

dx.

Tak kak summirovaniem sootnoxeni$i (19) dl� %ν→s, n=2, . . . , P−1,
poluqaets� formula

ln
(

1− 1
P s

)
= s

P\
2

dx

x(xs − 1)
+ ln

(
1− 1

2s

)
,

to

U(P )V (P ) = U(P )
P\
2

dx

x(xs − 1)
(25)

=
U(P )
s

{
ln
(

1− 1
P s

)
− ln

(
1− 1

2s

)}
.

Dalee (sm. (23)),

V (x) =
x\
2

∞∑
n=0

1
v(n+1)s+1

dv

=
1
s

∞∑
n=0

1
n+ 1

(
1

2(n+1)s
− 1
x(n+1)s

)

= −1
s

ln
(

1− 1
2s

)
− 1
s

∞∑
n=0

1
(n+ 1)x(n+1)s

i (sm. (21))

(26) −s
P\
2

V (x)
lnx

dx = U(P ) ln
(

1− 1
2s

)
+
∞∑
n=0

1
n+ 1

P\
2

dx

x(n+1)s lnx
.

Sledovatel~no (sm. (24)–(26)),

s

P\
2

U(x)
dx

x(xs − 1)
= U(P ) ln

(
1− 1

P s

)
(27)

+
∞∑
n=0

1
n+ 1

P\
2

dx

x(n+1)s lnx
.
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Tak kak

P\
2

x−(n+1)s dx

lnx
=

1
(n+ 1)s− 1

{
1

2(n+1)s−1 ln 2

− 1
P (n+1)s−1 lnP

−
P\
2

dx

x(n+1)s ln2 x

}

=
1

(n+ 1)s− 1
{O(1) +O(

√
P ) +O(

√
P )}

= O

{ √
P

(n+ 1)T

}
,

to (sm. (2))

Ω(s;P ) =
∞∑
n=0

1
n+ 1

P\
2

dx

x(n+1)s lnx
(28)

=
∞∑
n=0

O

{ √
P

(n+ 1)2T

}
= O

(√
lnT
T

)
.

Teper~ iz (27) v silu (28) sleduet (22). Dokazatel~stvo Lemmy 4
zakonqeno.

Polaga� π(x) = U(x) +R(x) (sm. (3), (21)) v vyra�enii

(29) W = −
P\
2

%ν
x%ν − 1

· π(x)
x

dx+ π(P ) ln
(

1− 1
P %ν

)
,

po Lemme 4 (s = %ν) poluqaem

W = −
P\
2

%ν
x%ν − 1

· R(x)
x

dx+R(P ) ln
(

1− 1
P %ν

)
(30)

−%ν
P\
2

U(x)
x(x%ν − 1)

dx+ U(P ) ln
(

1− 1
P %ν

)

= −
P\
2

%ν
x%ν − 1

· R(x)
x

dx+R(P ) ln
(

1− 1
P %ν

)

+O

(√
lnT
T

)
.

Sledovatel~no, nami dokazana (sm. (16), (29), (30))
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LEMMA 5. Pri uslovi�h (2) imeet mesto formula

(31) −
P\
2

Im
{

%ν
x%ν − 1

}
R(x)
x

dx

+R(P ) Im
{

ln
(

1− 1
P %ν

)}
+O

(√
lnT
T

)

= ϑ[tν(π/2)]− ϑ(γν), T →∞,
dl� γν ∈ 〈T, T +H〉.

ZAMEQANIE 6. V modeli osnovanno$i na funkcii ζ̃−1(s) �ffekt
sbli�eni� integral~nyh uravneni$i dl� π(x) i R(x) — formula
(31) poluqaets� iz formuly (16) oqen~ malym vozmuweniem (28)
— pro�vl�ets� v bolee «qisto$i» forme qem v rabote [2].

4. Obobwenie osnovnyh formul. Pust~ teper~ {γ2ν(α)} — po-
sledovatel~nost~ udovletvor��wa� uslovi� (sr. (14))

(32) ϑ[γ2ν(α)] + C−1[γ2ν(α)] = 2πν + α, α ∈ 〈−π, π〉
(suwestvovanie {γ2ν(α)} �vl�ets� sledstviem vozrastani� funkcii
ϑ(t) + C−1(t)). Tak kak {γ2ν(π/2)} ∪ {γ2ν(−π/2)} = {γν}, to {γ2ν(α)}
�vl�ets� obobweniem posledovatel~nosti {γν}.

Otmetim, qto iz (12) v sluqae t = γ2ν(α) poluqaem formulu

(33) Z̃−1[γ2ν(α);P ] = 2B−1[γ2ν(α);P ] cosα.

Iz formuly (32) poluqa�ts� sledu�wie rezul~taty (sr. Lemmy
2, 3 i 5).

LEMMA 6. Dl� sosednih qlenov posledovatel~nosti {γ2ν(α)} ime-
et mesto asimptotiqeska� formula

γ2ν+2(α)− γ2ν(α) =
2π

lnP0
+O

{
1

(lnP0)3/2

}

dl� γ2ν(α), γ2ν+2(α) ∈ 〈T, T +H〉, T →∞.

LEMMA 7. Pri uslovi�h (2) imeet mesto formula

−
P\
2

Im
{

%2ν(α)
x%2ν(α) − 1

}
π(x)
x

dx+ π(P ) Im
{

ln
(

1− 1
P %2ν(α)

)}

= ϑ[t2ν(α)]− ϑ[γ2ν(α)],

gde {t2ν(α)} udovletvor�et uslovi� (sm. [1])

(34) ϑ[t2ν(α)] = 2νπ + α

i %2ν(α) = 1/2 + iγ2ν(α).



320 �n Mozer

LEMMA 8. Pri uslovi�h (2) imeet mesto formula

(35) −
P\
2

Im
{

%2ν(α)
x%2ν(α) − 1

}
R(x)
x

dx

+R(P ) Im
{

ln
(

1− 1
P %2ν(α)

)}
+ ω1[γ2ν(α)]

= ϑ[t2ν(α)]− ϑ[γ2ν(α)],

gde (sm. (27), (28))

Ω(s;P ) = −
∞∑
n=0

1
n+ 1

P\
2

dx

x(n+1)s lnx
= O

(√
lnT
T

)
,

ω1[γ2ν(α)] = ω1[γ2ν(α);P ] = Im{Ω[%2ν(α);P ]}

=
∞∑
n=0

1
n+ 1

P\
2

sin{(n+ 1)γ2ν(α) lnx}
x(n+1)/2

dx,

dl� γ2ν(α) ∈ 〈T, T +H〉.
Pust~ (sm. (13))

(36) D−1(t) = ln{B−1(t)} = Re
{∑

p≤P
ln
(

1− p−it√
p

)}
.

Tak kak iz (33) sleduet formula

B−1[γ2ν(α)] =
Z̃−1[γ2ν(α)]

2 cosα
, α ∈ 〈−π, π〉

(napomnim, qto B−1(t) > 0 i γ2ν(±π/2) — nuli funkcii Z̃−1(t)), to

(37) D−1[γ2ν(α)] = Re
{∑

p≤P
ln
(

1− piγ2ν(α)

√
p

)}
.

Teper~ iz (37) v silu (20) sleduet

LEMMA 9. Pri uslovi�h (2) imeet mesto formula

−
P\
2

Re
{

%2ν(α)
x%2ν(α) − 1

}
π(x)
x

dx+ π(P ) Re
{

ln
(

1− 1
P %2ν(α)

)}

= D−1[γ2ν(α)].

Ots�da, analogiqno sluqa� Lemmy 7 i Lemmy 8, sleduet
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LEMMA 10. Pri uslovi�h (2) imeet mesto formula

(38) −
P\
2

Re
{

%2ν(α)
x%2ν(α) − 1

}
R(x)
x

dx

+R(P ) Re
{

ln
(

1− 1
P %2ν(α)

)}
+ ω2[γ2ν(α)]

= D−1[γ2ν(α)],

gde

ω2[γ2ν(α)] = ω2[γ2ν(α);P ] = Re{Ω[%2ν(α);P ]}.

5. Lemma o korn�h pervogo transcendentnogo uravneni�

5.1. Nevozmuwennoe uravnenie. Pust~

C0(t) =
∑

p≤P

sin(t ln p)√
p

+
∑

p≤P

sin(2t ln p)
2p

(39)

= C1(t) + C2(t), t ∈ 〈T, T +H〉,
i N1[〈T, T + H〉;C0] oboznaqaet qislo nule$i funkcii C0(t), t ∈
〈T, T +H〉. Spravedliva sledu�wa�

LEMMA 11. Pust~ H ∈ 〈P 4,
√
T 〉 i δ ∈ (0, 1/3). Togda pri uslovi�h

(2) imeet mesto ocenka

(40) N1 > H(ln lnP0)1/3−δ, T →∞,
dl� l�byh dopustimyh fiksirovannyh ε, δ.

Dokazatel~stvo lemmy poluqaets� toqno po metodu A. Sel~ber-
ga ([3], str. 21–26) dokazatel~stva teoremy o qisle izmeneni$i znaka
izvestno$i (skaqkoobrazno$i) funkcii S(t). Napomnim, qto v [3] is-
pol~zuets� predstavlenie dl� S(t) vernoe v predpolo�enii sprave-
dlivosti gipotezy Rimana — obsto�tel~stvo ne kasa�wees� naxego
sluqa�. Sledovatel~no, dostatoqno privesti lix~ osnovnye for-
muly, sootvetstvu�wie zamene S(t)→ C0(t).

Poskol~ku (sr. [3], str. 13, k = 1, x→ P , str. 14, (4.2))
T+H\
T

{C1(t)}2 dt =
1
2
H ln lnP +O(H), H ≥ P 2,

i, analogiqnym obrazom,
T+H\
T

{C2(t)}2 dt = O(H),
T+H\
T

C1(t)C2(t) dt = O(H
√

ln lnP ),
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to

(41)
T+H\
T

{C0(t)}2 dt =
1
2
H ln lnP +O(H

√
ln lnP ), H ≥ P 2.

Dalee (sr. [3], str. 13, k = 2, x→ P , str. 14, (4.2)),

T+H\
T

{C1(t)}4 dt =
3
4
H(ln lnP )2 = O{H(ln lnP )}, H ≥ P 4,

i, analogiqnym obrazom,

T+H\
T

{C2(t)}4 dt = O(H).

Tak kak

{C0(t)}4 = C4
1 + 4C3

1C2 + . . . ,

to, ispol~zu� v nadle�awih mestah formulu Koxi–Bun�kovskogo,
poluqaem

(42)
T+H\
T

{C0(t)}4 dt =
3
4
H(ln lnP )2 +O{H(ln lnP )3/2}, H ≥ P 4.

Sledovatel~no, po formulam (41), (42) poluqaem (sr. [3], str. 24)

T+H\
T

|C0(t)| dt ≥

{T+H\
T

{C0(t)}2 dt
}3/2

{T+H\
T

{C0(t)}4 dt
}1/2

(43)

=
1√
6
H
√

ln lnP +O(H), H ∈ 〈P 4,
√
T 〉.

Pust~

(44)

I = I(t, h) =
t+h\
t

C0(τ) dτ,

J = J(t, h) =
t+h\
t

|C0(τ)| dτ,

h =
(

1
lnP

)1/3−2δ/3

.
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Tak kak (sr. [3], str. 22, (5.3))
T+H\
T

|I| dt ≤
√
H
{ T+H\

T

∣∣∣
t+h\
t

C1(τ) dτ +
t+h\
t

C2(τ) dτ
∣∣∣
2
dt
}1/2

,

T+H\
T

∣∣∣
t+h\
t

C1(τ) dτ
∣∣∣
2
dt ≤ Hh2

2
ln

1
h

+O(Hh2),

T+H\
T

∣∣∣
t+h\
t

C2(τ) dτ
∣∣∣
2
dt = O(Hh2),

T+H\
T

( t+h\
t

C1(τ) dτ
)( t+h\

t

C2(τ) dτ
)
dt = O(Hh2

√
ln(1/h)),

to (sr. [3], str. 21, lemma 7)

(45)
T+H\
T

|I| dt < 1− δ√
6
Hh
√

ln lnP .

Dalee, iz sootnoxeni� (sr. [3], str. 24)
T+H\
T

J dt = h

T+H\
T

|C0(t)| dt+O

(
h

√
P

lnP

)
, C0(t) = O

(√
P

lnP

)
,

v silu (43), (44) poluqaem ocenku snizu (sr. [3], str. 24, lemma 8)

(46)
T+H\
T

J dt >
1√
6

(
1− δ

2

)
Hh
√

ln lnP .

Pust~ E — podmno�estvo intervala (T, T +H), na kotorom J >
|I|. V silu (45), (46),

(47)
\
E

J dt ≥
T+H\
T

(J − |I|) dt > δ

5
Hh
√

ln lnP

i dalee (sr. [3], str. 25),

(48)
T+H\
T

J2 dt < Hh2 ln lnP.

Sledovatel~no, dl� mery E imeem ocenku

(49) m(E) ≥
{ \
E

J dt
}2{ T+H\

T

J2 dt
}−1

>
δ2

25
H.

Dokazatel~stvo Lemmy 11 zaverxaets� sledu�wim obrazom.
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Podrazdelim (T, T +H) na [H/h] = l0 intervalov j1, . . . , jl0 . Esli
ji soder�it toqku iz E, 1 ≤ i ≤ l0, to C0(t) dol�na izmenit~ znak
ili v ji ili v ji+1. Tak kak po men~xe$i mere m/h−2 �tih intervalov
soder�it toqku iz E, my vidim, qto C0(t) imeet po men~xe$i mere
(sm. (2))

m

2h
− 1 >

δ2

50
· H
h
− 1 =

δ2

50
H(lnP )1/3−2δ/3 − 1

=
δ2

50
(1− ε)1/3−2δ/3H(ln lnP0)1/3−2δ/3 − 1 > H(ln lnP0)1/3−δ

nule$i neqetnogo por�dka v intervale (T, T + H), t.e. imeet mesto
ocenka (40).

5.2. Vozmuwennoe uravnenie. Teper~ rassmotrim vopros o korn�h
uravneni�

(50) C−1(t) = R(P ) Im
{

ln
(

1− P−it√
P

)}
+ ω1(t) + b,

t ∈ 〈T, T +H〉, gde b ∈ 〈−M2,M2〉 (sm. (7)). Pust~ N2[〈T, T +H〉;C−1]
oboznaqaet qislo korne$i uravneni� (50).

Spravedliva

LEMMA 12. Pust~ H ∈ 〈P 4,
√
T 〉, δ ∈ (0, 1/3). Togda pri uslovi�h

(2) imeet mesto ocenka

(51) N2 > H(ln lnP0)1/3−δ, T →∞,
dl� l�byh dopustimyh P , b, ε, δ.

Doka z a t e l ~ s t v o. Rassmotrim korni uravneni� (50) v slu-
qae uslovi� (6). Uravnenie (50) napixem v forme

(52) C0(t) = R(P ) Im
{

ln
(

1− P−it√
P

)}
+ ω1(t)− r1(t) + b,

gde (sm. (2), (39))

r1(t) =
∑

p≤P

∞∑
n=3

sin(nt ln p)
npn/2

= O

(∑

p≤P

∞∑
n=3

1
(
√
p)n

)
(53)

= O

(∑

p≤P

1
p3/2

∞∑
n=3

1

(
√

2)n

)
= O(1).

Napomnim, qto metod A. Sel~berga (t.e. i ocenka (40)) �vl�ets�
invariantnym otnositel~no preobrazovani� (sr. [3], str. 26)

C0(t)→ C0(t)− F1(t), t ∈ 〈T, T +H〉
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esli

(54) F1(t) = o(
√

ln lnP ), P →∞.
V naxem sluqae imeem (sm. (2), (6), Lemmu 8, (52), (53))

F1(t) = R(P ) Im
{

ln
(

1− P−it√
P

)}
+ ω1(t)− r1(t) + b

= O

(√
ln lnP

ln ln lnP

)
,

t.e. uslovie (54) vypolneno. Sledovatel~no, ocenka (51) imeet
mesto v sluqae posledovatel~nosti {P}.

6. Lemma o korn�h vtorogo transcendentnogo uravneni�

6.1. Nevozmuwennoe uravnenie. Pust~

D1(t) =
√

ln lnP cos(t lnP ) +

√
P ln lnP
π(P )

D0(t)(55)

= D11(t) +D12(t), t ∈ 〈T, T +H〉,
gde

(56) D0(t) = −
∑

p≤P

cos(t ln p)√
p

−
∑

p≤P

cos(2t ln p)
2p

.

Pust~ N3[〈T, T + H〉;D1(t)] oboznaqaet nuli funkcii D1(t), t ∈ 〈T,
T +H〉. Spravedliva

LEMMA 13. Pust~ H ∈ 〈P 4,
√
T 〉. Togda pri uslovi�h (2) imeet

mesto ocenka

N3 > A1(ε)H ln lnP0, T →∞,
dl� l�bogo skol~ ugodno malogo ε.

Doka z a t e l ~ s t v o. Tak kak (sm. (55), (56))
√
P ln lnP
π(P )

D0(t) = O(
√

ln lnP )

(prostye soobra�eni� — sootvetstvu�wie sluqa� o(
√

ln lnP ) —
ne uspeva�t), to my i zdes~ primenim modificirovanny$i metod A.
Sel~berga.

Poskol~ku pr�mym vyqisleniem poluqaem
T+H\
T

{D11}2 dt ∼ 1
2
H ln lnP,

T+H\
T

{D11}4 dt ∼ 3
8
H(ln lnP )2
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i po metodu A. Sel~berga

T+H\
T

{D12}2 dt ∼ P ln lnP
2π2(P )

H ln lnP,

T+H\
T

{D12}4 dt ∼ 3
4
· (P ln lnP )2

π4(P )
H(ln lnP )2,

to spravedlivy formuly

(57)

T+H\
T

{D1(t)}2 dt ∼ 1
2
H ln lnP,

T+H\
T

{D1(t)}4 dt ∼ 3
8
H(ln lnP )2.

Pust~

(58)

Ik =
t+h\
t

D1k(τ) dτ, k = 1, 2,

I1 =
t+h\
t

D1(τ) dτ, J1 =
t+h\
t

|D1(τ)| dτ.

Tak kak

T+H\
T

∣∣∣
t+h\
t

D11(τ) dτ
∣∣∣
2
dt =

1
2
Hh2 ln lnP

sin2 (h
2 lnP

)
h2

4 ln2 P
+O

(
ln lnP

ln2 P

)

< {1 + o(1)}1
2
Hh2 ln lnP

pri uslovii (sr. (44))

(59) h = 1/ lnP,

to

T+H\
T

|I1| dt ≤
√
H
{ T+H\

T

∣∣∣
t+h\
t

D11(τ) dτ
∣∣∣
2
dt
}1/2

(60)

< {1 + o(1)}1
2
Hh
√

ln lnP ,

pri uslovii (59).



Uslovi� ortogonal~nosti dl� funkci$i π(x), R(x) 327

Dalee (sm. (56), sr. [3], str. 22, 23; nam dostatoqna trivial~na�
ocenka glavnogo qlena),

T+H\
T

∣∣∣
t+h\
t

D12(τ) dτ
∣∣∣
2
dt =

P ln lnP
π2(P )

T+H\
T

∣∣∣
t+h\
t

D0(τ) dτ
∣∣∣
2
dt

= 4
P ln lnP
π2(P )

∑∑

p,q≤P

sin
(
h
2 ln p

)
sin
(
h
2 ln q

)
√
pq ln p ln q

×
T+H+h/2\
T+h/2

cos(t ln p) cos(t ln q) dt+ . . .

=
P ln lnP
π2(P )

{
2H

∑

p≤P

sin2(h
2 ln p

)

p ln2 p
+O(H)

}

= O

(
P ln lnP
π2(P )

H

)
= O

(
P ln2 P

π2(P )
Hh2 ln lnP

)
,

t.e. (sm. (58))

(61)
T+H\
T

|I2| dt = o(Hh
√

ln lnP ),

pri uslovii (59). Teper~ (sm. (58)–(61))

(62)
T+H\
T

|I1| dt < (1 + ε) · 1
2
Hh
√

ln lnP .

Tak kak iz (57) sleduet neravenstvo (sr. (43))

T+H\
T

|D1(t)| dt >
(

1√
3
− ε

4

)
H
√

ln lnP ,

to (sm. (58), sr. (46))

T+H\
T

J1 dt = h

T+H\
T

|D1(t)| dt+O(h
√

ln lnP )(63)

>

(
1√
3
− ε

2

)
Hh
√

ln lnP .

Poskol~ku (sm. (62), (63), sr. (47))

\
E

J1 dt >

(
2−√3

2
√

3
− ε
)
Hh
√

ln lnP
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i (sr. (48))
T+H\
T

{J1}2 dt < Hh2 ln lnP,

to dokazatel~stvo zaverxaets� kak v p. 5.

6.2. Vozmuwennoe uravnenie. Teper~ rassmotrim vopros o korn�h
uravneni�

(64) D−1(t) = π(P ) Re
{

ln
(

1− P−it√
P

)}
+ a, t ∈ 〈T, T +H〉,

gde a ∈ 〈−M1,M1〉 (sm. (4)). Pust~ N4[〈T, T +H〉;D−1(t)] oboznaqaet
qislo korne$i uravneni� (64).

Spravedliva

LEMMA 14. Pust~ H ∈ 〈P 4,
√
T 〉. Togda pri uslovi�h (2) imeet

mesto ocenka
N4 > A(ε)H ln lnP0, T →∞,

dl� l�byh dopustimyh a, ε.

Doka z a t e l ~ s t v o. Tak kak (sm. (36), (56), sr. (53))

D−1(t) = D0(t)−
∑

p≤P

∞∑
n=3

cos(nt ln p)
n(
√
p)n

= D0(t) + r2(t) = D0(t) +O(1)

i

Re
{

ln
(

1− P−it√
P

)}
= −cos(t lnP )√

P
+O

(
1
P

)
,

to uravnenie (64) napixem v forme (sm. (55))

D1(t)− F2(t) = 0, t ∈ 〈T, T +H〉,
gde

F2(t) =

√
P ln lnP
π(P )

{
a− r2(t) +O

(
1
P

)}
= O

(
lnP · √ln lnP√

P
· |a|

)
.

Poskol~ku metod A. Sel~berga �vl�ets� invariantnym otnosi-
tel~no preobrazovani�

D1(t)→ D1(t)− F2(t)

pri uslovii
F2(t) = o(

√
ln lnP ),

a �to uslovie vypoln�ets� v sluqae

|a| ≤
√
P

lnP · ln ln lnP
(sm. (4)), to ots�da sleduet utver�denie Lemmy 14.
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7. Lemmy o korn�h tret~ego i qetvertogo transcendentnogo
uravneni$i. Rassmotrim uravnenie

D−1(t) = R(P ) Re
{

ln
(

1− P−it√
P

)}
+ ω2(t) + b.

Pust~ N5[〈T, T + H〉;D−1(t)] oboznaqaet qislo korne$i �togo urav-
neni�. Analogiqno sluqa� Lemmy 12 dokazyvaets�

LEMMA 15. Pust~ H ∈ 〈P 4,
√
T 〉, δ ∈ (0, 1/3). Togda pri uslovi�h (2)

imeet mesto ocenka

N5 > H(ln lnP0)1/3−δ, T →∞,
dl� l�byh dopustimyh P , b, ε, δ.

Dalee rassmotrim uravnenie

C−1(t) = π(P ) Im
{

ln
(

1− P−it√
P

)}
+ a.

Pust~ N6[〈T, T+H〉;C−1(t)] oboznaqaet korni �togo uravneni�. Ana-
logiqno sluqa� Lemmy 14 dokazyvaets�

LEMMA 16. Pust~ H ∈ 〈P 4,
√
T 〉. Togda pri uslovi�h (2) imeet

mesto ocenka
N6 > A(ε)H ln lnP0, T →∞,

dl� l�byh dopustimyh a, ε.

8. Dokazatel~stvo Teorem 1, 2. Tak kak nepreryvna� funkci�

(65) ϑ(t) + C−1(t), t ∈ 〈T, T +H〉,
vozrastaet (imeet polo�itel~nu� proizvodnu� v �tom prome�utke)
i znaqeni� 2πν + α, α ∈ 〈−π, π〉, zapoln��t bez probelov oblast~
znaqeni$i funkcii (65), to dl� l�bogo t ∈ 〈T, T+H〉 suwestvuet para
(ν, α) (dve pary tol~ko dl� nekotorogo koneqnogo qisla sluqaev)
taka�, qto t = γ2ν(α). Poskol~ku v silu (2), (32), (34), (35) imeem

−
P\
2

Im
{

%2ν(α)
x%2ν(α) − 1

}
R(x)
x

dx

+R(P ) Im
{

ln
(

1− 1
P %2ν(α)

)}
+ ω1[γ2ν(α)]

= C−1[γ2ν(α)],

to ots�da, po Lemme 12, sleduet vtora� formula Teoremy 2. Ana-
logiqnym obrazom: Lemmy 9, 14 privod�t k pervo$i formule Teo-
remy 1; Lemmy 10, 15 privod�t k pervo$i formule Teoremy 2;
Lemmy 7, 16 privod�t k vtoro$i formule Teoremy 1.
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