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1. Introduction. On sait que les seuls sous-groupes résolubles transitifs
du groupe symétrique S5 sont isomorphes au groupe de Frobenius F20, au
groupe diédral D5 et au groupe cyclique C5. Nous montrerons comment
construire des extensions de degré 5 à groupe de Galois résoluble à l’aide de
courbes elliptiques. Dans un premier paragraphe nous utiliserons une courbe
elliptique ayant un point de 5-torsion rationnel pour les groupes D5 et C5.
Puis, dans le paragraphe suivant, nous utiliserons une courbe elliptique ayant
un sous-groupe rationnel d’ordre 5 pour construire des extensions à groupe
de Galois F20. Reprenant alors un résultat de A. Brumer nous obtenons un
polynôme générique pour F20.

1.1. Groupe de Frobenius. Rappelons qu’un groupe de Frobenius G de
degré premier p ≥ 5 est un sous-groupe transitif de Sp tel que tout élément
de G différent de l’identité a au plus un point fixe et qu’il existe un élément
ayant un point fixe. Un tel groupe peut s’identifier à un sous-groupe du
groupe des transformations affines du corps premier Fp, c’est-à-dire du
groupe Aff(Fp) = {x 7→ ax+ b : a ∈ F∗p, b ∈ Fp}. Il peut aussi s’identifier au
produit semi-direct de Fp par l’unique sous-groupe H d’ordre l divisant p−1
de F∗p. Si l = 1 on obtient le groupe cyclique Cp, si l = 2 on obtient le groupe
diédral Dp. Dans notre cas si p = 5, le troisième cas possible correspond à
l = p− 1 et nous noterons F20 ce groupe qui est aussi égal à Aff(F5).

Nous utiliserons dans la suite les représentations de ces groupes à l’aide
des permutations σ=(1, 4, 5, 2), de carré σ2 =(1, 5)(2, 4) et τ=(1, 2, 3, 4, 5).
Les deux permutations σ et τ engendrent un groupe isomorphe à F20. Les
permutations σ2 et τ engendrent un groupe isomorphe à D5.
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1.2. Polynômes génériques. Soit G un groupe fini et k un corps de ca-
ractéristique nulle.

Définition 1.1. Un polynôme P (X,n1, . . . , nr) ∈ k[X,n1, . . . , nr] est
un polynôme générique sur k pour G si

1. comme polynôme en X sur le corps k(n1, . . . , nr), un corps de décom-
position de P a un groupe de Galois isomorphe à G,

2. pour tout corps K contenant k et toute extension L/K galoisienne de
groupe G, le corps L est le corps de décomposition du polynôme obtenu en
spécialisant P (X,n1, . . . , nr) en des valeurs ni ∈ K.

1.3. Courbes elliptiques et extensions. On considère une courbe elliptique
E, définie sur k, munie d’une isogénie k-rationnelle φ d’ordre p premier, de
noyau engendré par A. On notera E′ la courbe quotient E/〈A〉. Soit

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6

une équation de Weierstrass de E′ et P ′ = (x′, y′) un point de E′ dont
l’abscisse x′ est dans k. Soit P tel que φ(P ) = P ′ et soit k(x) l’extension
engendrée par l’abscisse x de P dans un modèle de Weierstrass de E. Soit
G le groupe de Galois de la clôture galoisienne, sur k, du corps de définition
de P et G → Gl2(Fp) la représentation de G définie par σ 7→ (±1

b
0
a

)
où

P σ = ±P + bA et Aσ = aA. De plus, puisque x est une fonction paire sur
E, le groupe de Galois de la clôture galoisienne de k(x) sur k s’identifie à
un sous-groupe du quotient de Gl2(Fp) par le sous-groupe ±I2.

Cette construction et le théorème d’irréductibilité de Hilbert permettent
de démontrer, si p = 5, les résultats suivants :

1. Si A est défini sur k, le groupe de Galois de la clôture galoisienne de
k(x) est, pour une infinité de x, le groupe D5.

2. Si A est défini sur une extension cyclique de degré 4 le groupe de
Galois de la clôture galoisienne de k(x) est, pour une infinité de x, le groupe
F20. De même, si θ est une fonction paire sur E le groupe de Galois de la
clôture galoisienne de k(θ(P )) est F20.

2. Groupe cyclique et diédral. Dans ce paragraphe nous expliciterons
la construction à l’aide des équations des courbes elliptiques, montrerons
qu’on retrouve le polynôme générique donné par A. Brumer et donnerons
des exemples.

2.0.1. Notations. Soient E une courbe elliptique définie sur un corps k
de caractéristique nulle et A un point de 5-torsion k-rationnel. On notera
Ai = iA les multiples de A.
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Il existe une unique fonction X sur E telle que X(A4) = X(A1) = 1,
X(A2) = X(A3) =∞, X(A0) = 0. Il en résulte alors que

div(X) = 2A0 −A2 −A3, div(X − 1) = A1 +A4 −A2 −A3.

Si M désigne un point générique de E, on notera Φ l’automorphisme du
corps des fonctions de E défini par f(M) 7→ f(M + A), on notera aussi fi
la ième itérée de f par Φ.

2.0.2. Equations de E. Il est alors facile de calculer les diviseurs de Xi

et Xi − 1; plus précisément, on a

div(Xi) = 2A5−i−A2−i−A3−i, div(Xi−1) = A1−i+A4−i−A2−i−A3−i

pour 0 ≤ i ≤ 4.
De l’égalité des diviseurs des fonctions Xi, on déduit les relations suivan-

tes :

XiXi+2 = k′(1−Xi+1).

En considérant les diviseurs des fonctions Xi, il résulte que le corps des
fonctions de E est engendré par Xi et Xi+1. Posons Y = X1 et déterminons
une relation entre X et Y . Cette relation peut être obtenue en considérant
la fonction

∏4
i=0Xi. Son diviseur est nul : c’est donc une constante que

nous noterons −t. Exprimons les différentes fonctions Xi à l’aide de X et Y.
L’automorphisme Φ étant d’ordre 5, il en résulte que k′ = 1 et on constate
que Φ(Y ) = (1− Y )/X. On obtient alors une équation de E, notée Et,

−tXY = (Y − 1)(X − 1)(X + Y − 1).

Le changement de variable

X = t/x, Y = 1− tx/y
donne le modèle de Weierstrass Et habituellement utilisé (cf. Kubert [4])

y2 + (1− t)xy − ty = x3 − tx2.

Inversement, si on considère la famille de cubiques Et et si D = t5(t2 −
11t− 1) 6= 0 on obtient une courbe elliptique de discriminant D, d’invariant

j = − (1− 12t+ 14t2 + 12t3 + t4)
D

.

Dans ce dernier modèle les points de 5-torsion ont pour coordonnées
A = (t, 0), 2A = (0, 0), 3A = (0, t), 4A = (t, t2).

On peut alors expliciter à l’aide de l’automorphisme Φ l’équation de la
courbe E′t quotient de Et par le groupe engendré par A. Pour cela, remar-
quons que les fonctions X − 2 et X − Y ont respectivement 2 et 3 pôles
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simples; posons alors

X ′ = 2
4∏

i=0

Φi(X − 2) = 2
(X − 2)(X2 + 2Xt− 1)(2X2 − 2Xt− 2X + t)

X(X − 1)2 ,

Y ′ = 4
4∏

i=0

Φi(X − Y )

= −4
(tX2 + (2X − 1)(X − 1)2)((X + 1)t−X2(X − 1))R(X,Y )

X2(X − 1)3

où R(X,Y ) = Xt+ (X − 1)(X + 2(Y − 1)).
Une équation de Weierstrass de E′t est alors

(2.1) Y ′2 = X ′3 + 25(1 + t2)X ′2 + (208 + 76t+ 252t2 − 76t3 + 208t4)X ′

+ 4(1 + t2)(−3t+ 4)2(4t+ 3)2.

L’équation aux abscisses liant X et X ′ est

(2.2) X5 + (t− 3)X4 +
(
1− 1

4X
′− 2t2− 7

2 t
)
X3 +

(
4t+ 3 + 5t2 + 1

2X
′)X2

+
(−2t2 − 2− 1

4X
′ − 5

2 t
)
X + t.

2.1. Extension générique à groupe diédral D5

Théorème 2.1 (A. Brumer). Un polynôme générique à groupe de Galois
D5 sur k est

(2.3) X5 + (s− 3)X4 + (u− s+ 3)X3 + (s2 − s− 2u− 1)X2 + uX + s.

Rappelons les grandes lignes de sa démonstration [2] : soient xi les racines
d’un polynôme P (X) ∈ k[X] à groupe de Galois D5 représenté à l’aide des
permutations τ et σ. On pose

X =
(x4 − x2)(x1 − x5)
(x4 − x1)(x2 − x5)

,

birapport de quatre racines. On a alors k(x3) = k(X) ou bien X est dans
k. L’action de la permutation τ d’ordre 5 sur X a même formule que Φ :
plus exactement, τ2(X) = (1− τ(X))/X. L’équation aux abscisses (2.2) et
le polynôme (2.3) dont les racines sont les τ i(X) sont identiques en posant
s = t et X ′ = −4u− 8− 8t2 − 10t.

Ceci prouve le corollaire suivant :

Corollaire 2.2. Un polynôme générique P (X, s, u) pour D5 sur un
corps k est donné par l’équation aux abscisses d’une courbe elliptique E
définie sur k(s) munie d’un point de 5-torsion k(s)-rationnel.
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2.2. Extensions de degré 5 à groupe cyclique C5

Théorème 2.3. Toute extension galoisienne L de Q à groupe de Galois
cyclique C5 est engendrée par les coordonnées d’un point P d’une courbe
elliptique E définie sur Q munie d’un point A de 5-torsion Q-rationnel dont
l’image P ′ dans le quotient E/〈A〉 est Q-rationnel. Le point P est ou bien
de 25-torsion, ou bien d’ordre infini.

P r e u v e. Reprenons la construction et les notations du paragraphe
précédent. Si l’extension Q(xi) est cyclique, (X, τ(X)) ∈ Et(Q(x3)) et donc
son image dans E′t est dans Q.

Si P est d’ordre fini égal à e, ses cinq conjugués sont du même ordre
donc e 6= 2, 3. L’extension Q(xi) ne contient pas de racines de l’unité 6= ±1
donc le groupe engendré par P est stable par le groupe de Galois. Le couple
(E,P ) correspond alors à un point rationnel de la courbe Y0(5e). La seule
possibilité est e = 5 si le corps de base est Q. Dans ce cas on a 5P = A.

On sait alors que ce cas correspond à la famille de corps quintiques
suivante (cf. [6]) :

X5 +(m5−3)X4 +(−m9−2m8−3m7−5m6−6m5−2m4 +m3−m2 +3)X3

+ (m10 + 2m9 + 4m8 + 6m7 + 10m6 + 9m5 + 4m4 − 2m3 + 2m2 − 1)X2

−m2(m7 + 2m6 + 3m5 + 5m4 + 5m3 + 2m2 −m+ 1)X +m5.

Soit avec les notations précédentes :

s = m5 et u = −m2(m7 + 2m6 + 3m5 + 5m4 + 5m3 + 2m2 −m+ 1)

et la courbe

y2 + (1−m5)xy −m5y = x3 − x2m5.

2.3. Familles de courbes elliptiques de rang ≥ 1. Il existe des exemples
de familles paramétrées d’extensions cycliques de degré 5; explicitons les fa-
milles de courbes elliptiques dont l’existence est donnée par le théorème 2.3.

2.3.1. Exemple 1. E. Lehmer [7] et R. Schoof–L. Washington [8] ont
étudié la famille de corps définie par les polynômes

X5 − n2X4 + 2(n3 − 3n2 + 5n− 5)X3 − (n4 − 5n3 + 11n2 − 15n+ 5)X2

+ (−n3 + 4n2 − 10n+ 10)X − 1

de discriminants

D = (−7 + 10n− 5n2 + n3)2(n4 − 5n3 + 15n2 − 25n+ 25)4.

Notons d = (n4 − 5n3 + 15n2 − 25n + 25) et s = −7 + 10n − 5n2 + n3,
les deux facteurs premiers du discriminant.
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Si x est une racine on vérifie que

z =
x2 − nx+ n− 2

(n− 2)x+ 1

est aussi racine, ce qui permet de déterminer l’action de τ en posant

τ(x1) = x2 =
x2

1 − nx1 + n− 2
(n− 2)x1 + 1

.

Si

W =
(x4 − x2)(x5 − x1)
(x4 − x1)(x5 − x2)

alors W vérifie l’équation

W 5 +(n3−10−5n2 +10n)W 4 +(−13n3 +5n4−5n+15n2−n5−10)W 3

+ (−160n+ 95− 8n5 + 35n4 + 155n2 + n6 − 91n3)W 2

+ (−20− n5 − 12n3 + 5n4 + 10n2 + 5n)W − 7 + 10n− 5n2 + n3.

Posons

u = −n5 + 5n4 − 12n3 + 10n2 + 5n− 20.

On obtient, pour cet exemple, les valeurs de s et u polynôme générique du
théorème 2.3.

Cette famille de corps est obtenue avec la famille de courbes elliptiques

(2.4) y2 − xy(n− 2)(n2 − 3n+ 4)− (n3 − 5n2 + 10n− 7)y

= x3 − x2(n3 − 5n2 + 10n− 7)

en prenant l’image inverse du point de coordonnées

x′ = −8n6 + 84n5 − 380n4 + 950n3 − 1350n2 + 1000n− 250,

y′ = 4(n4 − 5n3 + 15n2 − 25n+ 25)2

dans le modèle donné en (2.1).
La courbe (2.4) a un discriminant égal à

(n2 − 5n+ 5)(n4 − 5n3 + 15n2 − 25n+ 25)(n3 − 5n2 + 10n− 7)5.

Notons le point rationnel Q d’ordre infini sur la courbe (2.4) :

Q = (x = n− 1, y = n− 2).

2.3.2. Exemple 2. Dans [9] et [10] G. Smith donne une méthode pour
déterminer un polynôme générique pour les extensions cycliques de degré 5.
Après simplification on obtient

PC5(X) = X5 + cX3 + dX2 + eX + f
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où
d1 = (u2 − v2 + uv)2 + 5(u2 + v2 + 1),

c = −50d1, d = 500d1,

e = 625d1(d1 − 4u2 − 4v2 − 8),

f = −500d1(d1 + 10uv(u2 − v2 + uv)− 10).
Le discriminant de PC5 est égal à

212516A2B2d4
1

où
A = (7v − u)(u2 + uv − v2)2 + 25v2(u+ v),

B = (7u+ v)(u2 + uv − v2)2 + 25u2(u− v).
On pose t = B/A et on considère les courbes Et et E′t.

La courbe Et a un discriminant égal à

125d1(u2 + 4uv − v2)(u2 + uv − v2)2A5/B7

car
A2 + 11AB −B2 = 125d1(u2 + 4uv − v2)(u2 + uv − v2)2.

L’extension cyclique est alors le corps de définition du point P de Et
dont l’image dans E′t (modèle (2.1)) est le point de coordonnées

x′ = {2(u2 − v2 + uv)6 + 5(u2 + v2)− 10(u+ v)(u− 3v)(3u+ v)(u− v)

− 5(u4 + v4)− 25(u2 + v2)(2u+ v)2(u− 2v)2}/A2,

y′ = 2253d2
1(u2 + uv − v2)5/A3.

3. Polynômes à groupe de Galois F20

3.1. Isogénies. On considère la courbe elliptique Ep d’équation

y2 − d

4
(x2 + 1) =

1
2
L(x)L′(x)

où L(x) = x2− px− 1, L′ la dérivée de L en x et d = p2 + 4 le discriminant
de L.

Soient t et −1/t les deux racines de L et s tel que

s2 =
d

4
(t2 + 1) =

d3/2

4
t.

Il est facile de voir que l’extension Q(s)/Q(p) est cyclique, de degré 4 et
qu’un générateur λ du groupe de Galois de Q(s)/Q(p) peut être défini par
s 7→ −s/t. On vérifie que les points (t,±s) et (−1/t,±s/t) sont sur la courbe
Ep et que la droite passant par les points (t, s) et (−1/t,−s/t) est tangente
en A = (t, s) à la courbe Ep. Il est alors facile de montrer que le point A
engendre un sous-groupe d’ordre 5 stable par le groupe de Galois de Q(s)/Q.
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On note E′p la courbe quotient de Ep par le groupe engendré par A.
Si M = (x, y) est un point générique de Ep l’abscisse xM+A de M + A

est

(3.1) xM+A =
y2 + (d/4)(t2 + 1)− 2ys

(x− t)2 − x− t− 1
4
d+

3
2
p.

Il en résulte que
4∑

i=0

xM+iA = x+ 2p+ d2 px+ 2
L2 + d

x(p+ 2) + (p2 − p+ 6)
L

.

Posons rd+ 5p/2 =
∑4
i=0 xM+iA et l = L/d; alors l, p, r sont liés par la

relation

l5 + (−r2d+ 2p+ 17/4)l4 + (3rd+ p2 + 13p/2 + 5)l3 + (rd+ 11p/2− 8)l2

+ (p− 6)l − 1.

3.2. Extension générique à groupe de Galois F20

Théorème 3.1. Soit k un corps de caractéristique nulle. Un polynôme
générique P (X, r, p) à groupe de Galois F20 sur k est

X5 + (−r2d+ 2p+ 17/4)X4 + (3rd+d+ 13p/2 + 1)X3 + (rd+ 11p/2− 8)X2

+ (p− 6)X − 1

où d = p2 + 4.

P r e u v e. Soit K un corps contenant k et K ′ = K(x3) une extension de
degré 5 de K à groupe de Galois F20.

Nous utiliserons la représentation de F20, à l’aide des permutations,
donnée dans l’introduction.

Reprenons les notations précédentes :

X =
(x4 − x2)(x1 − x5)
(x4 − x1)(x2 − x5)

, Y = Xτ et − t =
4∏

i=0

Xτ i .

Il est facile de vérifier que

Xσ =
(x2 − x4)(x5 − x1)
(x2 − x1)(x5 − x4)

, Y σ =
(x4 − x1)(x2 − x3)
(x4 − x3)(x2 − x1)

.

Il en résulte que

Xσ = X/(X − 1), Y σ = (Y − 1)/(X + Y − 1),

tσ = −1/t, X ′σ = X ′/t2, Y ′σ = −Y ′/t3.
On pose T = X.Xσ, p = t− 1/t, d = p2 + 4 et X ′ +X ′σ = r1(p2 + 4).
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Il en résulte que r1 et p ∈ K et T, r1, p sont liés par la relation

T 5−(−p+6)T 4+(−dr1/2−2d−11p/2+8)T 3+(3dr1/2+7d+13p/2+1)T 2

+ (r2
1d/4 + 2r1d+ 4d− 2p− 17/4)T + 1.

Si on pose T = −1/l, r1 = 2r − 4, on retrouve le polynôme construit
avec la courbe elliptique Ep.

Ce polynôme est générique sur k : en effet, il suffit de montrer qu’il existe
x3 tel que K ′ = K(x3) et T /∈ K. Si T ∈ K, alors T = T τ et T 5 = −1.
Si X = Y, alors X est racine de X2 + X − 1 et on conclut avec le même
argument que pour le cas diédral. Si X 6= Y, alors X = Y/(Y − 1), ce qui
est incompatible avec T 5 = −1.

Remarque 3.1. Le corps de plus petit discriminant ([5]) à groupe de
Galois F20, ayant une seule place réelle, est ainsi obtenu pour p = 3, r =
−1/2 et le polynôme

X5 + 7X4 + 14X3 + 2X2 − 3X − 1.

Il est aussi obtenu avec p = −3, r = −3/2 et le polynôme

X5 − 31X4 − 64X3 − 44X2 − 9X − 1.

Remarque 3.2. Par un choix convenable de p et r on peut obtenir des
polynômes à coefficients entiers et, puisque le terme constant est 1, les exten-
sions de degré 5 sont engendrées par des unités paramétrées. Cette possibi-
lité résulte des propriétés du diviseur de L et du type de mauvaise réduction
de Ep.

Remarque 3.3. L’équation liant les abscisses des points de Ep et de E′p
donne aussi un polynôme générique pour F20; le terme constant est différent
de 1 mais les coefficients sont de degré 1 en x2.
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