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l’ensemble des nombres de Pisot

par
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1. Introduction. SoientK un corps de nombres et θ un entier algébrique
de module > 1 et de polynôme minimal Irr(θ,K, z) sur K. Alors θ est dit
K-nombre de Pisot si pour tout plongement σ de K dans C le polynôme
σIrr(θ,K, z) possède une unique racine de module > 1 et aucune racine
de module 1. Ces nombres ont été définis par A. M. Bergé et J. Martinet
[2]. Comme dans [2], on représente un K-nombre de Pisot θ dans l’algèbre
A = Rr1 × Cr2 , où (r1, r2) désigne la signature du corps K, par la suite
(θσ)σ de ses conjugués de module > 1 et on note SK leur ensemble dans A.
D’après le théorème 1 de [7], l’ensemble SK est fermé dans A seulement
lorsque K = Q ou bien K = Q(

√
d) où d ∈ Z−. On peut espérer obtenir

dans A un ensemble fermé d’entiers algébriques généralisant l’ensemble SQ
en rajoutant aux éléments de SK les points limites suivant la preuve du
théorème 1 de [7] et l’on obtient alors un ensemble ΣK qu’on peut définir
comme étant l’ensemble des entiers algébriques θ de module > 1 tels que
pour tout plongement σ le polynôme σ Irr(θ,K, z) admet au plus une racine
de module > 1 et aucune racine de module 1. L’ensemble ΣK cöıncide avec
l’ensemble SK seulement lorsque K = Q ou bien K = Q(

√
d) où d < 0 et

dans ces cas il est fermé. On donne ici une caractérisation de cet ensemble.

2. Les résultats. La caractérisation suivante de l’ensemble ΣQ est dûe
à C. Pisot :

Théorème A [4]. Soit θ un nombre complexe de module > 1. Alors
θ ∈ ΣQ si et seulement si il existe un nombre complexe non nul λ et une
suite (an)n d’entiers de Q tels que

∑

n≥0

(λθn − an)2 <∞.
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Une autre caractérisation de l’ensemble ΣQ démontrée par C. Pisot et
T. Vijayaraghavan est la suivante :

Théorème B [5]. Soit θ un nombre complexe algébrique de module > 1.
Alors θ ∈ ΣQ si et seulement si il existe un nombre complexe non nul λ et
une suite (an)n d’entiers de Q tels que

lim
n

(λθn − an) = 0.

Avec les notations précédentes et si on représente dans A un élément θ
de ΣK par la suite (θσ)σ où θσ est soit la racine de module > 1 du polynôme
σ Irr(θ,K, z) lorsqu’elle existe, soit 0, on obtient alors le résultat suivant :

Théorème 1. Soit θ ∈ ΣK ; il existe alors un nombre complexe non nul
λ dans K(θ) et une suite (an)n d’entiers de K tels que

∑
σ

∑

n≥0

|σλθnσ − σan|2 <∞.

Ce théorème a été prouvé pour l’ensemble SK lorsque le corps K est to-
talement réel dans [3] et la preuve donnée allait dans le sens de l’application
de l’algorithme de Schur. On donne ici une preuve simple de ce résultat. De
la dernière inégalité on déduit limn |σλθnσ − σan| = 0 pour tout σ et par
suite le théorème 1 montre une des implications des théorèmes A et B.

Réciproquement, si d désigne le degré du corps K sur Q on a alors :

Théorème 2. (i) Soient d nombres complexes (θσ)σ tels que |θσ| > 1 ou
bien θσ = 0. On suppose l’existence d’une suite (an)n d’entiers de K et de d
nombres complexes (λσ)σ tels que

∏
σ λσ 6= 0 et

∑
σ∈G

∑
n≥0 |λσθnσ − σan|2

<∞. Alors θσ ∈ ΣσK pour tout plongement σ tel que |θσ| > 1.
(ii) Soient d nombres complexes algébriques (θσ)σ tels que |θσ| > 1 ou

bien θσ = 0. On suppose l’existence d’une suite (an)n d’entiers de K et de d
nombres complexes (λσ)σ tels que

∏
σ λσ 6= 0 et limn(λσθnσ − σan) = 0 pour

tout σ. Alors θσ ∈ ΣσK pour tout plongement σ tel que |θσ| > 1.

Le théorème 2(i) a été également prouvé pour l’ensemble SK lorsque le
corps K est totalement réel dans [3].

3. Preuve des théorèmes

Preuve du théorème 1. Avec les notations précédentes, soient Irr(θ,K, z)
= zs− u1z

s−1 + u2z
s−2 + . . .+ (−1)sus et α1,σ, α2,σ, . . . , αs,σ les racines du

polynôme σ Irr(θ,K, z). Par induction sur les identités de Newton : ak,σ =
(σu1) ak−1,σ − (σu2) ak−2,σ + . . . + (−1)k+1kσuk, où ak,σ = αk1,σ + αk2,σ +
. . . + αks,σ et k ≥ 1, on obtient alors ak,σ = σak où ak = ak,I est un entier
de K, I désignant l’identité de Gal(K/Q).
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La série
∑
n≥0 |σλθnσ − σan|2 où θσ désigne ou bien la racine de module

> 1 du polynôme σ Irr(θ,K, z) lorsqu’elle existe ou bien 0 et où λ = 1,
converge alors comme une série géométrique pour tout σ; d’où le résultat.

Preuve du théorème 2. (i) Considérons le déterminant

∆n,σ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

σa0 σa1 . . . σan
σa1 σa2 . . . σan+1

...
σan σan+1 . . . σa2n

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Le développement de ∆n,σ montre que les (∆n,σ)σ sont des entiers algé-
briques conjugués sur Q. De manière identique à la preuve dans [4], on
obtient la majoration |∆n,σ| < 1 à partir d’un certain rang N ne dépendant
pas de σ et par suite les (∆n,σ)σ sont tous nuls à partir d’un certain rang.
Le critère de rationalité de Kronecker montre alors que la série

∑
n≥0 σanz

n

est récurrente pour tout plongement σ. Le lemme de Fatou généralisé [1]
montre qu’on peut écrire la série

∑
n≥0 σanz

n sous la forme
∑
σanz

n =
Rσ(z)/Qσ(z) où Rσ et Qσ sont deux polynômes à coefficients entiers de
σK, premiers entre eux et tels que Qσ(0) = 1. Soit fσ la fonction définie par

fσ(z) =
λσ

1− θσz −
∑

n≥0

σanz
n =

∑

n≥0

(λσθnσ − σan)zn lorsque |θσ| > 1.

Comme cette fonction a un rayon de convergence au moins égal à 1, le
polynôme Qσ admet une seule racine 1/θσ de module < 1 et comme fσ est
sans pôle de module 1, les autres racines de Qσ sont de module > 1. Soit
Pσ le polynôme unitaire à coefficients entiers de σK défini par Pσ(z) =
zqQσ(1/z) où q est le degré de Qσ. Si θσ = 0 alors les racines de Pσ sont
toutes de module < 1 et si |θσ| > 1 alors θσ est la seule racine de module
> 1 du polynôme Pσ, ses autres racines sont de module < 1. Si on note
R(z)/Q(z) =

∑
n≥0 anz

n alors

σR(z)
σQ(z)

=
∑

n≥0

σanz
n =

Rσ(z)
Qσ(z)

.

Comme les fractions σR/σQ et Rσ/Qσ sont irréductibles on déduit que Qσ
divise σQ et σQ divise Qσ. De l’égalité Qσ(0) = σQ(0) = 1 on déduit
Qσ(z) = σQ(z), d’où le résultat.

(ii) Soit Irr(θσ, σK, z) = σu0z
k + σu1z

k−1 + . . . + σuk le polynôme mi-
nimal de θσ sur σK, choisi tel que les (ui)0≤i≤k soient des entiers de K. Le
polynôme P défini par P (z) =

∏
σ σ
−1 Irr(θσ, σK, z) où

σ−1 Irr(θσ, σK, z) = u0z
k + u1z

k−1 + . . .+ uk,

est alors à coefficients entiers de K. De l’égalité σq0 +σq1θσ +σq2θ
2
σ + . . .+

σqsθ
s
σ = 0 où les (qi)0≤i≤s sont tels que P (z) = q0 + q1z + . . . + qsz

s, on
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déduit λσ
∑
σqiθ

i+n
σ = 0. Si εσ,j = λσθ

j
σ − σaj où (j, n) ∈ N2 alors

s∑

i=0

σqiσai+n = −
s∑

i=0

σqiεσ,i+n.

De l’hypothèse on déduit alors l’existence d’un rang N à partir duquel les
entiers algébriques conjugués (σ

∑s
i=0 qiai+n)σ sont tous de module < 1 et

donc nuls. La série
∑
n≥0 σanz

n est alors récurrente pour tout plongement
σ et la suite de la preuve est identique à celle du théorème 2(i).

L’hypothèse limn(λσθnσ − σan) = 0 suffit pour que la fonction fσ définie
dans la preuve du théorème 2(i) soit sans pôle de module 1.

Remarque. Dans l’espoir d’obtenir des ensembles fermés d’entiers algé-
briques généralisant l’ensemble SQ, on peut enlever les points limites de
l’ensemble SK suivant la preuve du théorème 1 de [7] en rajoutant une
hypothèse du type θ ∈ SK et K ⊂ Q(θ). Toutefois d’après [6], si K est un
corps quadratique contenant une racine de l’unité non réelle j alors la suite
(θn)n définie par |θn| > 1 avec θn racine du polynôme zn(z2−z−1)+j(z2−1)
est une suite de K-nombres de Pisot qui vérifie K ⊂ Q(θn) et converge vers
le K-nombre de Pisot θ = (1 +

√
5)/2 qui lui ne vérifie pas l’hypothèse

K ⊂ Q(θ).
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Reçu le 8.12.1997 (3313)


