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Préparation des fonctions sous-analytiques globales
et lieu d’analyticité

par Jean-Marie Lion (Dijon)

Abstract. We give a new proof of Kurdyka–Tamm’s theorem on the analytic locus
of a subanalytic function.

0. Introduction. L’objet de ce travail est de donner une nouvelle dé-
monstration du théorème de Tamm–Kurdyka [Ta], [Ku] sur la sous-analyti-
cité du lieu d’analyticité des fonctions sous-analytiques globales (voir aussi
[BM] et [DM]). Nous allons déduire élémentairement ce résultat d’un théo-
rème de préparation des fonctions sous-analytiques globales [Par], [LR]. Le
lecteur peut très facilement adapter la méthode exposée ici pour retrouver
le résultat de van den Dries et Miller [DM] sur le lieu de régularité des
xλ-fonctions. L’ingrédient à ajouter est le théorème de préparation pour les
xλ-fonctions exposé dans [LR].

I. Définitions et résultats. Un sous-ensemble X de Rd est un sous-
ensemble semi-analytique si pour tout point a de Rd il existe un voisinage
ouvert U , un entier p et des fonctions analytiques (fi,j)i,j≤p et (gi,j)i,j≤p
définies sur U tels que

X ∩ U =
⋃
i≤p

( ⋂
j≤p

{x ∈ U | fi,j(x) = 0, gi,j(x) > 0}.
)

Un sous-ensemble X d’une variété analytique M de dimension d est un
semi-analytique dans M si pour tout plongement analytique φ de Rd dans
M, l’ensemble φ−1(X) est un semi-analytique de Rd. Nous renvoyons le
lecteur aux travaux de  Lojasiewicz [ Lo1,2] pour les propriétés des semi-ana-
lytiques.

On munit la droite projective réelle P1 de sa structure algébrique usuelle
qui est donnée par l’équivalence “[x : 1] ∼ [1 : y] ssi xy = 1”. La droite réelle
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R est algébriquement plongée dans P1. Un sous-ensemble X de Rd est un
sous-analytique global s’il existe un entier m et un ensemble Y inclus dans
Rd+m qui est semi-analytique dans Pd+m1 tel que X = π(Y ) où π désigne la
projection canonique de Rd+m sur Rd.

Gabrielov [Ga] a démontré que les sous-analytiques globaux possèdent
la propriété fondamentale suivante : la différence de deux sous-analytiques
globaux est un sous-analytique global.

Une fonction f définie sur un sous-ensemble U de Rd et à valeurs dans
R est sous-analytique globale si son graphe est un sous-analytique global
de Rd+1. On déduit du théorème du complémentaire que le domaine de
définition d’une fonction sous-analytique globale, son lieu de discontinuité,
le lieu où elle n’est pas CN , N ∈ N étant un entier fixé, sont des sous-
analytiques globaux. Le résultat de Tamm et Kurdyka dont on va proposer
une démonstration élémentaire généralise cette dernière propriété.

Théorème de Tamm–Kurdyka [Ta], [Ku]. Soit f une fonction sous-
analytique globale définie sur un sous-ensemble U de Rd. Le lieu Sω des
points où f n’est pas analytique est un sous-analytique global. Il existe un
entier N tel que Sω soit égal au lieu SN des points où f n’est pas de classe
CN .

Le théorème de préparation des fonctions sous-analytiques globales de
[Par] et de [LR] va nous permettre de prouver cet énoncé. Dans le chapitre
suivant nous en donnons une version adaptée au problème.

II. Quelques propriétés des objets sous-analytiques. Enonçons
deux conséquences immédiates du théorème du complémentaire.

• Soient X0, . . . , Xr des sous-analytiques globaux de Rn+1. Il existe une
partition finie P de Rn+1 en cylindres sous-analytiques globaux adaptée
à la famille X0, . . . , Xr : si C ∈ P et si i = 0, . . . , r alors C ⊂ Xi ou
C ∩Xi = ∅ et C est de la forme {y ∈ B, φ(y) < z < ψ(z)} ou de la forme
{(y, φ(y)) | y ∈ B} où B est un sous-analytique global de Rn et φ < ψ sont
des fonctions sous-analytiques (éventuellement φ = −∞ ou ψ = +∞).
• Soient φ0, . . . , φr des fonctions sous-analytiques globales définies sur un

sous-analytique global U de Rn. Quitte à partitionner finiment U en sous-
analytiques globaux et à réindexer la famille, on peut la supposer ordonnée.

Les fonctions sous-analytiques admettent la présentation suivante.

Proposition 1 (d’après [Par] et [LR]). Soient φ0, . . . , φr des fonctions
sous-analytiques globales bornées définies sur un sous-analytique global
Y × ]0, 1[ inclus dans ]0, 1[n+1. Il existe une partition finie S en sous-ana-
lytiques globaux de Y telle que pour chaque sous-analytique global B de S
l’énoncé suivant est vérifié : il existe des entiers k ∈ N, q ∈ N, et p0, . . . , pr ∈
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N, des fonctions sous-analytiques globales a, ψ0, . . . , ψk, A0, . . . , Ar définies
sur B, à valeurs dans ]0, 1[ et avec a < ψ0, des réels M0, . . . ,Mr, des séries
entières U0, . . . , Ur définies au voisinage du polydisque ∆k+1 = {|t0|, . . . , |tk|
≤ 1} de Ck+1 et à valeurs dans [1/2, 1] tels que

φi(y, z) = Mi · (z/ψ0)pi/q ·Ai · Ui((z/ψ0)1/q, ψ1, . . . , ψk)

si i = 0, . . . , r et (y, z) appartient au cylindre {y ∈ B, z ∈ ]0, a(y)[}.

Cette proposition est voisine de résultats de [Paw] et de [ LTZ]. Elle
permet de comprendre le défaut d’analyticité par rapport à une variable
d’une fonction sous-analytique globale. Elle se déduit du théorème 1 de
[LR] de la façon suivante.

Préparons simultanément les fonctions φ0, . . . , φr (théorème 1 de [LR]
et affirmation 1.1.5 de [LR]). On obtient une partition finie T en cylindres
sous-analytiques globaux de Y × ]0, 1[. On ne retient que les cylindres de
T de la forme C = {(y, z) | y ∈ B, z ∈ ]0, a(y)[}, où B est un sous-
analytique global et a une fonction sous-analytique globale définie sur B et
strictement positive. Les bases B de ces cylindres forment la partition S
de Y. En restriction à chacun de ces cylindres les fonctions φi admettent
l’écriture voulue : contrairement à la situation générale de [LR], ici pi 6∈ Z−
et l’unité Ui est indépendante d’un terme de la forme (Ψ0/z)1/q car sur les
cylindres C, la variable z est arbitrairement petite et les fonctions φi sont
bornées.

III. Démonstration du théorème de Tamm–Kurdyka. D’après
le théorème du complémentaire, il suffit de traiter le cas d’une fonction
sous-analytique globale f définie sur Rd, à support dans ]0, 1[d et bornée.

On note l0(x, x′) la fonction sous-analytique globale définie sur ]0, 1[d ×
]−1, 1[d par l0(x, x′) = f(x+x′). Pour démontrer le théorème on va montrer
l’existence d’un entier N et de fonctions sous-analytiques globales l1(x, x′),
. . . , ld(x, x′) définies sur ]0, 1[d×]−1, 1[d et vérifiant les propriétés suivantes.
Soit i = 1, . . . , d et (x, x′1, . . . , x

′
d−i) ∈ ]0, 1[d × ]−1, 1[d−i :

• Il existe ε > 0 tel que la fonction

(x′d−i+1, . . . , x
′
d) 7→ li(x, x′1, . . . , x

′
d−i, x

′
d−i+1, . . . , x

′
d)

est analytique sur le polydisque ]−ε, ε[i.
• Si la fonction (x′d−i+1, . . . , x

′
d) 7→ li−1(x, x′1, . . . , x

′
d−i, x

′
d−i+1, . . . , x

′
d)

est de classe CN en 0 ∈ Ri elle est analytique au voisinage de 0 ∈ Ri et
elle cöıncide avec (x′d−i+1, . . . , x

′
d) 7→ li(x, x′1, . . . , x

′
d−i, x

′
d−i+1, . . . , x

′
d) sur

le polydisque ]−ε, ε[i.
Supposons avoir prouvé l’existence de l’entierN et des fonctions l1, . . . , ld

et finissons la preuve du théorème. Soit x0 ∈ ]0, 1[d. Etant données les
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propriétés des fonctions sous-analytiques globales li, les trois conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) La fonction f est de classe CN en x0.

(ii) La fonction f est analytique au voisinage de x0.

(iii) La fonction f cöıncide avec la fonction ld(x0, x − x0) au voisinage
de x0.

Puisque les conditions (i) et (iii) sont des conditions sous-analytiques
globales, le théorème est démontré.

IV. Existence des fonctions l1, . . . , ld et de l’entier N . Pour dé-
montrer l’existence des fonctions l1, . . . , ld et de l’entier N il suffit d’utiliser
d fois les trois lemmes qui vont suivre. On déduit li de li−1 en appliquant les
trois lemmes avec θ = li−1, n = 2d− i, n′ = i− 1, y = (x, x′1, . . . , x

′
d−i), z =

x′d−i+1 et u = (x′d−i+2, . . . , x
′
d). La fonction li est la fonction l ainsi obtenue.

Cette construction est possible car la fonction l0 vérifie les hypothèses du
lemme 1 et si li−1 les vérifie c’est aussi le cas pour li. L’entier N est le plus
grand des entiers Qi obtenus dans cette construction.

L’objet des trois lemmes et d’étudier le lieu des points d’analyticité par
rapport aux n′+1 dernières variables d’une fonction sous-analytique globale
qui est analytique par rapport aux n′ dernières variables.

Lemme 1. Soit θ une fonction sous-analytique globale bornée de ]0, 1[n×
]0, 1[× ]0, 1[n

′
. On suppose qu’il existe une partition finie P en sous-analy-

tiques globaux de ]0, 1[n telle que sur chaque sous-analytique global Y de
P, la fonction θ admet une écriture de la forme suivante : il existe des
fonctions sous-analytiques globales α définie sur Y et β, φ0, . . . , φr définies
sur Z = {(y, z) | y ∈ Y, z ∈ ]0, α(y)[}, toutes à valeurs dans ]0, 1[ et
β < φ0, et une série entière g définie au voisinage du polydisque ∆n′+r =
{(t1, . . . , tn′+r) | |ti| ≤ 1} tels que

θ(y, z, u) = g(u1/φ0, . . . , un′/φ0, φ1, . . . , φr) si (y, z) ∈ Z, u ∈ ]0, β(y, z)[n
′
.

Alors chaque Y ∈ P admet une partition sous-analytique finie PY telle que
pour chaque sous-analytique global B de PY l’énoncé suivant est vérifié :
il existe des entiers k′ ∈ N, q, p ∈ N et ε ∈ {−1, 1}, des fonctions sous-
analytiques globales a,A, ψ0, . . . , ψk′ définies sur B et à valeurs dans ]0, 1[
avec a < ψ0, α et β(y, z) < 2Aεap/q si 0 < z < a et une série entière G
définie au voisinage du polydisque ∆n′+k′+1 = {(t0, . . . , tn′+k′) | |ti| ≤ 1} tel
que

θ(y, z, u) = G((z/ψ0)1/q, u1/(Aεzp/q), . . . , un′/(Aεzp/q), ψ1, . . . , ψk′)

si (y, z) appartient au cylindre {y ∈ B, z ∈ ]0, a(y)[} et u ∈ ]0, β(y, z)/2[n
′
.
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P r e u v e. Il suffit d’appliquer la proposition 1 aux fonctions φ0, . . . , φr :
on obtient des fonctions a, ψ0, . . . , ψk, A0, . . . , Ar et des entiers q, p0, . . . , pr
et k.On pose p = p0, k

′ = k+r+1 et ψk+i+1 = Ai si i = 0, . . . , r. En raffinant
la partition obtenue, on obtient les inégalités voulues. En particulier, on
obtient des cylindres sous-analytiques {y ∈ B, z ∈ ]0, a(y)[} sur lesquels φ0

admet l’écriture

φ0(y, z) = M0 · (z/ψ0)p/q ·A0 · U0((z/ψ0)1/q, ψ1, . . . , ψk)

avec M0A0/ψ
p/q
0 ≤ 1 ou ψ

p/q
0 /(M0A0) ≤ 1. Dans le premier cas on pose

A = M0A0/ψ
p/q
0 et ε = 1. Dans le second cas on pose A = ψ

p/q
0 /(M0A0) et

ε = −1. Ceci permet d’écrire θ sous la forme

θ = g ◦ L ◦ ((z/ψ0)1/q, u1/(Aεzp/q), . . . , un′/(Aεzp/q), ψ1, . . . , ψk′)

où les fonctions coordonnées de l’application L = (L1, . . . , Ln′+r) sont des
séries entières définies au voisinage du polydisque ∆n′+k′+1 et les fonctions
a,A, ψ0, . . . , ψk′ satisfont les conclusions du lemme. La série G est la com-
posée g ◦ L.

Les notations sont celles du lemme 1. Soit Y ∈ P. Quitte à raffiner la
partition PY on peut supposer que tout sous-analytique global B de PY
dont l’adhérence rencontre ]0, 1[n−1×{0} est un cylindre de la forme

{(y′, yn) | y′ ∈ B′, 0 < yn < α′(y)}

où B′ est un sous-analytique global inclus dans ]0, 1[n−1 et α′ est une fonc-
tion sous-analytique globale définie sur B′ et strictement positive. On note
P ′Y la sous-famille de PY formée par ces cylindres. Les bases de ces cylindres
forment une partition de ]0, 1[n−1.

Le lemme suivant reprend les notations du lemme 1. C’est un lemme de
scission analogue au lemme du paragraphe 1.6 de [LR].

Lemme 2. Soit Y ∈ P et B un cylindre de P ′Y . Il existe des séries
entières L,R1, . . . , Rq−1 définies au voisinage de ∆n′+k′+1 et W1, . . . ,Wn′

définies au voisinage de ∆2n′+k′ et des fonctions sous-analytiques globales
lB , r1, . . . , rq−1 et w à support le polycylindre

{y ∈ B, |z| ≤ a(y), |u1|, . . . , |un′ | ≤ Aεψp/q0 }

telles que si y ∈ B, z ∈ ]0, a(y)[ et u ∈ ]0, β(y, z)/2[n
′

alors

θ(y, z, u) = lB(y, z, u) +
q−1∑
j=1

rj(y, z, u) + w(y, z, u)
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avec

lB(y, z, u) = L(z/ψ0, ui/(Aεψ
p/q
0 ), ψ1, . . . , ψk′)

rj(y, z, u) = (z/ψ0)j/qRj(z/ψ0, u1/(Aεψ
p/q
0 ),

. . . , z/ψ0, un′/(Aεψ
p/q
0 ), ψ1, . . . , ψk′)

w(y, z, u) =
n′∑
i=1

(u1/p
i /(Aε/pz1/q))wi(y, z, u)

wi(y, z, u) = Wi(u
1/p
1 /(Aε/pz1/q), . . . , u1/p

n′ /(A
ε/pz1/q),

u
1/p
1 /(Aε/pψ1/q

0 ), . . . , u1/p
n′ /(A

ε/pψ
1/q
0 ), ψ1, . . . , ψk′).

De plus à y fixé, la restriction de lB à {|z| ≤ a(y), |u1|, . . . , |un′ | ≤ Aεψp/q0 }
est analytique.

P r e u v e. Soit m = (m0,m1, . . . ,mn′) ∈ Nn′+1. Il suffit de regrouper les
termes de la série G pour construire les nouvelles séries en remarquant que
le produit

(z/ψ0)m0/q
n′∏
i=1

(ui/Aεzp/q)mi

peut s’écrire de plusieurs façons. Si m0 ≥ pm1 + . . .+ pmn′ , on l’écrit sous
la forme

(z/ψ0)(m0−p
∑

i≥1mi)/q
n′∏
i=1

(ui/Aεψ
p/q
0 )mi .

Ce produit est non-ramifié par rapport à z si et seulement si q divise m0 −∑
i≥1mi. Ce monôme contribue à l’une des séries L,R1, . . . , Rq−1 suivant

la congruence modulo q de m0 −
∑
i≥1mi. Si m0 < pm1 + . . . + pmn′ on

l’écrit sous la forme
n′∏
i=1

(u1/p
i /(Aε/pψ1/q

0 ))m
′
i(u1/p

i /(Aε/pz1/q))pmi−m′i

ou les m′i ∈ N sont des entiers vérifiant m′i ≤ pmi et m′1 + . . . + m′n = m0.
Ce monôme contribue à l’une des séries Wi′ telles que m′i′ < pmi′ .

Soit y un point fixé de B. On pose Dy = {(z, u) | z ∈ ]0, a(y)[, u ∈
]0, β(x, y)/2[n

′}. La restriction de la fonction lB(y, z, u) à Dy s’étend en un
germe de fonction analytique de (z, u). A contrario, les restrictions des fonc-
tions rj(y, z, u) à Dy ne s’étendent en des germes de fonctions analytiques
de (z, u) que si elles sont nulles. La restriction de la fonction w(y, z, u) à Dy

ne s’étend en un germe de fonction continue de (z, u) que si elle est nulle.
De plus le germe en 0 de la restriction de la fonction θ à Dy cöıncide avec
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la restriction d’un germe de fonction analytique si et seulement si la restric-
tion à Dy de la différence θ(y, z, u) − lB(y, z, u) est nulle. Ceci est vérifié
si et seulement si les restrictions à Dy des fonctions rj(y, z, u) et w(y, z, u)
sont nulles. Or, on déduit de la propriété de noethérianité des fonctions
analytiques qu’il existe un entier q′ tel que les séries Rj(t0, . . . , tn′+k′) et
Wi(t1, . . . , t2n′+k′) sont indépendantes respectivement des n′ + 1 premières
variables et des n′ premières variables aux points (0, . . . , 0, tn′+1, . . . , tn′+k′)
et (0, . . . , 0, t2n′+1, . . . , t2n′+k′) où les dérivées partielles d’ordre inférieur à q′

par rapport aux n′+ 1 premières variables (respectivement d’ordre inférieur
à q′− 1 par rapport aux 2n′ premières variables) sont nulles. Cette affirma-
tion appliquée à la fonction θ et aux fonctions rj et w permet de conclure à
l’énoncé suivant.

Lemme 3. Il existe une partition de B en deux sous-analytiques globaux
R et S vérifiant :

• Si y ∈ R, le germe en 0 de la restriction de la fonction θ à Dy cöıncide
avec la restriction d’un germe de fonction analytique : la restriction à Dy

de la différence θ(y, z, u)− lB(y, z, u) est nulle.
• Si y ∈ S, le germe en 0 de la restriction de la fonction θ à Dy ne peut

s’étendre en un germe de fonction de classe Cq
′+q.

P r e u v e. Le sous-analytique global R est le lieu d’annulation des fonc-
tions sous-analytiques globales de la forme c(0, . . . , 0, ψ1, . . . , ψk′) où c est
une des dérivées partielles indiquées précédemment.

On note l la fonction sous-analytique globale suivante : l(x) = lB(x) s’il
existe Y ∈ P et B ∈ P ′Y tel que x ∈ B, l(x) = 0 sinon. On note Q le plus
grand des entiers q′ + q, lorsque B ∈ P ′Y et Y ∈ P. L’affirmation suivante
est un corollaire du lemme 3 : Soit y ∈ ]0, 1[n le germe en 0 de la fonction
(z, v) 7→ θ(y, z, v) est la restriction d’un germe de fonction analytique ssi
la différence (z, u) 7→ θ(y, z, u) − l(y, z, u) est nul. Sinon ce n’est pas la
restriction d’un germe de fonction de classe CQ.

L’auteur remercie Jean-Philippe Rolin sans qui ce travail n’aurait pas
existé.
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des séries entières et deux théorèmes de Gabrielov , Manuscripta Math. 92 (1997),
325–337.
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