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Résumé. Nous donnons, pour une certaine catégorie de boréliens d’un produit de
deux espaces polonais, comprenant les boréliens a coupes dénombrables, une caractérisa-
tion du type “test d’Hurewicz” de ceux ne pouvant pas étre rendus différence transfinie
d’ouverts par changement des deux topologies polonaises.

1. Introduction. Ce travail se situe dans le cadre de la théorie descrip-
tive des ensembles. Je renvoie le lecteur a [Ku] pour les notions de base de
théorie descriptive classique et & [Mo] pour les notions de théorie descriptive
effective. Rappelons que dans le cas des espaces polonais de dimension 0, la
hiérarchie de Baire des boréliens est construite en alternant les opérations
de réunion dénombrable et de passage au complémentaire, en partant des
ouverts-fermés, ce de maniere transfinie. On a alors la hiérarchie suivante :

Z[l) = ouverts, X9=F,, ..., 23, e
ITY = fermés, TI9=Gs, ..., H?J,

On s’intéresse ici a une hiérarchie analogue a celle de Baire, sauf qu’au
lieu de partir des ouverts-fermés d’un espace polonais de dimension 0, on
part des produits de deux boréliens, chacun d’entre eux étant inclus dans un
espace polonais. L’analogie devient plus claire quand on sait qu’étant donnés
un espace polonais X et un borélien A de X, on peut trouver une topologie
polonaise plus fine que la topologie initiale sur X (topologie ayant donc les
mémes boréliens), de dimension 0, et qui rende A ouvert-fermé. Pour notre
probleme, le fait de travailler dans les espaces de dimension 0 n’est donc pas
une restriction réelle. La définition qui suit apparait alors naturelle :

DEFINITION. Soient X et Y des espaces polonais, et A un borélien de
X x Y. Si I est une classe de Baire, on dira que A est potentiellement
dans I' (ce qu’on notera A € pot(I")) s'il existe des topologies polonaises de
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dimension 0, o (sur X) et 7 (sur Y), plus fines que les topologies initiales,
telles que A, considéré comme partie de (X, o) x (Y, 7), soit dans I".

La motivation pour I’étude de ces classes de Baire potentielles trouve
son origine dans l’étude des relations d’équivalence boréliennes, et plus
précisément dans I’étude du pré-ordre suivant sur la collection des relations
d’équivalence boréliennes définies sur un espace polonais :

E < F < 3f borélienne E = (f x f)"'(F).

A T’aide de la notion de classe de Baire potentielle, A. Louveau montre dans
[Lo3] que la collection des relations d’équivalence 22 n’est pas cofinale, et
il en déduit qu’il n’existe pas de relation maximum pour <.

Pour déterminer la complexité exacte d’un borélien, on est amené a mon-
trer qu’il n’est pas d’une classe de Baire donnée — ce qui est généralement
beaucoup plus difficile que de montrer qu’il est d’une autre classe de Baire.
Le théoreme d’Hurewicz, rappelé ci-dessous, donne une condition nécessaire
et suffisante pour la classe des G5 (cf. [SR]) :

THEOREME. Soit X un espace polonais et A un borélien de X. Les con-
ditions sutvantes sont équivalentes :

(a) Le borélien A n’est pas I19.
(b) Il existe une injection continue u : 2* — X telle que

u H(A) ={a €2¥|3InV¥m>n alm) = 0}.

Ce théoreme a été généralisé aux autres classes de Baire par A. Louveau
et J. Saint Raymond (cf. [Lo-SR]). On cherche a établir des résultats ana-
logues au théoreme d’Hurewicz pour les classes de Baire potentielles. Dans
la premiere partie, nous nous intéresseront a la caractérisation des ensembles
potentiellement fermés; nous démontrons le :

THEOREME. Il existe un borélien Ay de 2% x 2% tel que pour tous espaces
polonais X et Y, et pour tout borélien A de X x Y qui est pot(X9) et
pot(I13), on a l’équivalence entre les conditions suivantes :

(a) Le borélien A n’est pas pot(I1Y).
(b) 1l existe des fonctions continues u : 2¥ — X et v:2¥ — Y telles

que A1 N (u x v)~H(A) = A;.

Rappelons que les boréliens a coupes verticales (ou horizontales) dénom-
brables sont pot(X9) (cf. [Lol]), donc vérifient I'hypothese de ce théoreme.
Il est a noter qu’on ne peut pas espérer une réduction sur tout le produit,
c’est-a-dire qu'on ne peut pas avoir (u x v)~'(A) = A; dans la condition (b)
(cf. [L1], Cor. 4.14(b)). Nous montrerons également l'impossibilité d’avoir
I'injectivité des fonctions u et v de réduction, ce qui constitue une autre
différence avec le théoreme d’Hurewicz.
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Dans la seconde partie, nous étendrons ce théoreme a d’autres classes,
qui s’introduisent naturellement a partir du théoreme d’Hurewicz. En effet,
ce théoréme montre entre autres l'intérét des réductions par des fonctions
continues pour la comparaison de la complexité des boréliens. La définition
suivante apparailt alors naturelle :

DEFINITION. Soit I" une classe de parties d’espaces polonais de dimen-
sion 0. On dit que I est une classe de Wadge s’il existe un espace polonais Py
de dimension 0, et un borélien Ay de Py tels que pour tout espace polonais
P de dimension 0 et pour toute partie A de P, A est dans I si et seulement
s’il existe une fonction continue f de P dans Py telle que A = f~1(Ay).

On peut démontrer que la hiérarchie de Wadge affine celle de Baire.
L’utilité de considérer les espaces de dimension 0 apparait ici : il faut as-
surer 'existence de suffisamment de fonctions continues; les seules fonctions
continues de R dans 2“ sont les fonctions constantes! Il y a eu des travaux,
notamment de A. Louveau et J. Saint Raymond (cf. [Lo2]), pour décrire la
hiérarchie de Wadge en termes d’opérations ensemblistes, comme dans la
hiérarchie de Baire. Ceci ameéne & considérer de nouveaux ensembles; par
exemple, si £ est un ordinal dénombrable et (A,),<¢ une suite croissante
d’ouverts d’un espace polonais X, on note

D((Ay)yee) = {x e X ‘ I <cxed)\ | A
0<n

et 7 n’a pas la méme parité que 5}.

On note D¢(X9) la classe des ensembles de la forme D((A,),<¢). On peut
montrer que les seules classes de Wadge non stables par passage au complé-
mentaire contenues dans A§ = £9 N TIJ sont les De(X9) et De(XY). On
obtient alors la hiérarchie suivante :
Do(29) = {0}, Di(ZY) =ouverts, ..., D (ZY), ..., =9,
Do(29),  Di(E9) = fermés, ..., D (Z9), ..., II}.

On peut définir sans probleme les ensembles potentiellement ', ot I’
est une classe de Wadge, en utilisant la méme définition que précédemment.
Nous démontrons :

THEOREME. Soit & un ordinal dénombrable.

(1) Si & est pair, il existe un borélien A¢ de 2 x 2“ tel que pour tous
espaces polonais X etY, et pour tout borélien A de X xY qui est pot(X3)
et pot(I13), on a l’équivalence entre les conditions suivantes :

(a) Le borélien A n'est pas pot(Dg(XY)).
(b) Il existe des fonctions continues u : 2 — X et v : 2% — Y telles
que Ag¢ N (u x v)"H(A) = Ag.
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(2) Si & est impair, il existe un borélien A¢ de 2 x 2% tel que pour tous
espaces polonais X et'Y, et pour tout borélien A de X xY qui est pot(X3)
et pot(I1Y), on a l’équivalence entre les conditions suivantes :

(a) Le borélien A n'est pas pot(Dg(XY)).
(b) Il existe des fonctions continues u : 2° — X et v : 2¥ — Y telles
que A¢ N (u x v)7H(A) = Ag.

QUESTIONS. (a) Un premier probléeme ouvert est de savoir si on peut
supprimer 'hypothese “A est pot(X9) et pot(I19)” dans ce théoreme.

(b) Un deuxiéme probléme ouvert est le suivant. Comme nous l’avons
mentionné avant, les seules classes de Wadge non stables par passage au
complémentaire contenues dans A9 sont les D¢ (X9) et Dg(Z?). Les boréliens
A coupes dénombrables étant pot(X9), la caractérisation de ces boréliens en
termes de “tests a la Hurewicz” est donc complete, a 'exception de ceux qui
ne sont pas pot(IL9). La question est donc de savoir si la conjecture suivante
est vraie :

CONJECTURE. [l existe un borélien B de 2% x 2% tel que pour tous espaces
polonais X et'Y, et pour tout borélien A de X XY a coupes dénombrables,
on a l’équivalence entre les conditions suivantes :

(a) Le borélien A n’est pas pot(I19).
(b) Il existe des fonctions continues u : 2 — X et v : 2% — Y telles
que BN (u x v)"1(A) = B.

2. Un test pour les ensembles non potentiellement fermés

(A) La construction de base. Nous montrons un premier résultat qui
n’est pas tout a fait la caractérisation des ensembles non potentiellement
fermés annoncée dans l'introduction. Sa démonstration est plus importante
que I’énoncé lui-méme, et fournit une construction qui sera affinée plus tard,
de trois manieres différentes :

e Pour établir la caractérisation des ensembles non potentiellement
fermés.

e Pour montrer 'impossibilité de I'injectivité de la réduction.

e Pour établir la caractérisation des ensembles non potentiellement diffé-
rence transfinie d’ouverts.

Pour énoncer et établir ce résultat, il nous faut du vocabulaire.

DEFINITION 2.1. Soient (G,,) une suite de fermés et G un fermé d’un

espace topologique X. On dit que (G,) converge vers G si G = J,,c, Gn \
UnEw G"

L’idée est la suivante : comment tester si une partie A d’'un espace
métrique est fermée? Une réponse est que A n’est pas fermé si et seule-



Tests a la Hurewicz dans le plan 135

ment s’il existe une suite (z,) d’éléments de A convergeant vers un point x
hors de A. On a alors, avec la définition précédente, que ({x, }) converge vers
{z}. On ne peut pas prendre ce test pour caractériser les ensembles non po-
tentiellement fermés, puisque le singleton {x} peut étre rendu ouvert-fermé.
Cependant, on peut remarquer que si X est un espace polonais et 7 une
topologie polonaise plus fine sur X, il existe un G5 dense de X sur lequel les
deux topologies coincident. L’idée est donc de remplacer les singletons par
des ensembles rencontrant tout produit de deux G5 denses. Un exemple de
tels ensembles est le graphe d’une fonction continue et ouverte de domaine
et d’image ouverts-fermés non vides. Dans la suite, les G, et G seront de tels
graphes. Les notations et définitions qui suivent paraissent alors naturelles,
avec le rappel qui suit.

NOTATION. Soient A, B, Z et T des ensembles, g : A — B une fonction.
La notation G(g) désignera le graphe Gr(g) de g si Ax B C Z x T, et
{(z,t) e ZXT | (t,2) € Gr(g9)} si AXBCTxZ.OnadoncG(g) CZxT
dans les deux cas.

DEFINITION 2.2. On dit que (Z, T, g, (9»)) est une situation générale si :

(a) Z et T sont des espaces polonais parfaits de dimension 0.

(b) g et les g,, sont des fonctions continues et ouvertes de domaine ouvert-
fermé non vide de Z et d’image ouverte-fermée de T, ou de domaine ouvert-
fermé non vide de T' et d’image ouverte-fermée de Z.

(c) La suite (G(gn)) converge vers G(g).

I1 est démontré le théoreme suivant dans [L2] (cf. théoreme 2.3) :

THEOREME 2.3. Soient X et Y des espaces polonais, et A un borélien
pot(X9) et pot(I13) de X x Y. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Le borélien A n’est pas potentiellement fermé.

(b) Il existe une situation générale (Z,T,g,(gn)) et des injections con-
tinues u: Z — X etv: T — Y telles que J,c,, Glgn) N (u x v)"1(A) =
Unau G(Qn)‘

Dans ce résultat, la situation générale (Z, T, g, (g,)) dépend de A, méme
si elle est toujours du méme type. Dans le résultat qu’on cherche a obtenir,
annoncé dans l'introduction, le borélien A; est indépendant de A. On cherche
donc essentiellement a obtenir un théoréeme d’interversion de quantificateurs,
¢’est-a-dire une version uniforme du théoréme précédent. Apres ce rappel, il
nous faut encore du vocabulaire.

DEFINITION 2.4. On dit que (Z, (g,)) est une bonne situation si :

(a) Z est un fermé parfait non vide de w®.
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(b) gn est un homéomorphisme de domaine et d’image ouverts-fermés
de Z. De plus, on a a <jex gn(a) si a € Dy, .
(c) La suite (Gr(gy)) converge vers la diagonale A(Z).

NOTATIONS. Soit Z C w®. On note N, l'ouvert-fermé de base de Z
associé & s € w<Y :
Ny ={a€Z|s=<a}l.
Soit (Z, (fn)) une bonne situation. On pose fj := Idz et on définit une
relation R sur w=<* comme suit :

sRt < |s| = |t] et (N x N;) 0 (Gr(f@) Ul Gr(fn)) £ 0.
new

Si sRt, on pose
m(s,t) :=min{m € w | Jw € {0} Uw |w| =m et (Ns x N¢) N Gr(fw) # 0},
n(s,t) ;== min{n € w | s[nRt[n et m(s,t) = m(s[n,t[n)}.
On pose sTt < sRt ou tRs. On dira que ¢ € (W<¥)<¥\ {0} est une
T-chaine si Vi < |c| — 1 ¢(i) Te(i 4 1).
On définit E comme étant la relation d’équivalence engendrée par R :

sEt < Je T-chaine avec ¢(0) = s et ¢(|¢] — 1) = t.
DEFINITION 2.5. On dit que (Z, (f,)) est une trés bonne situation si :

(a) (Z,(fn)) est une bonne situation.

(b) Si ¢ est une T-chaine telle que |c| > 3, ¢(0) = ¢(|¢|—1), et (i) # c(i+1)
si i < |e| — 1, alors il existe ¢ < |¢| — 2 tel que ¢(i) = c(i + 2).

THEOREME 2.6. Soient (Z,(gn)) une bonne situation et (w*,(fn)) une
trés bonne situation. On suppose que les classes d’équivalence de la relation
E associée a (w*,(fn)) sont finies. Alors il existe une fonction continue
u:w¥ — 7 telle que

U Gr(f) 0w x ) (U Grtga)) = U Gr(h).

new new new

Démonstration. On va construire :

e Une suite (Us)scw<w d’ouverts-fermés non vides de Z.
e Une fonction @ : {(s,t) € w<¥ x w<¥ | [s] = [t|} — {0} U w.
On notera, si sRt, w(s,t) := &(s[n(s,t),t[n(s,t)). On demande & ces objets
de vérifier :
(i) Us~; C Us.
(ii) 6(Us~y;) < 2718171,

w(s, t)] = m(s, 1),
Rt
(111) 8 = { U = Gw(s,t) [Us]
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Admettons ceci réalisé. Soit o dans w®. Comme pour g > 0, 6(Uypq) <
279, (Uqarq)q est une suite décroissante de fermés non vides dont les diametres
tendent vers 0. On peut donc définir v : w¥ — Z par la formule {u(a)} =
(yew Uarq: €t u est continue. Montrons que si (a, 8) est dans (J,,¢,, Gr(fn),
alors (u(a),u(fB)) est dans |J,,,, Gr(gn). Soit donc n entier tel que (a, 3) €
Gr(fn); on peut trouver un entier naturel mq tel que (Nafm, X Ngfmg)
N Gr(fp) = 0. Alors si m > mg, on a a[mRB[m et on a les égalités
m(a[m, B[m) = m(a[mg, B]mg) = 1. Posons ng := n(a[mg, S[mg). Sip >
ng, on am(alp, 8[p) = m(alng, B[ng) et n(afp, B[p) = n(alng, B[ne) = ne.
Posons s := a[ng et t := B[ng. Par (iii), |@(s, t)| = m(s,t) = m(a[mg, [mg)
=1.0na

9o (s,t)(u()) Ggé(s,t)[ m Ua]—n:| c ﬂ 9o (s,t)[Uarn]

n>ng n>ng

= ﬂ Upspn = {u(B)}
n>ngo
Dot (u(a),u(B)) € Gr(ga(s,))- Si (@, 8) € Upew Gr(fn) \ Upen, Gr(fn), on
a o= f et u(e) = u(B); donc (u(), u(B)) & U, e, Grgn)-

Montrons donc que la construction est possible. On pose @(0,0) := 0 et
Up = Z.

Admettons avoir construit Uy et @(s,t) pour |s|, [t| < p vérifiant (i)—(iii),
et soient s € wP et i € w. Posons

d:E(si) XxE(si) > w,
(x,y) — min{|c| — 1| ¢ T-chaine, ¢(0) = x et ¢(|c] — 1) = y}.

Si k € w, on pose Hy, := {z € E(s74) | d(z,s71) = k}. Alors Hy, et le
nombre de H; non vides sont finis, puisque les classes d’équivalence de E
sont supposées finies. De plus, Hy est non vide si Hg41 'est, donc on peut
trouver g tel que Hy, ..., H, soient non vides et H}, soit vide si & > ¢. Posons

Hy = {Z(hl), .. 7Z(k7pk)},
QS:U{k}X{l?"'?pk}_)wa (kvr)'_)zpz'i_r

k<q i<k
On a donc Im(¢) = {1,...,po,po+1,....,00+p1,..-sD0+...+Pg—1+1,...,
Po+ ...+t
On va construire par récurrence sur n € {1,...,po+...+pq}, et pour k €
{1,...,n}, des ouverts-fermés non vides U?¢71(k) de Z.Si zy—1(x) R 2p—1(1), ON

adopte la notation w(k, 1) := w(zg-1(x), 2¢-1(y)- On demande aux ouverts-
fermés de vérifier :
(1) Uanl(k) C Uiy

2)s(Ur . y<27P L,

EFo=l(k)’ —
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(3) Sik,le{l,...,n} et zg-13) R2zs-1(y), alors

w(k, )] = m(zg-1), 26-11)); = Gun Uz, ]

n
Uzdﬁl(l)

(U cur, sike{l,...,n}.

ZFp—lk)y —  Fo—l(k

Admettons cette construction effectuée. Il restera a poser, si z, z’ sont dans

E(s™i), U, = UPottPa o &(z,2') n’est pas encore défini, on posera
D(z,7') == P(z[p, 7 [p). On a
_ J7Po+...+D
UZ¢_1(I€) - Z¢71(k) 1 g Z¢*1(k) ’—p'

La condition (i) est donc réalisée pour toute suite de E(s™4). La condition
(2) entrainera de méme que (ii) est réalisée pour toute suite de E(s™¢). Pour
(iii), il suffit de remarquer que si SRt alors 3 et ¢ sont dans la méme E-classe,
et (3) donne le résultat.

Montrons donc que cette nouvelle construction est possible. Si n = 1,
¢~ (n) vaut (0,1) et zy-1(,,) = s i; on choisit pour U} un ouvert-fermé

Z(0,1)
non vide de Uy, de diametre au plus 27771,
Admettons avoir construit les suites finies Uzlqu(l), e Uzn(;llu)’ ce
Zn¢_—11<n,1) vérifiant (1)-(4), ce qui est fait pour n = 2. La suite z4-1(,,) est

dans H4-1(,)),, donc on peut trouver une T-chaine c telle que c(0) = s71,
(lc]—1) = 2-1(ny €t e|—1 = (6~"(n))o. Comme po = 1, ona (6~ (1)) > 1,
donc |¢| > 2 et c(|c| —2) € H(g-1(n)),—1; Par le choix de ¢, on peut trouver
m < n tel que c(|c| —2) = z5-1(m). D'OU 24-1(n) T 241 (mm). Notons

o {n(%l(n)v%l(m)) 81 26-1(n) R 291 (m)
(241 (m)> 2¢-1(n)) Sl Zg=1(m) R Zp=1(n)-
Casl:o<p+1.
L1 zg-1(m) R2g-1(n). La suite

w(m,n) = P(24-1(m) [0, 2¢-1(n) [ 0)
a déja été définie et on a

U

Zp=1(myfp  Jw(m,n) [U%—l(mm]‘

On choisit, dans g (m,n) [U;"d;ll(m)], un ouvert-fermé non vide U;”:r Lo de

diametre au plus 27771, de sorte que (1)—(3) pour k = [ = n sont réalisées.

On définit ensuite les U;;_ pour 1 < ¢ < n, par récurrence sur
d(z¢-1(q), 2¢~1(n)) : On choisit une T-chaine e de longueur minimale telle
que €(0) = z4-1(q) et e(le] — 1) = zy-1(n). Comme |e[ > 2, U, a été défini

L)

et il y a 2 cas. Soit r entier compris entre 1 et n tel que e(1) = z4-1(,y. Un
tel r existe car la condition (b) de la définition d’une trés bonne situation
entraine l'unicité d’une T-chaine sans termes consécutifs identiques allant
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d’une suite a une autre; cette T-chaine est donc de longueur minimale, et la
définition de ¢ montre ’existence de r.

1.1.1 : Ou bien z4-1(,) Rz¢71(q), et on pose

n
Zg—1l(g)

I

= 9ura Uz, .,

1.1.2 : Ou bien z4-1(¢)R2¢4-1(;), et on pose
U;Zrl(q) = QW(IW)(U%*IM)'

Montrons que ces définitions sont licites. On a e(1) = z4-1(,), ou 1 <7
< n. Si le cas r = n se produit, comme 2zg-1(,,) et 24-1(,) sont dans
E(s7i), l'unicité de la T-chaine sans termes consécutifs identiques allant
de 57 & z4-1(,) montre que ¢ =m

On en déduit que si » = n, on est dans le cas 1.1.2 puisqu’on ne peut
pas avoir zy-1(q)Re(l) et e(1)R z4- 1(q); CES deux suites étant différentes par
minimalité de la longueur de v (si th on a s <jex t par définition d’une
trés bonne situation).

n—1 n—1 n
Dans le cas 1.1.1,onar < net U] 1 = Gu(r,q) U} 51, )] donc U} 1)
est un ouvert-fermé non vide de U~ 1 puisque U n cC UMl | De
o1’ “1(n) Fe=1(r)
meme, U 1w est un ouvert-fermé non Vlde de U;;_ll( ) dans le cas 1.1.2,
q

r < n. S1 r = n, alors ¢ = m et la méme conclusion vaut, par le choix
de Uzn¢_1<n)' D’ou la condition (4). Les conditions (1) et (2) pour k = ¢ en
découlent.

Vérifions (3). Soient donc k,I < n tels que zy-1(5)Rzg-1(;), et ¢ (res-
pectivement €) la T-chaine ayant servi & définir U;:)_ " (respectivement

Ufw ). Onac(lc] —1) =¢€(le] = 1) = z4-1(ny. Sifc| =[] =1, k=1=mn

1a

et (3)(; été vérifié. Plus généralement, si k = [, (3) est vérifié. Si |¢] =1
et |e] = 2, la liaison entre Zg-1(k) €t 2¢-11) a déja été prise en compte,
par minimalité des longueurs. De méme si |¢| = 2 et |[¢] = 1. Si [¢] et |€]
sont au moins égaux & 2, par unicité de la T-chaine sans termes consécutifs
identiques allant d’une suite a une autre, on a ¢(1) = €(0) ou ¢(0) = €(1). La
encore, la liaison a été prise en compte. La condition (3) est donc réalisée.

1.2 24-1(n) R2g-1(m)- Ce cas est analogue au précédent (on a U%—l(m)yp

=l et seul le

= Guw(n,m) [Uz¢71(n>[p], on choisit U% w(n m)( Zo—1(m)

dans g

—1(n)
cas 1.2.1 est possible si r = n).
CAas2:0=p+1.
2.1: Zg=1(m) RZ¢*1(n)- Soit w € {Q)}Uw tel que (NZ¢71(W)"P Xqus*l(n)(p)m
Gr(fy) # 0. On peut supposer que |w| = Mm(2p-1(m)[ps 2s-1(n)[p) = 0, €t

w="0, 24-1(m)[p = Zg-1(n)[p- Comme Gr(gp) = U,co, Gr(9n) \ U,e, GT(9n),
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on peut trouver t € w minimal tel que (U?~! x Ut YNGr(g) # 0, et

Zp=1(m) Zp=1(m)
on a [t| = m(2g-1(m), Zg-1(n)) = 1. On plose alors D(z4-1(m), 2¢-1(n)) =t
On a alors que gy (m,n) [U;;;ll(m) ﬂg;(mvn)( ;Z;ll(m)

non vide de Uz 1y O choisit U;;i Lo dans cet ouvert-fermé et on

raisonne comme en 1.1.

)] est un ouvert-fermé

2.2 24-1(n) R2¢-1(jm)- On raisonne comme en 2.1, en choisissant U§¢_1< )

-1 n—1 n—1 e
dans g, (Uzqu(m)) N Uz¢71<m) et en posant ¢(24-1(n), 2p-1(m)) ‘=1 m

(B) L’existence de tests. Nous donnons maintenant un exemple explicite,
comme annoncé dans I'introduction. Nous commencons par un exemple dans
w* X w*, que nous raffinons ensuite dans un produit Zy X Zy, ou Zy est plus
compliqué a décrire que w*, mais est homéomorphe a 2%.

NOTATIONS. Soit (g,) la suite des nombres premiers : ¢o = 2, ¢1 = 3,
g2 =95, ... On pose

0)+1 141 .
N:w<¥ = w, SH{qS() ."q|SS(I|iI1 ) sis 70,

0 sinon.
La fonction fj est I'identité. On pose ensuite

foi{aew?|an) =1} - {a€w” | a(n) = N(a[n"1)},

w—w
o — a(p) sip#n,
{p ~ { N(af(n+1)) sinon.
On pose ensuite

Ao := {1},
Api1:={1}U {N(sAl) ) s € H Ai} (n € w),

i<n
ZO = H An.
new

Alors on voit facilement par récurrence que A,, est fini et a au moins deux
éléments si n > 1, de sorte que Zy, muni de la topologie induite par celle de
w®, est homéomorphe & 2%, comme compact métrisable parfait de dimension
0 non vide. Il est clair que si @ € Zy et a(n) = 1, alors f,(a) € Zp, de sorte
qu’on peut remplacer w* par Zy dans la définition de f,,. On note encore
fn cette nouvelle fonction, le contexte précisant si on travaille dans w* ou
dans Zj.

THEOREME 2.7. (1) Le couple (w*, (f,)) est une trés bonne situation. De
plus, les classes d’équivalence de E sont finies.
(2) Le couple (Zy, (fn)n>0) est une trés bonne situation. De plus, pour

tout entier p, Hn<p A, est une classe pour E.
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Démonstration. Les espaces w® et Zy sont fermés parfaits non vides
de w*.

Que ce soit dans w* ou Zy, f, est clairement un homéomorphisme de
domaine et d’image ouverts-fermés, et on a @ <jex fn(a) pour tout a de
Dy, .

Si a € w¥, la suite de terme général
(a[n” 1 (a(n+1),...),a[n " N(a[n" 1) (a(n+1),...))

converge vers (a, «), de sorte que (Gr(f,)) converge vers A(w*). De méme
sia € Zp.

Montrons maintenant que pour tout entier p, ], <pAn est une classe
pour E. Il suffit de voir que E(17) = [, _ A,. La condition est clairement
vérifiée pour p = 0 : on a E(0) = {0}. Pour p = 1, on a E(1?) = {1} =
Ay car on considére la suite (f,)n>0, de sorte que la premiére coordonnée
vaut toujours 1. Soit donc s € E(1P1). On a bien sir s € [LcpiiAn
Réciproquement, si s € Hn<p+1 A,,onas[pe Hn<p A, donc par hypothese
de récurrence, on peut trouver une T-chaine v avec v(0) = 17 et v(|v| — 1)
= s[p. Donc (v(i)”s(p))i<jv| est une T-chaine, et donc s € E(177 s(p)).
D’ou le résultat si s(p) = 1. Sinon, on peut trouver ¢ dans Hn<p A, telle que
s(p) = N(t™1). Par hypothese de récurrence, on peut trouver une T-chaine
w telle que w(0) = 17 et w(|lw| — 1) = t. Comme avant, (w(i)"1);<|w|
est une T-chaine, donc t~1 € E(1P™1). Donc t "N (t™1) € E(1PT1), clest-
a-dire t~s(p) € E(1P1). Comme ¢t € E(17), on a t"s(p) € E(17"s(p)) et
s € E(1PTh).

Montrons maintenant que les classes d’équivalence de E sont finies. Soit
C une E-classe, tg € C et sy € C lexicographiquement minimale. Une telle
suite existe car on définit, si ¢ < |to|, so(g) comme étant min{s(q) | s € C
et s[q¢ = so[q}. On montre par récurrence sur i < |so| que :

(i) E(so[ (i + 1)) est finie,

(i) Vs € E(so[ (i + 1)) s(i) € {s0(1)} U{N(uT50(2)) | u € E(s0[4)}.

Sii=0,o0nakE(so(0)) = {s0(0)} sisp(0) #1, et {so(0)} U{N(1)} sinon,
d’otut le résultat. Admettons ce résultat pour i < j < |so|, ce qui est vérifié
pour j = 1. Montrons-le pour j, ce qui prouvera que C' est finie.

Soit ¢ € E(so[(j +1)); il existe une T-chaine u avec u(0) = ¢ et u(|u| — 1)
=so[(j+1). Sii< |ul —1, comme u(i) Tu(i+ 1), on a u(z)[j Tu(i + 1)[4,
donc u(i)[jEu(i + 1)[j et t[jEso[J.

Montrons (ii); (i) s’en déduira car s[j € E(sg[j) qui est fini par hypothese
de récurrence, et car s(j) est dans un ensemble fini. On montre

Vs,t € E(so[(j + 1))
t(j) # so(4) ou s(j) € {s0(j)} U{N(u""s0(j)) | u € E(s0[4)}-
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On procede par récurrence sur d(s,t). C’est clair pour d(s,t) = 0. Soient
s,t € E(so[(j + 1)) telles que d(s,t) = k + 1. Soit e une T-chaine telle
que e(0) = t, e(le] — 1) = s et |e] = k4 2. Soit i < |e| maximal tel que
e(i)(4) = so(j). Si i > 0, par hypothese de récurrence, on a le résultat. On
peut donc supposer que si 1 <14 < |e|, alors e(7)(j) # so(4)-

Par conséquent, e(1)(j) # so(j) et e(0)(j) = t(j) = so(j), donc so(j) a
été modifié en N (t[j " s0(j)), par minimalité de so. En effet, on remarque
que si Ry, alors VI € w\ {0}, IRy I; comme t[jEsg[j, on a e(1) =
t[77e(1)(j)Eso[ie(1)(4) et si on pose s := (so(j + 1),...,50(]so| — 1)),
on a e(l)"syEsg et e(1)"syEsg[j"e(1)(j) " sp. Done e(1)(5) > so(j) et
e(1)(j) > so(j)- Pour transformer & nouveau e(1)(j), on ne peut que revenir
a so(7), ce qui est exclus. Donc e(1)(j) reste fixe dans la suite et vaut s(j).
L’entier s(j) a donc la forme voulue. D’ou (ii), avec t = so[(j + 1).

Montrons maintenant que (w*, (f,)) est une trés bonne situation. Nous
voulons montrer que si ¢ est une T-chaine telle que |c| > 3, ¢(0) = ¢(|¢| — 1),
et (i) # c(i+1) sii < |c|—1, alors il existe i < |c| —2 tel que ¢(i) = c(i+2).

Soit ¢ un contre-exemple de longueur minimale, et tel que [ := |¢(0)] soit
minimale elle aussi. Alors nécessairement la suite (c(i)(l — 1));<|¢| est non
constante, et on trouve i; minimal tel que c(i1)(l — 1) # ¢(i; + 1)(1 — 1); il
y a alors deux cas.

Ou bien ¢(i1)(I—1) < ¢(i1 +1)(I —1), auquel cas comme on a les égalités

c(in)(l = 1) = c(0)(I = 1) =c(le| = (I = 1),
on trouve is > 41 + 1 minimal tel que lon ait ¢(iy + 1)(I — 1) # ¢(i2)(l — 1).
Comme avant, on voit que ¢(i1)(l — 1) = c(i2)(I — 1), et en fait c(i1) = c(iz).
Donc i3 = 0 et i3 = |c¢| — 1, par minimalité de |c|. Par minimalité encore,
|| = 3, ce qui constitue la contradiction cherchée (on a ¢(i; +1) = ¢(ia — 1)
car il existe un unique entier n tel que c(i;) 1% € A, avec n = [ — 1; par
suite,
cliv + 1)71¥ = fr(e(in) T 1Y) = fu(c(iz)T1%) = c(ia — 1) 1%).

Ou bien c(i1)(I — 1) > ¢(i1 + 1)(I — 1), auquel cas on trouve ig > i3 + 1
minimal tel que c(i2)(I—1) = ... =¢(|e|—=1)(I—1). Onac(i; +1) = c(ia—1),
donc ¢(i1) = c(iz) comme avant. D’ot1i; = 0 et iz = |c|—1, par minimalité de
|c|. Par minimalité encore, |c| = 3, ce qui constitue la contradiction cherchée.

Il reste a voir que (Zy, (fn)n>0) est une trés bonne situation pour achever
la preuve du théoreme. Mais ceci se voit comme précédemment. m

THEOREME 2.8. Soit (Z,T, gg, (gn)) une situation générale. Alors il existe
une fonction continue u : W — Z et une fonction continue v : w* — T telles
que

U Gr(f) 0w x o) (1 Glan)) = U Gr(fa).

new new new
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Démonstration. On utilisera des notations analogues a celles de la
preuve du théoreme 2.6, et le méme schéma de démonstration. Les nuances
sont les suivantes.

On va noter Ay (respectivement By, A,) le domaine de gy (respective-
ment I'image de gp, le domaine de g,,).

On va construire :

e Une suite (Us)scw<w d’ouverts non vides de Z, inclus dans g@ ou é@.

e Une suite (V;)sew<w d’ouverts non vides de T, inclus dans g@ ou E@.

e Une fonction @ : {(s,t) € w<¥ x w<¥ | |s| = |t|} — {0} Uw.

On demande a ces objets de vérifier :

(1) Us"‘i X Vs"i g Us X V:q
(i) 6(Us~4), 6(Vemy) < 2715171
[w(s, t)] = m(s,t),
(111) sRt=<¢ Vi = Gw(s,t) [Us] si 4w(s,t) C Z,
Us = Gw(s,t) [V;f] si Aw(s,t) cT.

Admettons ceci réalisé. On définit v : w* — Z et v : w¥ — T par
les formules {u(a)} = ,c,, Uarq €t {v(@)} = ey, Varq- Montrons que
si (o, ) est dans |J,, o, Gr(fn) (respectivement Gr(fp)), alors (u(a),v(53))
est dans (J,c,, G(gn) (respectivement G(gp)). Soit donc w dans {0} Uw
tel que (a,3) € Gr(fy); on peut trouver un entier naturel mg tel que
(Nafmo X Ngtmo) M Use(oyow,s|<jw) GT(fs) = 0. Alors si m > mo, on a
a[mR B[m et on al’égalité m(a[m, B[m) = m(a[mg, B[mo) = |w|. Par (iii),
on a

[D(s,t)| = m(s, t) = m(a[mo, B[mo) = |w| = {(1) 21 gn:ﬁfwz(ojé%’(a)-

Si g@(s,t) CZ,ona

9o (s,t)(u()) Ggqs(s,t)[ ﬂ Ua|—n:| c ﬂ 9o (s,)[Uan]

n>ngo n>ngo

= ﬂ VB[n = {v(B)}.

n>ngo
Si AV(p(s,t) CT,ona
Ga(s,t)(v(B)) €g¢(s,t)[ N an} C () oo Varal

n>ngo n>ngo

= m Ua(n = {u(a)}.

n>ngo

Dot (u(a), v(B)) € G(ga(s.r))-
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Montrons donc que la construction est possible. On pose

(A@,Bw) si Ag C Z,

20,0):=0 et (Up, V) := {(B@ Ay) siAyCT.

Par le théoreme 2.7, les classes d’équivalence de E sont finies. On peut
donc définir Hy, et ¢ comme dans la preuve du théoreme 2.6. On va construire
par récurrence sur n € {1,...,po + ...+ py}, et pour k € {1,...,n}, des

ouverts non vides U (respectivement V;; ) de Z (respectivement

Zp—1(k) —1(k)

T). On demande aux ouverts de vérifier :

( ) Undo (k) X Vn¢> L(k) < Uqb 1<k)fp Vzorl(k)“”
(2) oz, )0V, ) <27P7h

—1(k) Zp—1(k)
(3) Si k:,l € {1,...,n} et z4-1(k) Rzy-1(;, alors
o [w(k, )| = m(zg-1(k), 26-11));
o si Ay € 2, alors V| = gup U

I,

Zp—1(k)"’
® si Aw(k 1 € T, alors U” i = Gu(k, l)[V d)_l(l)]
n+1 n+1 n n
(4) UZ Zg1 < Vz¢,_1<k.) - Uz¢—1(k) X V%_l(k) sike{l,...,n}

Montrons donc que cette nouvelle construction est possible. Sin =1, on
choisit pour U} un ouvert non vide de Ay, de diametre au plus 277~ 1,

2(0,1)
tel que 6(g@[UZ1(O 1)]) < 27p~L) g@[Uzl(0 1)] C Vs et UZ(O , C€ Us, et on pose
VZ1<0 L =90 [Uzl(0 - Ceci si Ay C Z.Si Ay C T, on choisit pour Vzl<0 , un
ouvert non vide de Ay, de diametre au plus 277~ tel que §(gy [Vzl(0 1)]) <
2-p 1 g@[Vzl(O L EUs et Vz<0 ., € Vs, et on pose Uzl(o by = g@[VZl(O "
Admettons avoir construit les suites finies U ! . 1 Lo, UnTt o
W7 Feml) o1
yp-t oo urt -t vérifiant (1) (4).

Fe—1(1)’ Fp=ln-1)" Fp=l(n-1)

Casl:o<p+1.

L1t zg-10m)Rzg-10n) €t gw(m,n) C Z. La suite w(m,n) = @(24-1(m) [0,
Zp-1(n)[0) a déja été définie et on a

V. = Gw(m,n) [UZ¢—1(m)y'p]'

¢~ 1(n)[p

: Ay C Z. On choisit, dans U, N 9y (Guomm UL ),

Ze=1(n)lp ¢~ 1(m)

un ouvert non vide U;:rl( tel que U2 [N g@[U"¢_1( )] cu,
1
Vertimin? 5(U"¢ Lo )) < 27P7% et également 5(9@[U§¢
n —
pose V! i g@[Ud) Lo
sont reahsees

X
e~ L(n)[p

. )<2P7t On
|, de sorte que (1), (2), et (3) pour k =1=n
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On définit ensuite les U, ”¢ Lo et VZ 1, PO 1 < ¢ < n, par récurrence
sur d(2¢-1(q), 2¢-1(n)) : o0 choisit une T—chalne e de longueur minimale telle
que €(0) = z4-1(g) et e(le] = 1) = zy-1(n). Comme [e] = 2, Uy, et V7,
ont été définis et il y a 4 cas. Soit r entier compris entre 1 et n tel que
6(1) = Z¢p—1(r)-

1.1.1.1 : Ou bien z4-1() Rzg-1(4) €t gw(w) C Z, et on pose

n . 1m—1 —1 n
) UZ¢—1<q> T U2¢—1<q> M9y <VZ¢—1<q>>'

n

a1 = I lU,

Zo=1(r)

1.1.1.2 : Ou bien zg-1(,) Rzg-1(4) €t Zw(nq) C T, et on pose

n L n—1 —1 n n L n—1 —1 n
Vzdrl(q) T V%*l(znmgw(rvq)(U%*l(r))’ U%*l(q) T Uzdrl(q)mg@ (V%*l(q))'
1.1.1.3 : Ou bien z4-1(g) Rzg-1(,) €t /Tw(q,r) C Z, et on pose
n o n—1 —1 n n o n
U Zo=l(q) T Uzwl(q) ﬂgw(q’”(vzwvw)’ Zo=l(q) gm[U%*l(q)]'

1.1.1.4 : Ou bien z4-1(q) Rzg-1(,) €t gw(q,r) C T, et on pose

n .
Zy=1(q)

J

Montrons que ces définitions sont licites. Si » = n, on est dans le cas
1.1.1.3.

- 9w<qyr>[vz7l—1<r>]’ ZZ*( y T 90lUz, Z6=1(q)

Dans le cas 1.1.1.1, on a U[{;, € U/} (1) et V¢ Ly = Jura) [Ue(l)] Par
suite, la définition de V;:r ) est licite, et c’est un ouvert non vide de
7:;}( % On a Z¢—1(q)RZ¢—1(q), n(z¢—1(q),z¢—1(q)) =0 et A@ C Z. On en

déduit que V" }( )
Ur—! | bien deﬁm.
¢ (a)

Dans le cas 1.1.1.2, la définition de VZT;,1< ) est licite, et c’est un ou-
q

=gy [U” 1( |, et que U;”drl(q) est un ouvert non vide de

vert de V;;j( X De méme, la définition de U” 1g est licite, et c’est un
q q

ouvert de U fd)__l( Comme dans le cas precedent la non-vacuité de V" i
a)
entraine celle de U ” . Celle de VZ:Lr L) résulte du fait que U" 11( =
q q T
1 -1
GuirgVIL Jet Un¢ Ly SUZTL

Dans le cas 1.1.1.3, la définition de Uanrl( ) est licite, et c’est un ou-
q
n—1 1
vert de U%_l(q)7 donc de U2¢—1(q>(p
Vi est licite, et ¢’est un ouvert de V*~! . La non-vacuité de U"

¢~ 1(q) ¢~ 1(a) (o)

entralne celle de V;;i e Celle de U” ) résulte du fait que V" }( o=
q q

Guw(q,m) UL~ ¢_1( )] et V' CVvrl sir<mn Sir=mn,ona U” -

U Zp—=1(r )|—P ﬂg@ (gw(Q:T’)[U Z 4 1( ) —1(n)

o=l —  Feml(m ¢—1<r>
]), par le choix de U m , puisque q =
1
D’ou sz,1<r) < Gu(q,r) [U" Cigg )] et U;‘Wl(q) est non v1de.

et de Ay. Par suite, la définition de
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n n—1 n n—1
Dans le cas 1.1.1.4, on a Ve(1) - V(l) et U¢_1<) gw(qu)[Ve(l) ].

Par suite, la définition de U n iy est licite, et c’est un ouvert non vide de
q

n—1 n—1 n—1 n
U! . . Comme en 1.1.1.1, on a V i T = gy|U! S )], et VZ¢_1(q) est un

ouvert non vide de VZ’; }( X bien defim.
— (g

On a donc montré que dans les 4 cas, U (resp. V] ) est un
® ®~1(a)

)]
ouvert non vide de U%j( ) (resp. V”*1 ) bien défini. D’ou (4). Vérifions
q

(3); si k =1, (3) est vérifié : c’est clalr dans les cas 1.1.1.3 et 1.1.1.4, et

dans les deux autres cas, on a clairement gy, k) [U” 1<k)] - V’; L si

Y€ V<z> Ly OB AY € V” 1( et il existe z € U%_ll(k) tel que y = gg(x). Par
n n — n 43

suite, z € UL | et Vdrl(k) g[U? 7 l(k)] gw(k,k)[Ule(,ﬁ)]' La condition

(3) est donc reahsee (c’est clair dans les cas 1.1.1.1 et 1.1.1.4; dans le cas

1.1.1.2, on utilise le fait que UZ’;A( ) est inclus dans U"‘l( ) dans le cas

1.1.1.3, on utilise le fait que szfl( ) est inclus dans V” 1( . sir < n;si
_ 1. . 1
r = n, on utilise le fait que V;;—lm est inclus dans gy (q,r) [U <b_1(q)])
1.1.2 : A@ C T. On a g@[gw(myn) [U;:;ll(m)]] - U%*l(n) [p> donc

Guw(m,m) UL~ o 1( )] g@*l(Uzwl(n) rp) est non vide. On choisit, dans cet ouvert

non vide, un ouvert VZZf 1y 0D vide tel que I’on ait I'inclusion gy [VZ o )] X

n n —p—1 n
vz i S Us,- Lmip Vz,- Lnyfp? 5(Vz¢71(n>) <2 et 5(90[V¢ L(n )]) =
277~ On pose U" iy T gV ], de sorte que (1), (2), et (3) pour
k =1=mn sont reahsees
On procede alors de maniere analogue a celle du cas 1.1.1; la encore, on

trouve 4 cas.

Zp=1(n)

1.1.2.1 : Ou bien zg-1(,) Rzg-1(4) €t Avw(w) C Z, et on pose
= gw(r,q) [U;L ]’ Ug _ = gp [Vzn, ]

d—1(r) ¢~ 1(a) ¢~ 1(a)

Zp-1(q)
1.1.2.2 : Ou bien z4-1(,) Rzg-1(4) et Zw(w) C T, et on pose

n . n—1 —1 ( n ) n

=V
Zp—1(q) Zp=1(q) Guw(r,q) Fp=1(r’’ Ze—1(q)

J

= g@[V¢_1(q)

1.1.2.3 : Ou bien z4-1(g) Rzg-1() €t Zw(q7r) C Z, et on pose

n S n—1 n n o n—1 n
v Zp=1l(q) U%*l( )ﬁgw(q T)(V¢ 1<T>) V%*l(q) T Vzdfl( ) (U 2y~ 1<q>)
1.1.2.4 : Ou bien z4-1(g) Rzg-1(r) €t Ay(q,r) €T, et on pose
o tm—1 1
%*1( ) 7= Gu(ar) [qu e >] VZT;%(q) o szfuq) M99 (U;wl(q))'

La vérification des conditions (1) & (4) est alors analogue a celle du
cas 1.1.1; pour vérifier (3) dans le cas 1.1.2.3, » = n, on utilise le fait que

-1
szlm € Juian) [U;Zrlm]'
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1.2 : zg-1(myRzg-10) €t gw(m,n) C T. La suite w(m,n) = D(24-1(m) [0,
Zp-1(n)[0) a déja été définie et on a

Uity = Jwtma Vg, |-

s . —1/,-1 -1
1.2.1: Ay € Z. On choisit, dans Uz _, . Mg, (gw(mm)( §¢71(m))), un
ouvert non vide U Z’;_ L m) tel que
n n
Uzas—l(m % g@[U%fl(n)] = U%—l(n)rp % V%—l(n)rp’

s(Un ) < 27P~1 et également 5(g@[UZ"¢71( )]) < 27P=1 On pose VZ:LM )

¢_1(n)], de sorte que (1), (2), et (3) pour k = | = n sont réalisées.
On procede alors de maniere analogue a celle du cas 1.1.1; on trouve les 4
mémes cas qu’en 1.1.1, et on adopte les mémes définitions. Cette fois-ci, la
différence est que si 7 = n, on est dans le cas 1.2.1.4. La vérification des

conditions (1) & (4) est alors analogue a celle du cas 1.1.1; pour vérifier

que U;:rl(q) C de;ll(q) dans le cas 1.2.1.4, r = n, on utilise le fait que
Juianl9olUZ_, N CUITL

1.2.2: Ay CT.Onaque g;(lmm)(U;;‘_ll(m))ﬂgq)_l(U%_l(n) rp) €st non vide.
On procede alors comme dans le cas 1.1.2; on a, dans le cas 1.2.2.4, r = n,
U;;_l(q) - U;;__ll(q) puisqu’on a 'inclusion V;;—l(n) - g;(lq’r)(Uz’;__ll(q)).

1.3 : zg-1(n)R2Zg-1(m) et levw(n’m) C Z. La suite w(n,m) = ®(z4-1(n) [0,
Zp-1(m)|0) a déja été définie et on a

Vet imyrp = Juln,m) [U%*l(n)(p]'

q o -1 ~1
1.3.1: Ag € Z. On choisit, dans U, _, ﬂgw(mm)(VZ’;_l(m)), un ouvert
non vide U, ;;_1( | comme avant. On procede alors de maniéere analogue a celle

du cas 1.1.1; on trouve les 4 mémes cas qu’en 1.1.1, et on adopte les mémes
définitions. Cette fois-ci, la différence est que si r = n, on est dans le cas
1.3.1.1. La vérification des conditions (1) & (4) est alors analogue a celle du

cas 1.1.1; pour vérifier que VZ’;_I( N ZZj( ) dans le cas 1.3.1.1, » =n, on
q q

utilise le fait que U%fl( ) - 9;(1r q)(VZZj( >)'
” ) q

A -1/ -1 -1 :
1.3.2: Ag CT.Onaque g, (gw(n,m)(VZZA(,,L)))HVZ(,,A(") rp est non vide.
On procede alors comme dans le cas 1.1.2; on a, dans le cas 1.3.2.1, r = n,
n c yn-1 : ’ ’ : n C gL n—1
1, S VZZ,, puisquion a I'inclusion Uzwl(n) C gw(r,q)(Vle(q))'
1.4 zg-1(n)R2Zg-1(m) et le(n,m) C T. La suite w(n,m) = @(z4-1(n)]0,
Zp-1(m)|0) a déja été définie et on a

U

Zp=1(myrp  Jw(n,m) [V%*l(mw]'
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1.4.1 : A@ C Z. On choisit, dans gu(pn,m) V7'~ <z>—1< )], un ouvert non vide

U %7 1,y COMMe avant. On procede alors de maniere analogue a celle du
cas 1.1.1; on trouve les 4 mémes cas qu’en 1.1.1, et on adopte les mémes
définitions. Cette fois-ci, la différence est que si 7 = n, on est dans le cas
1.4.1.2. La vérification des conditions (1) a (4) est alors analogue a celle du
cas 1.1.1; pour vérifier que la condition (3) est vérifiée dans le cas 1.4.1.2,

r = n, on utilise le fait que U” i C Guw(rq) [V’;j(q)].

1.4.2: Ay CT.On a que 90 YGuwmm V2L DNV,

Zp=1(m) o= 1(m [P
On procede alors comme dans le cas 1.1.2; on a la condition (3) dans le cas

est non vide.

_ : ? kM H -1
1.4.2.2, r = n, puisqu'on a l'inclusion UZ | ' C gu(rq) [szflm]'
CAas2:0=p+1.
2.1 24-1(m) R2g-1(n)- Soit w € {0} Uw tel que (N, 1 1o X Vo1 0y )1

Gr(fw) # 0. On peut supposer que |w| = M(2p-1(m)[ps 26-1(n)[p)- Par (iii),
[0 (2p-1(m)1ps Zo-1(my1p) | = (W] = 0 et ona zg-1(myrp = 2-1(my[p- 1y & deux
cas.

2.1.1: /T@ C Z. Le produit U}'~ 11( ) V;:)j( ) rencontre G(gp), puisque
71— go[Un~1 ], Comme on a G(go) = Upey G1on) \Upe, G(ga). on

peut trouver ¢ € w minimal tel que (U” 11( XV }( ))ﬁG(gt) # (), et aussi
on a [t| = m(zg-1(m); Zep-1(n)) = 1. On pose alors @(z¢ Lm)» Zp-1(n)) = t. 11

y a alors 2 cas.

2.1.1.1: Ew(mm) C Z. On a alors
Uz — » N g@ (gw(m n) [U ! N ;{w(m,n)]) 7é (2)7

¢ 1("’-)” ¢> 1(m)
et on raisonne comme en 1.1.1.

2.1.1.2: /Tw(mm) CT. On a alors
U. N 95 Gnmmy UZL ) #0,

<7>_1(n) [p ¢~ 1(m)
et on raisonne comme en 1.2.1.

212: A3 CT.Ona Uz’:;ll( =90 [VZ’}( )] On raisonne alors comme
en 2.1.1 (on se réfere a 1.1.2 et 1.2.2; dans le cas analogue & 1.1.2, on a
Gw(m,n) [U nl N Aw(m,n)] N g@_I(UZ¢—1(n) fp) 7& @)

Zp=1(m)
2.2 1 24-1(n) R2Zp—1(m)- On raisonne comme en 2.1 : il y a deux cas.

2.2.1: Ay C Z.

2.2.1.1: Aw(nm)CZ OnaalorsU CiyTe ﬂgw(lnm)( )75@ et

on raisonne comme en 1.3.1.
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2.2.1.2: Aw(n m) € T. On a alors gy (n,m)[Vy ¢j( ) N Avw(n,m)] # (), et on
raisonne comme en 1.4.1.

2.2.2: A@ C T. On raisonne comme en 2.1.2 et 2.2.1 (on se réfere a 1.3.2
et 1.4.2; dans le cas analogue a 1.4.2, on a g, (gw(n m [V~ ﬂAw(n,m)])ﬂ
Veyrrioe 7 0)-

THEOREME 2.9. Il existe un borélien A; de 2% x 2% tel que pour tous
espaces polonais X et'Y, et pour tout borélien A de X xY qui est pot(X3)
et pot(I19), on a l’équivalence entre les conditions suivantes :

(a) Le borélien A n’est pas pot(IIY).
(b) Il existe des fonctions continues u : 2° — X et v :2¥ — 'Y telles
que A1 N (u x v)~H(A) = A;.

Zo— 1(m)

Démonstration. Soit @ : 2¥ — Z; un homéomorphisme. On pose

Ay = (B x D)~ (UGrfn>

n>0
Appliquons le théoreme 2.3 & X =Y =2 A= Ay, Z =T = Z,
g=1dz,, gn = far1, et u=v = &~ 1. Ce théoreme s’applique car :
e A; a ses coupes dénombrables, donc est pot(X9) et pot(I19).

e (Zo,(fn)n>0) est une bonne situation (par 2.7), donc une situation
générale puisque les domaines des f,, sont non vides.

° Un>0 Gr(fn) = (uxv) (A1) = (u x v) 1A N Un>0 Gr(fn)-

On a alors que A; n’est pas potentiellement fermé, ce qui montre que
(b) implique (a).

Réciproquement, si A n’est pas potentiellement fermé, le théoreme 2.3
nous fournit une situation générale (Z, T, gy, (g5 )) et des injections continues
w:Z— Xetv:T —Y telles que .., G(gn)N(ux0) "1 (A) = U, e, G(gn)-
Le théoréme 2.8 nous fournit des fonctions continues v’ : w* — Z et v’ :
w* — T telles que

UGr(fn) (u' x v (Ung>:UGr(fn).
new new new
Soit ¥ : Zy — w* l'injection canonique. On pose
u=uou oWod, wv:=00v oWod.
Alors u et v sont clairement continues, et on a A; C (u x v)~1(A).

Si (a,8) € A1\ A1, a = B car (Gr(fn))n>0 converge vers A(Zg donc

)~
car (Gr(fn ),
(W' (®(a)),v'(®(a))) est dans U,,¢,, G(9n) \ U, e, G(gn) € (@ x7) 7' (A); par
conséquent, (u(a),v(B)) € A. m
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REMARQUES. (a) L’énoncé de ce théoreme fournit un exemple de test A;
dans 2“ x 2“; mais la preuve nous donne aussi un test dans Zy X Zy, et un
autre dans w* x w*. Nous donnerons une autre variante de cet exemple, qui
se préte plus a généralisation, dans le paragraphe suivant.

(b) On peut déterminer la complexité d'un test comme dans 1’énoncé
2.9 : A est Do(39) non pot(Dy(XY)). En effet, avec 'ouvert A = (2¢ x
2¥)\ A(2%), qui n’est pas potentiellement fermé (par la proposition 2.2 de
[L1]), on voit que A; est Dy(X?). Mais un tel A; n’est pas pot(Dy(X9)).
En effet, avec A = Aj, on voit que A; n’est pas pot(II}). Donc si A; était
pot(D(X?)), on pourrait trouver une fonction continue g : 2¥ x 2* —
2 x 2 telle que I'image réciproque par g de tout ensemble pot(X{) soit
pot(XY9), et telle que g~ 1(A1) = (2¥ x 2¢) \ A(2¥) (cf. [L1], Cor. 4.14(a)).
On aurait donc, avec [ := (u x v) og et A = Dy, g~ (A) NI~ (Dy) =
(2¥ x 29) \ A(2%) (cf. [L1], Ex. 3.6). Mais comme g~!(A;) est fermé de
2% x 2% et contient 'ouvert dense (2% x 2*)\ A(2¥), on a g~ }(A4;) = 29 x 2%
et [71(Dg) = (2 x 2¢¥) \ A(2¥), ce qui contredit la preuve du théoréme 3.7
de [L1].

(C) L’impossibilité de l'injectivité de la réduction. Nous montrons main-
tenant qu’il n’est pas possible d’avoir u et v injectives dans le théoreme 2.9.
Cependant, il y a un cas ou on peut avoir I'injectivité de la réduction : quand
A =U,co, Gr(gn), ol (Z,(gn)) est une situation correcte (voir la définition
ci-apres).

DEFINITIONS 2.10. On dit que (Z, (g,,)) est une situation correcte si :

(a) Z est un espace polonais parfait de dimension 0 non vide.
(b) gn est un homéomorphisme de domaine et d’image ouverts-fermés

de Z.
(c) La suite (Gr(gy)) converge vers la diagonale A(Z).

On dit que (Z, (g,)) est une situation trés correcte si :

(a) (Z,(gn)) est une situation correcte.

(b) Pour toute suite finie po,...,p, d’entiers et pour toute suite finie
€0y .- .,6n A’éléments de {—1, 1}, on a I'implication
WeAZU#DetVzeUg?...g5r(2) ==
= Ji <np;=piy1 et e = —giq1.

Par exemple, une bonne situation est une situation correcte.

LEMME 2.11. Soit (Z,(gn)) une situation correcte. Alors il existe un
ouvert-fermé C!, du domaine de g, tel que si g, := g, [C),, alors (Z,(q,))
soit une situation tres correcte.
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Démonstration. Soit (U,) une base de la topologie de Z, et V,, C
U, un ouvert-fermé non vide de diametre au plus 27". On construit par
récurrence une suite injective (gx) d’entiers et un ouvert-fermé non vide Cy,
de C, tels que :

(1) Gr(gy,) C Vi
(2) Pour toute suite finie py,...,p, d’éléments de {qo,...,qr} et pour
toute suite finie e, ..., &, d’éléments de {—1,1}, on a I'implication
W eAYZU#DetVzeUgy...gnm(z) =2
= <np =pi+1 et e =—€41.

(3) In’y a qu'un nombre fini de compositions d’éléments de {g; ;.- -, gy, ;
gt .., gn !} ayant un domaine de définition non vide.

Admettons ceci réalisé. Il restera a poser C), =0 sim & {qr | k € w}
pour avoir le lemme. Supposons donc la construction réalisée pour [ < k.
Enumérons I'ensemble fini C' des compositions d’éléments de {g; ,---,95, ;>
gégl, .. ,g(’];ll} de domaine de définition non vide et ne vérifiant pas la
conclusion de I'implication de la condition (2) : C' = {f1,..., fm}. On notera
Dy, le domaine, nécessairement ouvert-fermé non vide, de f;. Posons, pour
I1Cm,

Or ::ﬂDfi+lm ﬂ Dfi+1‘

iel iem\I

Alors (Op)rcm est une partition de Z en ouverts-fermés, et il existe I C m
tel que Vi N Oy # (). Posons

O ={zeV,nOr|Viel fii1(z) # z}.

Alors O est ouvert dense de Vi, N Oy, donc par continuité il existe un
ouvert-fermé non vide O” de O’ tel que pour i dans I on ait O” N f;11[0"] =
(). Choisissons g & {qo,---,qr—1} tel que Gr(gy, )N (0" x O") # 0, puis un
ouvert-fermé non vide C7 de Cq, NO" N g 1(0") tel que C; Ngq, [Cl ] = 0.

La condition (1) est clairement réalisée. Soient po, . ..,p, une suite finie
d’éléments de {qo,...,qk}, €0,.-.,En une suite finie d’éléments de {—1, 1},
U un ouvert-fermé non vide de Z tel que pour z dans U on ait g,;0 ... g (2)
= 2, avec P; # P;+1 OU €; = €;41 pour tout 7 < n. Alors il existe i < n tel
que p; = qg, par hypothese de récurrence; montrons qu’un tel ¢ est unique.

. o N le; g /e
Si tel n’est pas le cas, dans la composition apparait ge gp,})' - gy ga

avec p; # qr si j <1 <s Ona gy .. gy (2) € 0" C Or. Soit 7 < m tel

que fri1 = gp/i! ... gpesalors € T car Fra1(gas™ .. -Gy (2)) est défini et
gt .- gp(2) € Or. Done fra1(ggs™ o gpr(2)) ¢ O", ce qui est absurde.

D’ou 'unicité de 7. On en déduit 'existence d’un ouvert-fermé non vide de
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Z sur lequel g;, coincide avec I'une des fonctions f; ou avec I'identité. Mais
ceci contredit le choix de C7, et de O”. D’oti la condition (2).

Posons H := {g,, , gé;l,ldc;k,ldgék [Cék]}' Alors les seules compositions
d’éléments de H ayant un domaine de définition non vide sont les éléments
de H. Par suite, les seules compositions d’éléments de {g; ;- -, 9;,, g’qgl, .

.., g5 '} ayant un domaine de définition non vide sont de la forme h, f, hf,
fh, ou fhg, ot f et g sont des compositions d’éléments de {gg ,---, g, >
gt ., gn !} de domaine de définition non vide (on raisonne comme
précédemment pour voir qu’il n’y a pas plus d’'un élément de H dans une
composition); elles sont donc en nombre fini. D’ou la condition (3) et le
lemme. =

THEOREME 2.12. Soit (Z, (g,)) une situation correcte. Alors il existe une
injection continue u : Zy — Z telle que

lJGthMux@”(Lﬂh@w):LJGﬂh)

n>0 new n>0

Démonstration. On utilisera des notations analogues a celles de la
preuve du théoreme 2.6, et le méme schéma de démonstration. Les nuances
sont les suivantes. Soit (g/,) fournie par le lemme 2.11.

On va construire :
e Une suite (US)S.EUPGu M.,
e Une fonction @ : Upew[(l_LKp Ap) X (Hn<p An)] = {0} Uw.

On demande a ces objets de vérifier :
(i) Us~; C Us.
(ii) 0(Ug~y) < 2718171,
(i) sRt = (Jw(s, )] = m(s,t) et Uy = g, [Us])-
(iv) Us~p NUs~p, = 0 si n # m.
On peut définir u : Zg — Z comme dans la preuve du théoreme 2.6, et

u est injective continue. Comme Gr(g),) € Gr(g,) € A(Z), la construction
permet d’avoir le théoreme.

A, d’ouverts-fermés non vides de Z.

Montrons donc que la construction est possible. Admettons avoir con-
struit Us et ®(s, 1) pour |s|, [t| < p vérifiant (i)-(iv), et soient s € [, A, et
i € Ay. On va construire par récurrence sur n € {1,...,po+...+pq}, et pour
ke {1,...,n}, des ouverts-fermés non vides Uanrl(m de Z. On demande aux
ouverts-fermés de vérifier :

(1) vz

z CUz i,
$—1(k) o~ L(k)
2) s(Ur  y<2r,

Zp=1(k)
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(3) Sik,le{l,...,n} et zg-13) R2zs-1(y), alors
[w(k, 1) = m(2p-1(1)5 261 1)) U;;_l(l) = Q:U(k,z)[U%_l(k)]-

() Uz cur , sike{l,...,n}.

Fomltk) T Femlk
(5) UZ¢_1(k) N UZ¢_1(l) =0sik,le{l,...,n}et k#IL

On voit comme dans la preuve du théoreme 2.6 que cette construction est
suffisante ((iv) résulte du fait que [] . A, est une classe pour E, comme on
l’a vu en 2.7).

n<p

Pour avoir la condition (5), on utilise le fait, vu en 2.7, que (Zo, (fn)n>0)
est une tres bonne situation. On commence par assurer les conditions (1)—(4)
comme dans la preuve du théoréme 2.6. Soient donc s et ¢t dans [[,, ., An,
avec s # t; comme ce produit est une E-classe, il existe une T-chaine c
de longueur minimale telle que ¢(0) = s et ¢(|c] — 1) = t. Soient n :=
lc| =2, p; des entiers et e; dans {—1,1} tels que pour tout o dans [[,,. , An,
frile(n —i)"a) = ¢(n —i+ 1)« (ces objets existent par minimalité de
n). Par minimalité de n encore, on a p; # p;+1 ou & = €;41 pour tout
i < n. Comme (Zy, (g,,)) est une situation trés correcte, on peut trouver
r € Us tel que g0 ... g, (x) # x; par suite, il existe un voisinage ouvert-

fermé U/ de z, inclus dams Us, tel que g0 ... g, [U]NU; = 0. On construit
alors & nouveau des ouverts-fermés U, pour r dans [[,, <pAn, par récurrence
sur d(r, s), comme dans la preuve du théoréme 2.6. On a alors U, C U, et
l'unicité de la T-chaine allant d’une suite & l’autre (qui résulte de la condition
(b) de la définition d’une trés bonne situation) montre que U, N U/ = (. En
un nombre fini d’étapes, on obtient donc la condition (5) en plus des autres

conditions (1)—(4). m

LEMME 2.13. Soient H, K des boréliens de Zy, et B un borélien de
U,»0 Gr(fn) inclus dans H x K et non pot(ILY). Alors il existe un borélien
Z de HN K, une topologie T sur Z, et un borélien Cy, de Dy, N Z tels que :

(a) La topologie T est plus fine que la topologie initiale de Z.
(b) Le graphe de la restriction de f, a C, est inclus dans B.
(c) Le couple ((Z,7),(fn]Cn)n>o0) est une situation correcte.

Démonstration. Comme B C J,.,Gr(fr), on peut écrire que B =
Unso Gr(fn[Er), ot E, est borélien de Zy. On peut supposer, pour sim-
plifier I’écriture, que Zy est récursivement présenté et que H, K, B, E, et
fnlE, sont Al. On notera X (respectivement A) la topologie engendrée par
les X} (respectivement Al) de Z,. Posons

Q::{m€Z0|wf:w10K}, D:={xecZy|x g A},
Z::{mEHﬂKﬂDOQ](x,x)egzxz}.
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Alors {2 muni de X est polonais, donc {2 est borélien de Z; et Z aussi
(puisque B est X1, une double application du théoréme de séparation nous

=YxY = =AXA . . . .
donne que B = = BT , et on utilise le fait que A soit polonaise pour

voir que BT est borélien). On définit 7 comme étant la restriction de X'
a Z. Comme Z est X1, c’est un ouvert de {2 muni de ¥, donc (Z,7) est
polonais, de dimension 0 car traces des X sur £2 sont ouverts-fermés de §2
muni de X, parfait car inclus dans 1’ensemble co-dénombrable D (je renvoie
le lecteur & [Lo3] pour les preuves des propriétés de 2, A et X utilisées ici
et non démontrées).

On va montrer que Z n’est pas vide. Le borélien B n’est pas pot(I1Y),
donc B N D? non plus puisqu'un borélien de projection dénombrable
est pot(AY) (cf. [L1] , remarque 2.1). Soit a tel que D soit Al(a). Alors

D*NBNBN DQA(Q)XA(Q) # (), donc contient (z,y). On peut donc trou-
ver (Zn,Yyn) dans Gr(fp, [Ep,), ot p, € w, tel que (z,,y,) converge vers
(x,y), pour A(a) x A(a). Or le graphe de f,[E, est fermé dans Z, muni
de A(a) x A(a); on peut donc supposer que la suite (p,) croit stricte-
ment vers Uinfini, car (z,y) ¢ B. Par suite y = x, et comme H et K sont
fermés pour A(a), on a z € HN K. On en déduit que (H N K N D)% N

BnBnDE # (. Mais ce X{ non vide, qui vaut (H N K N D)2 N
BN BﬂD22X2, rencontre {(z',y") € Zy x Zy | wgzl’y,) = w{E} C 2
en (z/,y'), et en raisonnant comme précédemment, on voit que x' = ¢/
€ Z.

Soit (z,) une suite dense de (Z,7), et Q, un X} non vide contenant
zn inclus dans la boule ouverte de centre z, et de rayon 27", au sens
de (Z,7). Alors on construit facilement par récurrence une suite injective
d’entiers (gy) telle que Q% N Gr(f,, [E,,) # 0. On pose alors C,,, := E,, N
Qn N f;1(Qn), et Cry := 0 si m & {gn | n € w}. Les ensembles C,, sont
ouverts-fermés de (Z,7), donc boréliens de Z; muni de sa topologie ini-
tiale. Les ensembles f,[C,] sont X} donc ouverts-fermés de (Z, 7). Les res-
trictions de f, a C, sont clairement des homéomorphismes car tous les
objets intervenant sont Xi. Leurs graphes sont dans B car C,, C E,.
Enfin, la suite (Gr(f,[Ch))n>0 converge vers A(Z) par construction des
C,. m

LEMME 2.14. Soit (hy)n>0 une suite de fonctions continues et ouvertes
de domaine et d’image 2% telle que A(2¥) C U, Gr(hy) et hy(a) # o
pour tout o d’un ouvert dense de 2¥. Alors il existe un ouvert-fermé C,, de
2% tel que si hl, := h,[Cy, on ait :

(a) (2¢,2% Idaw, (h!,)n>0) est une situation générale (a ceci prés que

certains C,, peuvent étre vides).
(b) Pour tout n >0, on a C, Nh,[Cy] = 0.
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Démonstration. Soit (ay,) une suite dense de 2¥. On va construire,
en plus des C,,, une suite d’entiers strictement croissante (m(n)),,. On choisit
@ et y dans B(ay,, 27" tels que y # x et y = Ry (@), ot m(n) est un
entier strictement supérieur & max,<,m(p). On choisit un voisinage ouvert-

fermé 6’m(n) de x tel que

(Cm(n) X hm(n) [Cm(n)]) N A(Z) = ®7
Crnmy € Blan, 27" [ Vhyf, (Bla, 2771,

On choisit un ouvert-fermé non vide D,y de hp () [dﬂ(n)], et puis
-1

enfin on pose Cp,(n) := Cpy(n) N A
mée&{mn)|new} n

(Dpn(ny)- 1 reste & poser Cp, := () si

NOTATION. On pose, pour n > 0,

w— 2

hp:2°—2% a— [ a(k) si k# —1 (mod 2"),
a(2ntlg—2" —1) sik=2"¢q—1.

LEMME 2.15. Les fonctions h,, vérifient les conditions suivantes :

e Ce sont des surjections continues et ouvertes.

o A(2¥) CU,50 Gr(hn).

e Pour tout n > 0, hy(a) # « sur un ouvert dense de 2%.
e 0 <p<n=Vae2¥h,(h,(a)) =hy(a).

Démonstration. Les deux premieres conditions sont clairement
réalisées car (hy,)n>o converge uniformément vers Idgw. Sis € w<¥ et n > 0,
on peut trouver un entier q tel que 2"q—1 > |s| et 2"T1q—2" —1 > |s|; par
conséquent, on trouve « dans 2% tel que h, (s a) # s~ «. D’ou la troisieme
condition. Il reste a voir la quatrieme :

Premier cas : k # —1 (mod 27). On a alors hy(h,(a))(k) = hy(a)(k) =
a(k), car k # —1 (mod 2"), sinon on trouve ¢ tel que k = 2"¢ — 1 =
2P (2"~ Pq) — 1. Par ailleurs, h,(«o)(k) = a(k).

Second cas : k = —1 (mod 2P). On a alors hy(h,(«))(k) = hp(a)(2PT1g—
27 —1) = a(2P*1g—2P —1) car on a 2P*1g—2P —1 # —1 (mod 2"), sinon on
trouve ¢ tel que 2Pt1q—2P —1 = 27¢' —1, ce qui entraine que 2¢g—1 = 2"~P¢’.
Par ailleurs, h,(a)(k) = a(2PTlq—2P —1). =

THEOREME 2.16. Il n'est pas possible d’avoir u et v injectives dans le
théoreme 2.9.

Démonstration. Raisonnons par I’absurde : il existe un test By avec
injectivité des fonctions de réduction. Avec A = (2¥ x 2¢)\ A(2¥), on voit
que By est Dy(X9). Avec A = By, on voit que B; n’est pas potentiellement
fermé. Avec A = J,,, Gr(fn), on trouve des injections continues u et v



156 D. Lecomte

de 2¢ dans Z telles que By N (u x v) " (U,,=0 Gr(fn)) = By. Posons B :=
(uxv)[B1], H := u[2¥], K := v[2¥]. Alors B n’est pas potentiellement fermé,
sinon By le serait. Le lemme 2.13 peut donc s’appliquer et nous fournit, avec
le théoreme 2.12, une injection continue u : Zy — (Z,7) telle que

U Gr(f) 0 (@ x ) (UGrfn n):UGr(fn).

n>0 n>0 n>0
Autrement dit, il existe une injection continue u' : Zy — u[2¥] N v[2¢]
telle que (J,,~o Gr(fn) N (v x ')~ (B) = U,;».0 Gr(fn). Posons Z’ := u'[Zy)],
puis
u:Zo— 2%  zeu (u(2)),
v:iZy— 29  ze o ().

Alors u et v sont des injections continues telles que

U Gr(fn) n(wxv)~ = | Gr(fn).

n>0 n>0

Bn effet, si (a) € Uyog Grlfa) N (u x )" 1(B1) \ Uy Gr(fy), on
aa = [ On en déduit, puisque (u(u(a)),v(v(a))) € U,sqGr(fn), que
u(a ) v(()) ¢ Bi, ce qui est absurde.

Donc si A est pot(X9) et pot(ITJ), mais pas potentiellement fermé de
X x Y, on peut trouver des injections continues U : Zg —» X et V : Zy — Y
telles que (U5 Gr(fn) N (U x V)71 (A) = U, Gr(fn). 1l suffit en effet
de composer les injections continues qui seraient fournies par une version
injective du théoreme 2.9 avec u et v.

Par le lemme 2.15, on peut appliquer le lemme 2.14 & Z = 2% et a
(hn)n>0, ce qui fournit une situation générale (2¢,2% Idgw, (k) ),>0). Par
application du théoreme 2.3, | J,,~, Gr(h;,) n’est pas potentiellement fermé.
On peut donc trouver des injections continues U et V' de Zy dans 2 telles

que
UGt n@ =)= (U Gut)) = U Grla).

n>0 n>0 n>0
Montrons que ceci est impossible, ce qui constituera la contradiction

cherchée.

On raisonne par ’absurde. On commence par remarquer que U = V,
puisque si z € Zp, on a (2,2) € U0 Gr(fn) \ U150 Gr(fn), donc le couple
(U(2),V(2)) est élément de U, Gr(h},) \ U, Gr(h;,) = A(2¢). Posons,
pour n > 0 et m > 0,

A :={a € Dy, |U(a) e C), et U(fu(a)) € hy,[C 1}

Alors Dy, C UU,,50Ap, donc on peut trouver m tel que A}, # 0. On a,
pour a € AL | (U(a),U(f1())) € Gr(hl,), donc h,(U(a)) = U(f1(c)). Par
conséquent, la restriction de h!, & U[AL ] est injective.
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Soit o dans Al ayant une infinité de 1 (o existe puisque Al est ou-
vert de Zy). Notons (ng)rew la suite des entiers tels que g € Dy, . On peut
trouver py > 0 tel que U(fn, (ag)) = h;nk (U(a)). Alors pour k assez grand,

on a f,, (g) € AL . On peut trouver kg assez grand tel que Pny, > M, sinon
on trouve 7 < m tel que U(fn,(ag)) = h.(U(ap)) pour une infinité de k.
Comme (fn, (0))kew converge vers ag, on a alors U(ag) = hL.(U(ap)) € CrN
h.[C:] = 0, ce qui est absurde. On a donc h’m(h;,nk0 (U(ap))) =~ (U()).

Comme U(ap) et h;,nk (U(an)) = U(fny, (a0)) sont dans U[A;,], par injec-
tivité on a U(ap) = hy,  (U(aw)) € Cp, Nhy, [C
"ko ko ko

pnko] = (), ce qui est

absurde. =

3. Un test pour les ensembles non potentiellement différence
transfinie d’ouverts. Dans le paragraphe 2, nous avons vu le réle impor-

tant joué par l'arbre {0} U w. Nous généralisons maintenant cette notion
d’arbre.

NOTATIONS. Dans toute la suite, £ désignera un ordinal dénombrable.
On définit ¢ : w<¥ — {—1} U (£ + 1) par récurrence sur [s|, ol s € w<¥,
comme suit : ¥ () =& et

—1 =i 2[/5(8) < 0,
6  siWe(s)=0+1,

We(s"n) = { un ordinal impair de ¥ (s) tel que la suite (¥ (s~ n)),, soit
cofinale dans W¢(s) et strictement croissante si We(s) est
limite non nul.

On définit alors des arbres : T¢ := {s € w<% | Wg(s) # —1} et T{ := {s € T¢ |
We(s) # 0}. Ces arbres sont bien sur bien fondés, et la hauteur de T¢
(respectivement Ty) est 1+ & (respectivement §).

Soient (As)sere, (Bs)sere, Z et T des ensembles, avec A x By € Z x T

ou Ay x B, CT x Z, et fs: A; — B, des fonctions. On note

B,= |J G, B:= | Gt

s€T¢, |s| paire s€Ty, |s| impaire

DEFINITIONS 3.1. On dit que (Z,T, (fs)ser:) est une situation générale
si:

(a) Z et T sont des espaces polonais parfaits de dimension 0.

(b) Les fs sont des fonctions continues et ouvertes de domaine ouvert-
fermé non vide de Z et d’image ouverte-fermée de T', ou de domaine ouvert-
fermé non vide de T' et d’image ouverte-fermée de Z.

(c) La suite (G(fs~n))n converge vers G(fs) si s € T¢.

(d) Ep = B}, Uaisj Bj si € est pair, et B; = By, Ugisj Bj si € est impair.
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On dit que (Z, (fs)ser.) est une bonne situation si :

(a) Z est un fermé parfait non vide de w®.

(b) fs est un homéomorphisme de domaine et d’image ouverts-fermés
non vides de Z, et les graphes des fs sont deux a deux disjoints. De plus,
a <lex fs(a) si a € As.

(c) La suite (Gr(fs—~n))n converge vers Gr(fs) si s € T}, et fp =1dz.

(d) Bp, = B, U B; si € est pair, et B; = B, U B; si € est impair. De plus,
USQT&’ sj<m GT(fs) est fermé dans Z x Z pour tout entier m.

I est démontré le théoreme suivant dans [L2] (cf. théoreme 2.3) :

THEOREME 3.2. Soit & un ordinal dénombrable.

(1) Si & est pair non nul, soient X et Y des espaces polonais, et A
un borélien pot(X9) et pot(TI3) de X x Y. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) Le borélien A n'est pas potentiellement D¢(X9).
(b) I existe une situation générale (Z,T, (gs)set,) et des injections con-
tinuesu:Z — X etv:T —Y telles que B, N (ux v)~1(A) = Bp.

(2) Si & est impair, soient X et Y des espaces polonais, et A un borélien
pot(X9) et pot(IT9) de X x Y. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Le borélien A n'est pas potentiellement D¢(X9).
(b) Il existe une situation générale (Z,T, (gs)se,) et des injections con-
tinuesu:Z — X etv:T — Y telles que BiN (u x v)"1(A) = B;.

NOTATIONS. Soit (w*, (fs)ser,) une bonne situation. On définit une re-
lation R sur w<“ comme en paragraphe 2

sRt e |s|=t| et (NoxN)n [ Gr(fu)#0.

weTe
Si sRt, on pose
m(s,t) ;= min{m € w | Jw € T¢ |w| =m et (Ng x N;) N Gr(fy) # 0}.
On pose ensuite
Ay i={o e W | ViE o(N(s[) =1},
Vz;ll‘ z(N(s]i) —leth<N( )

By,:={acw’ |z cwNG)+! N(z[(p+1))
SlEIrH N (s[i),

SIHOH
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fs+ As — B,
w— w,

arm [ N@[(p+1) siZisl p=N(s[i),
P {a(p) sinon.

Enfin, on pose
A,:={1} sin=0oun¢Im(N),

An—{l}U{ 571 ‘SEHA et

<n

YO < i < [N“Yn)| s(N(N~L(n)[i)) = 1} sinon,

Z() = H An.

new

Alors on voit facilement par récurrence que A, est fini et a au moins deux
éléments sin € Im(N)\{0}, de sorte que Zp, muni de la topologie induite par
celle de w*, est homéomorphe a 2“, comme compact métrisable parfait non
vide de dimension 0. Il est clair que si a € Zy et a € Ay, alors fq(a) € Zp,
de sorte qu’on peut remplacer w* par Zy dans la définition de fs;. On note
encore f, cette nouvelle fonction, le contexte précisant si on travaille dans
w“ ou dans Zj.

THEOREME 3.3. (1) Le couple (w*, (fs)ser,) est une bonne situation. De
plus :

(a) Les classes d’équivalence de E sont finies.
(b) Si ¢ est une T-chaine telle que |c| > 3, ¢(0) = ¢(
c(i+1) sii<|c|—1, alors il existe i < |c| — 2 tel que c(i

el = 1), et (i) #
) =cli+2).

(2) Le couple (Zo, (fs)set.) est une bonne situation.

Démonstration. Les ensembles A, et B, sont des ouverts-fermés de
w*, clairement. La fonction fs est définie et bijective, et By # 0 si Ay # ().
Mais A, # 0, clairement. Les propriétés topologiques de f, sont claires. Si s
et t sont deux suites distinctes de w<%, il y a deux cas. Ou bien par exemple s
débute t et Gr(fs)NGr(f;) = 0. Ou bien il existe ¢ < min(|s|, |¢|) minimal tel
que s(7) # t(i); dans ce cas, fs(a)(N[s[(i+1)]) est différent de a(N[s[(i+1)])
alors que fi(a)(N[s[(i+1)]) est égal & a(N[s[(i + 1)]), par injectivité de N.
D’ou Gr(fs)NGr(f:) = 0 et la condition (b) d’une bonne situation, puisqu’on
a bien sir a <jex fs(a) si a € Ag. Par ailleurs, la condition (a) d’une bonne
situation est clairement vérifiée. Comme fs(a) € Zy si a € Zy N As, ces
conditions (a) et (b) valent également dans le cas (2).

Soit s € Tg’, (a, B) € w¥ xw® tels que (a, B) & Gr(fs—n) pour tout n € w,
et (o, f) = limg— o0 (g, Bk), 00 B, = fs—n, (o). Alors on peut supposer que
la suite d’entiers (ng)x tend vers 'infini, pour voir que § = f;(«). Comme
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ap € Ag, on a o € Ag. Soit p € w; alors on trouve un rang k(p) tel que si

/1; 2 k(p), on a fomn, (k) (p) = fs(au)(p). Ceci montre que 3(p) = fu(a)(p)-

U Gr(fe-n)\ | Gr(fs-n) € Gr(fy).
ncw new
Réciproquement, si 8 = fs(«), alors (o, 5) € Gr(fs—n) pour tout n € w
et o € A;. Posons a,, := a[N(s™n)"1¥; on a a,, € As~,, puisque le fait
d’étre dans Ag ne dépend que des N(s) + 1 premieres coordonnées et que
N(s) < N(s™n). Alors, puisque N (s n) tend vers U'infini avec n, fo—n(an)
tend vers (3. En effet, pour n suffisamment grand, on a f~,(a,)(p) =
Js(an)(p) = fs(a)(p). Do (o, B) € U, ., Gr(fs~n), Puisque (av,) tend vers
a. Ceci montre que la suite (fs)ser, vérifie la condition (c) d'une bonne
situation (dans les cas (1) et (2)).
Montrons que |J Gr(fs) est fermé dans w® x w® si m est en-

s€Te, |s|<m
tier. Soit donc (¢, §) € w¥ x w¥ tel que («, B) = limg_, o0 (g, Bk), OU B =
fs.(ar), avec |sg| < m. Alors on peut supposer que s est de la forme
s ug, avec (ny) strictement croissante vers Iinfini. On montre alors
comme précédemment que 3 = fs(a). D’ou le résultat.

Montrons maintenant que | ST Gr(fs) est fermé dans w* xw*. Soit donc
(ar, B) dans w* x w® tel que (o, B) = limg— o0 (v, Ok), OU B = fs, (o). Par
ce qui précede, on peut supposer que la suite (|sk|)x croit strictement vers
I'infini. Alors il existe un entier p tel que {si(p) | k¥ € w} soit infini. En
effet, si tel n’était pas le cas, {s € T¢ | 3k € w s < 53} serait un sous-arbre
infini de T¢, a branchements finis, donc il aurait une branche infinie par le
lemme de Konig. Mais ceci contredit la bonne fondation de T¢. On peut donc
supposer qu’il existe une suite s telle que |s| = p, s < s et (sk(p))r tende
vers U'infini. On en déduit comme avant que 5 = fs(a). D’ou le résultat.
Bien sir, ceci vaut également dans Zy x Zj.

On a donc B, C UseTg Gr(fs) = B, U B;. 1l reste & voir que B; C B,
pour avoir (d), dans le cas ot { est pair. Soit donc s € T¢ de longueur
impaire. Comme s € T/, on a la conclusion en utilisant la condition (c).
On raisonne de maniere analogue si £ est impair. On a donc montré que les
couples nous intéressant sont des bonnes situations.

Les conditions (a) et (b) de (1) se montrent comme en 2.7, & ceci pres
que Pégalité E(s9(0)) = {so(0)} vaut dans tous les cas, et que 'injectivité
de N nous fournit ¢(i; +1) =c(ia —1). =

THEOREME 3.4. Soit & un ordinal dénombrable pair et (Z,T, (LfS)SGTg)
une situation générale. Alors il existe une fonction continue u : w* — Z et
une fonction continue v : w¥ — T telles que

By N (uxv) ' (By) = Bp.



Tests a la Hurewicz dans le plan 161

Démonstration. Elle est calquée sur celle du théoreme 2.8. On con-
struit des suites d’ouverts (Us)sew<w €t (Vs)sew<w, ainsi que @ a valeurs T¢
vérifiant les conditions (i), (ii), et

|w(s, t)| a méme parité que et vaut au plus m(s,t),
(iii) sRt = { Vi = Jiu(s,t) [Us] st Awgen) € Z,
Us = fusylVi] st Aygspy CT.
On montre que si («o,3) est dans B, (respectivement Bj), alors
(u(a),v(3)) est dans B, (respectivement Bj). Soit donc w € T¢ tel que

(o, B) € Gr(fy); alors |w| est paire (respectivement impaire), et on peut
trouver un entier mg tel que 'on ait

(Na[mg X Nﬁ("‘m) n U Gr(fS) = @
€T, |s|<|w]
Par (iii), m(s,t) = m(a[mg,3[mg) = |w| et |P(s,t)| ont méme parité.
Comme |w| est paire (respectivement impaire), |@(s,t)| l'est aussi. Donc
(u(a),v(B)) est dans G(ﬁp(s,t)) C Ep (respectivement B;).
La suite de la preuve est identique a celle du théoreme 2.8, le cas 2
non compris, & ceci pres que le premier alinéa de la condition (3) devient :
|w(k, )| a méme parité que et vaut au plus m(z4-1(1), 2¢-1(1))-

Cas2:0=p—+1.

2.1: Zp=1(m) R 2p—1(n)- Soit w € T¢ tel que <Nz¢7l(m)"p X derl(n)(p) N
Gr(fy) # 0. On peut supposer que |w| = m(2g-1(m)[ps 26-1(n)[p)- Par (iii),
|W(2p—1(m)[ps Zo—1(n)[p)| €6 [w| ont méme parité et [w(zp—1(m)[ps Zo—1(n)[p)]
< |wl|. Il'y a deux cas.

2.1.1: ﬁw(z y € Z. Par la condition (3), on a

d=L(m)[pFe=1(n)lp

v

2o 1mie = F0C a1y 1 ) Uzam 1 ()
On en déduit que
ur—t  xv,

Zg—1(m) Zp=L(n)[p

)N G(fw(%—l(m)rpv%—l(mrp)) #0

Comme on a G(fs) = U,eo, G(fs~n) \ Unew G(fs—n) si s € T, on peut
trouver t € w<* lexicographiquement minimale telle que

n—1 ra
(U%*l(m) x V%—l(n)(p) M G(fw(zdﬁl(m)Fp’zdfl(n)FP)Rt> 70,

et aussi telle que [w(zg—1(m)[ps Zo—1(n)[p) " t| SOit de méme parité que et vaille
au plus m(2¢—1(m); Zp-1(n)). On pose alors

D(2g-1(m)> 291 (m)) = W(Zp=1(m) s Zo—1 () p) " E-

Il y a alors 2 cas.
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2.1.1.1 : Ay C 2.
2.1.1.1.1 : Ay C Z. On a alors
U%*l(n) Ip n %_1(};(%71) [U; ;

¢~ 1(m)

N ‘Zw(mm)]) a ®7

et on raisonne comme en 1.1.1.

2.1.1.1.2 : Ay C T. On a alors
fw(m,n) [Unfl N A/w(m’n)] N f(Z)_l(Uz¢—1(n)[p) # @,

Zp=1(m)

et on raisonne comme en 1.1.2.

2.1.1.2: Ay CT.
2.1.1.2.1 : Ay C Z. On a alors Usyoinyry N f(z;l(f;l (Ur=t ) #0,

(m,m)\7 24—1 ()
et on raisonne comme en 1.2.1.

2.1.1.2.2 : Ay C T. On a alors JFU_)(lmm)(U”_1 )N %_I(Uzwl(n)[p) #0,

Zp—1
¢~ (m)
et on raisonne comme en 1.2.2.

2.1.2: gw(z y € T'. Par la condition (3), on a

d=L(m)[pFe=1(n)lp

U.

Zo=1(m)[p fw(%*um)w%*l(n)rp)[V%—l(nw]'
On conclut alors comme en 2.1.1.

2.2 zg-1(n)R2g-1(m). On raisonne comme en 2.1 : il y a deux cas.

2.2.1: gw(z y € Z. Par la condition (3), on a

d=L(n)[pFep—1(m)[p

V.

Zo=1(m)[p f“’(%*l(n)rpﬂ%*l(m)(p)[U%*l(nw]'
On en déduit que

(U. X VIl VNG (fure

6=1(n) [P Zp—1(m)

#0

Comme on a G(fs) = U, e, G(fs—n) \ Upen, G(fs—n) si s € T{, on peut
trouver t' € w<* lexicographiquement minimale telle que

(Uz x VIl ) N G(fw(z )’\t’) 7& ®7

o=1m [P Fg—1(m)
et aussi telle que |[w(zg—1(n)[p» Zp-1(m)[p) t'| s0it de méme parité que et
vaille au plus m(24-1(n), 24-1(m)). On pose alors

6=1(n)[p?Z¢—1(m) rp))

d=1(n)[p> %=1 (m)[p

P(25-1(m)> 29 1(m)) = W(Zs-1(m) s Zo=1om)[p) T
Il y a alors 2 cas.
2.21.1 : Ay C 2.

22.111: Ay C Z Onaalors U, _, N f;(1n7m)(‘é’;j}<m)) # (0, et on
raisonne comme en 1.3.1.
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2.21.1.2 1 Ay CT. On aalors fy ' (b (VAT NAVL o #0,

w(n,m) Z4—1(m)
et on raisonne comme en 1.3.2.
2.2.1.2 1 Ayinm) C T

2.2.1.2.1 : /~1@ C Z. On a alors fw(mm)[V"_l N Aynm)) # 0, et on

Zop—1(m)
raisonne comme en 1.4.1.

2.2.1.2.2: Ay CT. On a alors
~ . -
f@ (fw(n,m) [VzT;_l(m) N Aw(n,m)]) N Vz¢_1(n> [p ?é @,

et on raisonne comme en 1.4.2.

2.2.2 1 Ay ) C T Par la condition (3), on a

d=1(n)[p>Zp—1(m)[p

U.

Ze=1(n)fp fw(%*lmwp’%*l(m)rp)[V%—l(m)rp]'
On conclut alors comme en 2.2.1. =

THEOREME 3.5. Soit & un ordinal dénombrable.

(1) Si & est pair, il existe un borélien Ae de 2% x 2% tel que pour tous
espaces polonais X et'Y, et pour tout borélien A de X xY qui est pot(X3)
et pot(I19), on a l’équivalence entre les conditions suivantes :

(a) Le borélien A n'est pas pot(D¢(XY)).

(b) Il existe des fonctions continues u : 2¥ — X et v : 2% — 'Y telles
que A¢ N (u x v)"H(A) = Ag.

(2) St & est impair, il existe un borélien Ae de 2 x 2¢ tel que pour tous
espaces polonais X et Y, et pour tout borélien A de X x Y qui est pot(X9)
et pot(I13), on a l’équivalence entre les conditions suivantes :

(a) Le borélien A n’est pas pot(De¢(X9)).
(b) Il existe des fonctions continues u : 2¥ — X et v :2¥ — Y telles

que A¢ N (u x v)71(A) = Ag.

Démonstration. Soit @ : 2¥ — Zy un homéomorphisme. On montre
le théoreme dans le cas ou £ est pair, I’autre cas étant analogue. On pose

Ag = (D x &)1 (B,).

Si £ =0, 0ona B, = Bp. Si A estnon vide, soit (z,y) € A, et u
(respectivement v) l’application constante identique a x (respectivement y).
Alors u et v sont continues, et Ag = Ay C (u x v)~!(A). Réciproquement,
Ag C (u x v)71(A), donc A est non vide et A & Dy(X?). Dans la suite, on
supposera donc & # 0.

Appliquons le théoreme 3.2 a X =Y =2¥ A=A, Z =T = Zp, et
uw=1v=® . Ce théoréme s’applique car :
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e A¢ a ses coupes dénombrables, donc est pot(X§) et pot(IT3).
® (Zo, (fs)set.) est une bonne situation (par 3.3), donc (Zo, Zo, (fs)set:)
est une situation générale.

o B, = (uxv) 1 (Ag) = (u x v)"1(Ag) N Bp.

Alors A¢ n'est pas pot(Dg(2?)), ce qui montre que (b) implique (a) (la
parité de ¢ fait que la classe D¢(X9) est stable par intersection avec les
fermés).

Réciproquement, si A n’est pas potentiellement Dg(E(l)), le théoreme 3.2
nous fournit une situation générale (Z,T, (fs)ser,) et des injections conti-
nuesu: Z — Xetv:T — Y telles que Epﬂ(ﬁxﬁ)_l(A) = Ep. Le théoreme
3.4 nous fournit des fonctions continues v’ : w* — Z et v’ : w¥ — T telles
que

By N (v xv')"Y(By) = By.

Soit ¥ : Zy — w® l'injection canonique. On pose

~ !/ ~ /
u:=uou oWod, wv:i=vov oVWod.

Alors u et v sont clairement continues, et on a clairement A¢ C (uxv)~'(A).
Si (o, B) € A¢ \ Ag, on a (P(a), P(B)) € By \ By, = B;, donc (v oW o &(a),
v oW o &(B)) € B; C By, d'oit (u(),v(3)) ¢ A. m

REMARQUES. (a) L’énoncé de ce théoreme fournit un exemple de test
A¢ dans 2¥ x 2¢; mais la preuve nous donne aussi un test dans Zy x Zo, et
un autre dans w* x w¥.

(b) Le théoreme 3.5 fournit une caractérisation des ensembles non po-
tentiellement D¢ (XY) pour ¢ pair, et non potentiellement D¢(X) pour &
impair. Mais un simple passage au complémentaire nous fournit une ca-
ractérisation des ensembles non potentiellement Dg(E?) pour & pair, et non
potentiellement D¢(2Y) pour & impair :

THEOREME 3.6. Soit & un ordinal dénombrable.

(1) Si & est pair, il existe un borélien A¢ de 2¢ x 2% tel que pour tous
espaces polonais X et Y, et pour tout borélien A de X x Y qui est pot(X9)
et pot(I13), on a ’équivalence entre les conditions suivantes :

(a) Le borélien A n'est pas pot(Dg(X9)).

(b) Il existe des fonctions continues u : 2¥ — X et v : 2% — Y telles
que A¢ N (u x v)7HA) = Ag \ Ae.

(2) Si & est impair, il existe un borélien A¢ de 2% x 2 tel que pour tous
espaces polonais X et'Y, et pour tout borélien A de X x'Y qui est pot(X3)
et pot(I13), on a l’équivalence entre les conditions suivantes :
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(a) Le borélien A n'est pas pot(D¢(XY)).

(b) Il existe des fonctions continues u : 2 — X et v : 2% — Y telles
que Ae N (u x v)7HA) = Ag \ Ae.

En fait, A¢ \ A¢ = (@ x @)~1(B;) si ¢ est pair; si € est impair, on a
Ae = (D x D) 1(B;) et Ag \ Ag = (D x &)~ 1(Bp).
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