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Nous donnons ici deux applications de la méthode décrite dans [6] en
montrant des mesures d’approximation de familles de nombres. On sait (au
moins en petites dimensions) que de telles mesures entrainent des mesures
d’indépendance algébrique de ces mémes familles. La premiere application
concerne les fonctions elliptiques de Weierstrass, tandis que la seconde con-
cerne les K-fonctions introduites dans [7]. Ces deux applications fournissent
par des biais tres différents des mesures d’indépendance algébrique des cou-
ples de nombres 7, I'(1/4) ou 7, I'(1/3) par exemple, mais on verra que les
fonctions de Weierstrass permettent d’obtenir des résultats plus fins. On en
déduira en particulier que les nombres I'(1/4) et I'(1/3) ne sont pas des
nombres de Liouville.

Soit & = (21,...,2m) € Q™ (Q désigne la cloture algébrique de Q dans
C = C ou C,, suivant le contexte). Pour toute place v du corps de nombres
Q(z) = Q(x1,...,zm) on note d(z) le degré sur Q et d, le degré local sur
QU?

= { VIml+ o feml? siv est archimédienne,
- max(|z1lv, ..., |[Tm|s) sl v n’est pas archimédienne,

et H(z) =[], |(1,2)||%, le produit étant étendu & toutes les places de Q(z)
(H est une hauteur relative & Q(z)). On pose

log H(x)
h — 2 =/
(z) TORE
la hauteur absolue de z, et si qi,...,¢q,, est une famille de polynoémes a

coefficients dans Q on appellera degré de cette famille le maximum des degrés
des g; et hauteur de cette famille la hauteur du vecteur des coeflicients de
tous les g;.
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Enfin, rappelons qu’on dispose sur un espace projectif P,,(C) de la dis-
tance suivante :
~z Ayl
]| - Iyl
ou z Ay désigne le produit extérieur de systémes de coordonnées projectives
dans C™! des points z et y. Au voisinage de chaque point x € P, (C) cette

distance est équivalente & la distance (euclidienne ou ultramétrique) de toute
carte affine de P,,(C) centrée en z.

Dist(z,y) z,y € Pn(C),

1. Mesures d’approximation et fonctions elliptiques. Soit p une
fonction elliptique de Weierstrass d’invariants g, g3 algébriques. On note (
sa primitive impaire et o la fonction sigma normalisée telle que ¢ = ¢'/o.
Soient wy, wy une base du réseau {2 des périodes de p telle que Im(wa/w1)
> (0. On note 71, 12 les quasi-périodes de la fonction ¢ associées (i.e. ((z+w;)
= ((2) +ni, i = 1,2). Plus généralement, si w € 2 est une période non nulle
de p on note n la quasi-période de ( associée. Nous allons montrer

THEOREME 1. Avec les notations ci-dessus il existe un réel ¢ > 0 tel que
st P € Z|X,Y] est non nul on a

(1) |P(r/w,n/w)| > exp(—c®(log H(P) + d°Plog d° P)(d° P)?).

Sif=(1:7/w:n/w) €Py(C) et @ € P2(Q) on a
(2) Dist(6, a) > exp(—c(h(a) + logd(a))d(a)®/?).

Un énoncé du type (1) a été proposé par G. V. Chudnovsky (voir
[1] pour un panorama des travaux de G. V. Chudnovsky sur cette ques-
tion) et une version légerement plus faible (avec un facteur (log(log H(P) +
d°P))? supplémentaire dans I'exponentielle) a été démontrée par G. Phili-
bert [4] en utilisant un critere de E. M. Jabbouri [2]. L’inégalité (1) du
théoreme 1 montre en particulier que les nombres 7/w et 1/w ne sont pas
des nombres de Liouville. En considérant les courbes elliptiques a multiplica-
tions complexes par Q(i) et Q(j) les couples (7/w,n/w) correspondants sont
algébriquement équivalents a (m, I'(1/4)) et (m, I'(1/3)) respectivement, on
peut donc énoncer :

COROLLAIRE 2. Il existe un réel ¢ > 0 tel que pour tout polynéme P €
Z[X,Y] non nul on ait

|P(x, T(1/4))|, |P(, T(1/3))| > (H(P)d° PPy~ (@°F)°,

En particulier, les nombres I'(1/3) et I'(1/4) ne sont pas des nombres de
Liouville.

La démonstration repose sur le théoréme 1 de [6] et une construction des
approximations utilisant une idée due & Chudnovsky. L’inégalité (1) (mesure
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d’indépendance algébrique) se déduit de (2) via une propriété d’approxima-
tion adéquate, que nous donnons a la fin de ce paragraphe. Nous montrons
d’abord l'inégalité (2) (mesure d’approximation).

Analyse des données. Soit donc o = (1 : a1 : ag) € P3(Q). On suppose
sans perte de généralité que w/3 ¢ {2 et on choisit comme corps de base
Ky = Q(a1, a2, 92, p(w/3), 9’ (w/3)). On considere les fonctions

A = (@0, R =06 (66 - 12). fale) = ale)
Soient D1, Dy € N*. On fait un choix de monomes de la forme
D={heN?:h; <Dy, hy <Dy, hg =2(Dy — hy) + Dy — hy}.
Pour M € N*, on note
(M) = {s1w1 + saws : 81,82 €N, 81,80 < M}

et on désigne par ¢; des réels > 0 ne dépendant que des fonctions f1, fa, f3,
de la base wi,ws de 2 et du point w € 2. On écrit w = ajwy + asws
et on identifie (£2(M) + Zw)/Zw & un sous-ensemble de représentants dans
Q(M). Le cardinal de cet ensemble est < ¢y M ol ¢; = |aj| + |az|. On se
donne encore des entiers T' et Tj.

Parametres primaires

A=Ky C=C
a=[Ko:Ql, n=mo=1
d=3>n=1
R =400

wi(r) = wa(r) = ws(r) = cor?

S=Nx(w/3+2)

Choix
D={heN*:hy <Dy, hy <Dy, hg =2(D1 — h1) + Dy — hy}

S1 =10, To — 1} x (/3 + (2(M) + Zw) /Ze)
o _ [{To+i—2) x (/3 +Q(M)) si2<i<T-Ty+1
! 0 sinon

S} ={0,...,To — 1} x (w/3+ 2(M)), i>1

On restreint les choix précédents en posant, pour ¢g un réel > 1 suf-
fisamment grand par rapport aux autres c;,

(3) Dy = [2coc; M)+ 1, Ty =[coD1], T =2%(Tp+1),
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de sorte que 2card S; < 2¢;ToM < D1Dy < cardD, T > 2*-3Dy, TM >
28¢coc1 D1 M > 25 -3D1D;. On supposera M et D assez grands par rapport
aux ¢; et on pose U = —log Dist(0, «).

Matrice des approximations. Suivant une idée de Chudnovsky, pour cons-
truire les approximations on commence par écrire z et ¢ en fonction de gp;
c’est le point qui permet d’améliorer les résultats de [4], [2]. Ces fonctions
sont des intégrales de premiere et seconde espece sur la courbe elliptique
paramétrée par @; on a

dz 1 d¢ —p
= et _——=

dp /403 — gop — g3 dp /403 — gop — g3

On développe ces expressions au voisinage de p(w/3) et on integre, ce qui

donne
P=% 3 % 3|

(4) i
(L= (02 eme(5) +ew () 5

i>1

ouu=(p—p(w/3))/e (w/3) est un parametre local au voisinage de p(w/3)

et v, € K := Q(g2,0(w/3), 9 (w/3)) satisfont H(y_1,...,7) < ¢4 On
notera que v—1 = ((w/3) —n/3, 70 = 0 et les ;, i > 1, sont définis par

(o) - ((+(3)+2) +#(5))
S \/1 + 2mu+ 12p<§>u2 +4p’<°;>u3

(of3) D)5

(De fagon générale on vérifie que la fonction ((nz) — n((z) est elliptique
pour tout n € Z.) La quasi-périodicité et la relation de Legendre montrent
que si w = ajw1 + aswoy alors

2i(a189 — ags1)m
(a1s2 251) —i—Q(z)—QZ.
w w

C(Z + s1wy + Szu)g) — g(z + s1wy + Sg&)g) =

Considérons la matrice suivante :

R R (O e |

h1<D1,ha<D>
0<s1,52<M,0<t<T
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On déduit des formules (4) que chaque coefficient de cette matrice est un
polynome Qp (¢ 5) & coefficients dans K en 7/w,n/w de degré < D, et de
taille < c4(D1 + T+ Dy log(T'M)). On remarquera que les colonnes indexées
par (t,s) et (t,s") avec ay(sa — s5) = az(s1 — s}) sont égales, ceci reflete la
périodicité en w des fonctions p et ¢ — (n/w)z. On obtient une matrice dont
les colonnes engendrent les mémes sous-espaces en restreignant s a varier de
sorte que sjwy + Sawsy € (2(M) + Zw)/Zw. De plus, on vérifie

1 d' 2D1+D> _ _h; Ui e
5) t'd(a A Ut

z=w/3+s1w1+saw2

t
™ n
= E 1t t,s Q¢ ) <, >
w w
t'=0
ou
w 2D1+4+D>
Utts =0 3 + s1w1 + Sows ;

¢ 1 dt=3 (g2P1+Dz2)
s = 2 (t—5)!  det=i

z=w/3+s1w1+Ss2w2

SO0 1 d7(p/¢'(w/3))

7! dzmi

z=w/3

Pour vérifier (5) on utilise les formules de Leibniz et de changement de
variable suivantes, valables pour toutes fonctions f(u) analytique en 0, g(z)
analytique en zy et u = ¢(z) analytique en zq telle que p(zp) =0 :

1 d'(g-(foyp) Zozi 1 dt‘jg( l,dj(fow)(ZO)

i ; —\%0) " = -
t! dz ]:0 Y dzt—i 4! dz?
1 di(fop) 1 qrf 1
A ) — — . 0) -
J! dz (20) t/z::() t'! dut'( ) o 24; _ Zl_Il il zTZ (20),

Ti>1

qui se démontrent par récurrence. On remarquera que le terme correspon-
dant & ¢’ = 0 dans le second membre de la seconde identité vaut 0 si j # 0
et f(0) si j = 0. La formule de Cauchy entraine

‘ 1 dt—7 (0—2D1+D2)
(t - ])' dzt_j Z:w/3+$1w1+82(LJ2

1 dm(p/p'(w/3))

7! dz7i

< o¢s(D1+D2)M?
— )

C6Ti
<err,

z=w/3
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et le nombre de termes dans 'expression de piy ;s étant < 4t on a

t
Sl gl < eErtH DM,
t'=0

Les vecteurs approximations m; 41 (T, +i—1,w/3+s1w;+s2ws) SONt alors les vec-
teurs de composantes Qp (1,4i—1,5)(1,@2), h € D. On pose de plus

i1, (Toti—1,w/3+s1w1+52w2),1d = HTy+i—1,To+i—1,8

et

Mp=1] ... QQ,(té)(alyaQ)

h1<D1, ha<D>
s1witsow2E(R(M)+2w) ) Zw, 0<t<T

On calcule les parametres secondaires (voir tableau).

Daramitres i=0 1Si<T-To+1
Kit1 Ko
5(i) 1
@(i) cg(D1 + T + Dah(a) + Dalog M)
o(i) co(Dy1 + Do) M?
() — max(|wi |, lwa|) - (2M + (la1| +[az[)/3) + 1
r(i) — 2emax(|wil, [wa|) - (2M + (Ja1] + |a2])/3) + 2e
D (r(i)) — < ¢10(D1 + Do) M?
N (i) — ToM?
—log E(i) — ToM?
U(i) — U — c11(Th + Da) M?
A; < 4(a+ 2)log(D1D3) <4(a+2)log(D1 DTy M)

Calcul de E(i). On a /(i) /(i) = 1/(2e), Aot E i) 0(i)(S]) < eV et
H,/(;(Si+1) = 1. Les conditions C,.,s, Cn,, et Cg du théoreme 1 de [6] sont
satisfaites.

Calcul de U (). Le support de S! étant de cardinal M? dans C, on a (cf.
[6], §2.a, p. 296)

ToM?
133 maX(|w1‘7 |w2|)> ’ < eC12ToM2
b

min, e (1, |w’|) -

Gr(i)r (i) (S) < (
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car M est supposé assez grand par rapport a ¢1. On notera que ce raffinement
dans le calcul de la «gravitation» est déja présent dans [4] via le lemme 4.5

de [9]. Grace a (5) les quantités & majorer dans la condition Cyy du théoreme
1 de [6] peuvent s’écrire

t
T
t/Z:OMt/,t:s <th(t’,8) <w7 (,(J) - Qﬁ,(t’,§) (0417 a2)) ‘

pour 0 < 51,59 < M, 0 <t <Ty+1, et sont donc majorées par

t
E : s 1|13 (P1FTHD2108 M)=U < g(erters)(T+H(Dr+D2) M*)—U
t’'=0
< e(cll_‘312)(To+D2)M2—U

Calcul de ¢(i) et o(i). On a |o(w/3 + s1w1 + sows)| > e~@14M* don
la majoration de |A;1,(Ty+i—1,w/3+s1w1+saws),1d| €t les majorations de la
norme et de la taille de m; 1 (1y4i—1,0/3+s1wi+s0w0) TCSUltent de celle des
polynémes Qp, (1y+i—1,5)- Les conditions Cs, Cy et C, du théoreme 1 de [6]
sont ainsi satisfaites.

Rang de Mp et lemme de zéros. On retrouve ici les mémes arguments
que dans [4], §3.3, & ceci pres qu’on utilise un lemme de zéro dans les groupes
algébriques plutot qu'une estimation de multiplicité. Si la matrice Mp est de
rang < card D, il existe une combinaison linéaire non triviale de ses lignes,
c’est-a-dire une famille (aj)pep € C4P \ {0} telle que

> apQp (e, (01,02) =0

heD

pour tout 0 <t < T, 0 < 51,55 < M. Mais chacune de ces combinaisons
linéaires s’écrit

]. dt hl . h2
- %<Z app"t (¢ — asz + 2i(ars2 — assi)oy) )

t!
heD

)

u=0

ce qui montre que le polynome Zhep CLQXhlth s’annule & un ordre > T
le long du sous-groupe analytiqueiexpc(z,agz) de l'extension G par G,
de la courbe elliptique E paramétrée par p, d’exponentielle expq(z, w) =
(p(2),¢(2) —w), en tous les points

w —2i(a189 —agsy)o
eXPG<37 (12@ 251) 1>, 0<s1,82 <M.
2

Le lemme de zéros dans les groupes algébriques commutatifs (cf. [5], thm. 9,
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par exemple) entraine alors qu'’il existe un sous-groupe algébrique propre G’
de G tel que

T V4G —dim 7 (G’ —dim(G’
20ard< + >§23.3Did (G)D;d (G'NG.)

G’I

ou

—9 _
Y= {eXpG <°§ l(alszaz “251)O‘1> 0 < 51,89 < M/Q}

et 7w désigne la projection de G sur E. On a

/
card (ZE,G > > [M/2]+1 si G NG, = {0}

et comme T > 24-3D1, TM > 2°-3D; D5, I'inégalité ci-dessus est impossible,
ce qui montre que le rang de Mp est égal a card D.

Condition Cy. D’apres nos choix (3) on a card D > 26(0) card Sy et 6(j) =
1 pour j > 0. Comme la matrice Mp est de rang card D le théoreme 1 de
[6] affirme D'existence d’un entier j > 1 tel que

min(—log E(j) — Dw(r(5)), U(j)) < a(¢(j) +¢(0)) + o(j) + 0(0) + A; + Ao.
Vu le calcul des parameétres secondaires et le fait que I'inégalité
ToM? > (c10 + 2¢9) (D1 + Do) M?
+3cg(D1 + T + Dah(ar) + Do log(TM))d(«)
est satisfaite pour nos choix (3) avec Dy = [2¢2(h(a) +logd(a))/d(a)] + 1

et M = [coy/d(a)], c’est U(j) qui réalise le minimum dans le membre de
gauche. On en déduit

U < (2¢11 + 1)ToM? < §(h(a) + logd(a))d(a)/?,
ce qui établit I'inégalité (2) du théoreme 1 car U = — log Dist(z, «).
Mesure d’indépendance algébrique. On a le lemme de transfert suivant.

LEMME 3. Soit 6 € Py(C). Il existe un réel c15 > 0 tel que si pour une
forme P € Z[ Xy, X1, X2] on a

log |P(0)| < —b*(log H(P) + d°Plog d°®P)(d°P)?

ot b > cy5 alors il existe v € Po(Q) tel que P(a) =0 et
log Dist (0, ) < —i(h(a) + log d(a))d(a)®/?.
C15
Démonstration. C'est un cas particulier du théoreme 3 de [8].

On applique ce résultat avec b = ¢ - ¢15 ou ¢ > ¢y15 désigne la constante
du théoreme 1, pour déduire (1) de (2) dans le théoreme 1.
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2. Mesures d’approximation et K-fonctions. Soient K un corps
de nombres, d > 1 et fi,..., fq des fonctions analytiques dans B(0,1) dont
les développements de Taylor en l'origine sont a coefficients dans K. Pour
D un sous-ensemble fini de N notons |D| = max(|u1| + ...+ |ua| : u € D)
et

DifP(0) = (D (f1 .. f4)0) :p €D, ' =0,...,1);

c’est un vecteur de K (#+1)cardD

DEFINITION. Soient ¢ € R>1, A un ensemble infini de parties finies de N¢,
¢ : AXN — R, une fonction telle que ¢p(t) soit croissante et (log p(t))/t
soit décroissante par rapport & t pour tout D € A, et

lim inf log pp(card D/(2[K : QJ))

it e d DO Q)

Rappelons (cf. [7], §3) que f = (f1,..., fa) est un systéme de K-fonctions
de type o si H(D,fP(0)) < ¢p(t) pour tout t € N et D ¢ N

Nous disons que D C N? est c-admissible pour [ si pour tout @ €
C[Xy,...,X4] supporté par D, on a

ordg Q(f1(2),..., fa(2)) < c¢-card D.

Soit encore I C C une extension de type fini de K et 6,...,0, un
systeme générateur de /K. On note = (1 : 01 : ... : 0,,) € P, (C) et
on dira qu’une famille d’éléments y1,...,yn € K est de degré < 0 et taille
< 7 ¢'il existe une famille de polynémes po,p1,...,pm € K[X1,...,X;] de
degré < 4 et taille < 7 telle que y; = p;(0)/po(0), log |pi(0)| < dlog ||0]] + T
pour i = 1,...,m et log|po(0)| > —dlog ||0] — .

On dira encore qu’'une matrice M est produit d’une matrice triangulaire
et d’une matrice o coefficients dans K de degré < d et taille < 7 8’1l existe
une matrice triangulaire supérieure 7 a coefficients dans C' et une matrice
R & coefficients dans K telles que M = R -7, les coefficients et les inverses
des termes diagonaux de 7 sont de valeurs absolues < e” et la famille des
coefficients de R est de degré < 4 et taille < 7.

THEOREME 4. Soient § € N*, 7,¢,¢' € R>1, f = (f1,..., fi) un systéme
de K-fonctions de type ¢, D € A c-admissible pour f et 0 < 7" < 1’ < 1.
On suppose qu’il existe un ensemble pondéré S de support dans la couronne
B(0,7)\ B(0,7") tel que la matrice fP(S) soit produit d’une matrice trian-
gulaire et d’une matrice & coefficients dans K de taille < 7 et degré < § et
que les conditions suivantes soient réalisées :

(1) —4m(S)log(Vr' —nor') < ~Tylog”,
(2)  —logE, /7(S) > 12logpp(T) + 8[K : Q](log(8T) + log card 5),
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(3)  —cardS-logr” +1og G, /7 (S) < ——Tlogr
(4)  16log(To + vp(Tp)) < To min(1, —logr’),

ouT = [c-card D]+ 1, Ty = [card D/(2[K : Q])] et r = 1 —2(log p(T))/T.
Alors, pour tout o € P, (Q) satisfaisant

(5) 33 (6(h( ) + log(4]|0]])) + 27

lo[g @D(é]T) + log(8T") + log card S) dla) < —T;{I?%QG ,
on a
(6) log Dist (0, o) > —card D - (¢ logr” + 2clogr’).

Analyse des données

Parametres primaires

A=Q, C=CouCCy
a=1,n=1 nm=10ul

d>n=1
R=1

wi(r),...,wq(r)
SU(Nx {0})

Choix
D € A, c-admissible
{0,...,To — 1} x {0} sii=0
SH—l {

S sii=1
{(i +To — 2,0)} sii=2,...,T—Ty+2
0

sinon

Matrice des approrimations. La matrice fD(S’) est produit d’'une ma-
trice triangulaire 7 et d’une matrice R & coefficients dans K. On obtient
la matrice Mp des approximations en spécialisant 6§ en a dans R et en lui
adjoignant les colonnes de f7({0,...,T} x {0}) (& coefficients dans K).

On a card S; = Tp, §(0) = [K : Q], ¢(0) = 0(0) = (logop(Tp))/[K : Q]
et on calcule les parametres secondaires (voir tableau). Posons U =
—log Dist (6, «) et supposons U > 3(7 + d log(4/0]])).
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Panmiires -1 2<i<T-T)+2
Kit1 K(a) K
8(4) (K : Q] - d(e) (K : Q]
o(i) = o(1) h(a) + 27 log op(T)/[K : Q]
! (4) 2
7 (i) ro =1 —2(log pp(Tv))/To r=1-2(logyp(T))/T
Dao(r(i)) < log(To + ¢p(To)) < log(T + ¢p(T))
N () To T+ card S
—log E(7) —%To logr’ — 3log op(Tp) —log En\/p(S) — 3log pp(T)
U(i) (U +Tologr')/(d()[K : Q) | U+ Tologr' + T(logr’ + (¢ /c)logr")
A; < (a+2)log(2(card D + T + card S))

Majoration de la croissance Dw. Soit tg € N*, ro =1 —(2log ¢p(t0))/to
et on écrit, pour u € D,

M(f*;70) < Y IDef"(O)|r < ¢plto) + Y wn(t)pp(ta) 2/

>0 t>to
< @p(to) + > ep(t) /"
t>to
car @p(t)/t est décroissante, puis
¢p(to) !
1 — @p(te) /T

< onlto) + —0 < op(to) +1
= ¥pllo log ¢ (fo) = ¢pllo 0-

Calcul de E(i) pouri=1. On a
B — r/1/2 TOH 5
(i) = W \/W( )
et on vérifie r(i)" > exp(—3logpp (1)) grace a (4). Enfin, H /(5) <
(v/r" — nor’)™5) et la condition (1) entraine log H /7(S) < 3Tologr’.

T

Calcul de E(i) pouri=2,..., T —Ty+2. On a

. PO\ )
B) = Brro(S) (55 ) o)
et on vérifie r(i) 77102 < pp(T)3 grace a (4).

Calcul de ¢(i) pour i = 1 et U(i). En spécialisant 6 en a dans une
famille de polynoémes ¢, p;. (I =1,...,cardD, ¢ =1,...,card S) de degré
et taille convenables qui décrivent la famille des coefficients de R, on obtient

M(f";ro) < op(to) +
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des éléments de K(«) de hauteur < dh(a) + h(q,p) < dh(a) + 7 ot p =
(p1.c). Compte tenu de I'estimation des coefficients diagonaux de la matrice
triangulaire 7, cela donne la majoration de ¢ (i) = p(i).

Le calcul de U(i) ne fait intervenir que les approximations des vecteurs
D.f"(y) pour p € D et (t,y) € S, les coefficients des autres colonnes
étant dans K. Le corps K (o) est considéré comme sous-corps de C par
un plongement o(; nous notons o les conjugués de ce plongement. Comme
Dist(0,0) < (46)~%e~" on a [lal| < 28], la(a)| > lg(6)]/2 et on éerit
pe(0)g(a) — q(0)prc(a) en développant o = (o — 0) + 6. En notant ¢
I'indice de la colonne Dy fP () dans la matrice f2(S), p. le vecteur colonne
(Pre)i=1,....cardD €t Aer e les coefficients de 7 correspondants, il vient, pour
tout plongement o de K(«) dans C,

D) = 3 e (2| < -

c'=1 Oé)

log

ou

~U? <log|a — 0| + log ( > W,J) +log (¢, p)|

c'=1
+ max(d®q, d°p) log(4]|0]] - [|ev]]) — log |g(a)[ — log[4(0)]
< log Dist (6, o) + 4(log || (g, p)|| + 6 log(4/|0]| - [|||) + 7 + log card S)
et, pour o # oy,

~U7 <1og (- Perel) +1og (e, p)l| + max(d®q, d°p) log(4]6]] - r()]])

c'=1
< 4(log |lo(q, p)l| 4 dlog(4[|0]| - [|o(c)]]) 4 7 + log card ).

Dans ces estimations on a utilisé

DS (y)| =

Z )\C/’C;DC(Q)‘ < card S - €*7(|0]|%.
= al)

En sommant, il vient
S@U ()= U”

> U —4[K : Qld(a)(6h(a) + dlog(4]|0]]) + 27 + log card 5),

mais d’apres la condition principale (5) le second terme du membre de droite
est majoré par —Tplogr’, d’ou I'estimation de U (i) pour i = 1. Pour i > 1
et chaque plongement de K dans C' on utilise la premiere estimation. De
plus, la condition (3) majore log(G.(iy, i) (S;) Hy(5)(Si41)) par =T logr’ —
(/)T logr” et on en déduit comme précédemment 'estimation de U (7)
pour ¢ > 1.
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Si la matrice Mp n’était pas de rang card D il existerait une combi-
naison linéaire non triviale de ses lignes, c’est-a-dire un polynoéme @ €
C[X1,...,X4] non nul, sannulant sur tous les m;iq (1), (t,y) € S U
({0,...,T} x {0}). En particulier on aurait ordo Q(fi,..., fa) > T'; mais
lensemble D est c-admissible, T' = [c-card D] + 1 entraine que ceci n’est pas
possible et la matrice Mp est de rang card D. Par ailleurs 20(0) card S; <
card D et le théoreme 1 de [6] montre I'existence d’un entier i > 1 tel que la
condition C'; suivante soit réalisée :

min(—log E(i) — Dew(r(i)), 6(i)U (i) < 6(i)((a +1)(4(i) + ¢(0)) + Ai + Ao).
Condition C1 pour i = 1. Le membre de droite est majoré par

log op(T)
(K : Q]

d’apres les conditions (5) et (4) il est donc plus petit que
—éTg logr’ < —1Tylogr’ — 4log(Ty + ¢p(Ty)) < —log E(1) — Dw(r(1)).

4[K : Q]d(«) <(5h(a) +27 4 + log(8T") + log card S> ,

Ainsi lorsque la condition C; est réalisée pour ¢ = 1 on obtient une majora-
tion de U + Ty log r’ par —%Tg log 7/, qui entraine le résultat.

Condition Cy pouri=2,...,T —Ty+2. Le membre de droite est majoré
par

8[K : Q] (% + log(8T") + log card S) < —TZ;()E;,

d’apres la condition principale (5), et la condition (2) entraine qu’il est plus
petit que —log B, /7(S) — 41og(T + ¢p(T)). Ainsi lorsque la condition C;
est réalisée pour ¢ > 1 on obtient une majoration de U + Ty log r' + T (log r’ +
(c'/e)logr”) par —Tplogr’/(4d(a)), qui entraine & nouveau le résultat.

Application. Prenons d = 4, f4(z) = z et

fi(z) =1 Jr%’Z (lei_l)zk, i=1,2,3,

E>1 1)k

avec v1 = —24, v = 240 et y3 = —504, les séries d’Eisenstein. On a un
systeme de K-fonctions de type ¢ ot ¢op(t) < (504¢(5)t9)P car ik 2l <
¢(2i — 1)k?*~1. De plus le lemme de multiplicité de [3] (théoréme 3) montre
que toute partie D C N* de la forme {u € N* : py, o, u3 < D, pg <
Dlog D} est c-admissible pour f et un réel ¢ > 0 convenable. Soit D un
entier assez grand; on applique le théoreme 4 avec S = {0,..., N —1} x {y}
ou y € C satisfait 0 < |y| <1 et

_|: ClgDIOgD :|
—logE, /=(y)]
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On prend r’ = 1" = [y, on a B, /7(5) = Em/p(y)N, G, 7 (5) < 2N pour
r=1--ci7(log D)/ D3, Ty = [D*log D/2], T = [cD*log D] + 1 et on vérifie
les conditions (1)—(4) du théoreme. Enfin, on déduit du systeme d’équations
différentielles satisfait par les séries f :

122f1(2) = f1(2)* — fa(2),
) 32f5(2) = f1(2) f2(2) — f3(2),
22f3(2) = f1(2) f3(2) — fa(2)?,
( )

que la matrice fD(S) est produit d’une matrice diagonale (dont les coeffi-

cients sont des puissances < N de y~1) et d’une matrice & coefficients dans
Q(f1(y): f2(y), f3(y),y) de degré < c1sDlog D et taille < c13D(log D)?. En
effet, si D = zd/dz on a, pour toute fonction f,

t—1 ,
dtf d?
8 AL =D f — g a; 12" —=
(8) dzt / P D i
ot a;; € Nsatisfont a; s =0sii¢ & {1,...,t} et aj+ =ia;s—1+a;—1+1 sinon,

pour t > 0. En particulier, on a a;; < c19t3=9)  Le systeme différentiel (7)
montre que si f désigne un mondéme f*, u € D, alors D!f sécrit comme
un polynéme de Q[f] de degré < D +t en fi, f2, f3, de degré < Dlog D en
f4 et de hauteur < co9(Dlog D + t)log(D + t). Et la méme assertion pour

2td' f/dzt suit par récurrence sur t de (8). Soit a € P4(Q); en choisissant
D = e (H(e)d(a))'/?

ot on a posé t(a) = h(a)+logd(a), de sorte que la condition (5) du théoreme
est satisfaite, on obtient log Dist(6, a) > —coa D*log D.

COROLLAIRE 5. Soit y € C, 0 < [y| <1 et 0= (1: fi(y): fa(y) : f3(y):
y) € Py(C). Il existe un réel ¢ > 0 tel que pour tout o € P4(Q) on ait

Dist (6, o) > exp(—c(t(e)d(a))*? log(t(a)d(a)))
ot t(a) = h(a) + log d(a).

En spécialisant ce corollaire en iy = %7 € C ou 7 est le quotient des
périodes fondamentales d’une courbe elliptique définie sur Q on obtient une
mesure d’approximation des points (1 : 7/w : n/w : ?™7) € P3(C). Remar-
quons que cette mesure n’est pas assez fine pour exclure que les nombres
m/w et n/w soient des nombres de Liouville (contrairement au théoreme 1
du paragraphe 1). Elle améliore toutefois celle présentée dans [6] et on en
déduirait également, en étendant le lemme 3, une amélioration du théoréeme
3 de [7].
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