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I. Introduction. Soit ¢ une puissance d'un nombre premier p et F,
le corps fini & ¢ éléments. En 1924, Artin [1, pp. 242-246] prouvait pour
I’anneau F,[T] le théoréme suivant, analogue au théoréme des nombres pre-
miers dans les progressions arithmétiques.

THEOREME 1.1. Soit Q € F,[T] et soit R un polynéme premier a Q.
Soit w(n; @, R) le nombre de polynomes irréductibles unitaires de degré n
congrus ¢ R modulo Q. Alors,

n on
o= geo(2)

0 étant une constante < 1.

En 1965, D. R. Hayes [2] introduisait la notion de congruence arithmé-
tique et généralisait le théoreme d’Artin de la fagon suivante :

THEOREME 1.2. Soient un entier k > 1 et a = (aq,...,ax) une suite de
k éléments de F,. Soit Q € F,[T] et soit R un polynéme premier a Q. Soit,
pour n > k, m(n;a,Q, R) le nombre de polynomes irréductibles unitaires
P e F,[T] de degré n congrus a R modulo Q et tels que
deg(P—T" —a;T" ' — ... —a;T"7%) <n—k.

Alors,

qn—k q9n
2.0, = Lo +0( )

0 étant une constante < 1.

En 1972, en faisant appel au théoreme de Weil sur la fonction zéta des
courbes, G. Rhin [6] améliorait les résultats de D. Hayes de la fagon suivante :

THEOREME 1.3. Soient un entier k, Q et R des polynémes unitaires
de Fy[T] premiers entre eux. Soit w(n;k,Q,R) le nombre de polynémes
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irréductibles unitaires P de degré n congrus a R modulo Q et tels que
deg(PTe(R) _ RT™) < n + deg(R) — k.
Alors, si k+ deg(Q) > 1,

qn—k

ng(Q)

Tres récemment, en reprenant des idées se trouvant a la fois dans [2] et
dans [6], Hsu [3] améliorait encore ce résultat et établissait le

m(n;k,Q, R) — < (k+ 1+ deg(Q))g">.

THEOREME 1.4. Les hypothéses et notations étant celles du théoréme
précédent,

. g " 1 B . q"/?
ik, Q. R) < n¢<@>+<1 q%(Q))(k L+ dea(@)7
. ¢k 1 . ¢"?  deg(Q)
m(nik, @ R) 2 no(Q) <(1 qk¢(Q)>(k+3+d g(Q))> n ngko(Q)

Nous nous intéressons ici a une généralisation des résultats contenus dans
les théoremes précédents. Plus précisément, nous nous intéressons aux po-
lynoémes irréductibles unitaires P congrus a R modulo (), ayant mémes k
premiers coefficients que le polynome R et tels que 8(P) = «, 6 étant un
caractere modulo un polynome D fixé, a étant I'une quelconque des valeurs
prises par . Le nombre de ces polynomes sera noté w(n;k,Q, R, D,0, «).
Nous déduirons de notre étude une estimation des nombres 7+ (n; k, Q, R),
resp. 7 (n; k,Q, R), ou 7 (n; k, Q, R), resp. 7~ (n; k, Q, R), désigne le nom-
bre de polynomes irréductibles unitaires P de degré n congrus a R modulo
Q, ayant mémes premiers coefficients que le polynéme R, et tels que D soit
inversible et carré modulo P, resp. ne soit pas carré modulo P. Nous ob-
tiendrons aussi une estimation des nombres 7+ (n; D), resp. 7~ (n; D), de
polynémes irréductibles unitaires P de degré n tels que D soit carré, resp.
ne soit pas carré modulo D. Une définition plus précise de ces nombres
sera donnée dans la suite de ce travail quand nous aurons précisé quelques
définitions. En plus de la généralisation proposée, notre travail apporte une
petite amélioration du terme d’erreur. Il fait aussi référence aux résultats
établis en [2] et [6].

I1. Préliminaires. On pose A = F,[T]. On désigne par M '’ensemble des
polynomes unitaires de IF,[T] et par I 'ensemble des polynémes irréductibles
unitaires de F,[T].

Soient () € M et k un entier naturel. Soit Rg i la relation d’équivalence
sur M définie par
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A = B mod 'R,Q,]C
& A= Bmod Q et deg(ATe(B) — pTdes(A)y < deg(AB) — k.

L’équivalence R o est simplement la congruence modulo ). On note Rq
I’équivalence R0 et Ry I'équivalence R ;. Notons que A = B mod R i
& A = Bmod Rg et A = B mod Rg. On remarque aussi que tout po-
lynéme unitaire est inversible modulo R. Le groupe formé par les classes
de M inversibles modulo Rg x, resp. modulo R, est noté Cq i, resp. Cq.
On note Gg , resp. Gg, le dual de ces groupes et g(Cqx) = #(Q)g*, resp.
9(Cq) = ¢(Q), leur ordre qui est aussi I'ordre de leur dual. Rappelons qu’a
tout caractere x € Gk, on associe un caractere modulaire sur M que 1'on
note par le méme symbole en posant x(H) = 0 si H n’est pas inversible mo-
dulo Rg . et x(H) = x(H) si H est inversible modulo R¢ x, H désignant
la classe de H modulo Rq k.

Pour tout entier n > 1, pour tout R € M premier a @, soit 7(n; k, @, R)
le nombre de polynoémes irréductibles unitaires P de degré n, congrus a R
modulo Rg k.

Soient D un polynéme unitaire premier & (), k un entier naturel et 6
un caractére modulo D d’ordre d. Soit @ € Im(f). Pour R € M premier a
Q, soit I1(n;k,Q, R, D,0,a) le nombre de P € I de degré n, congrus a R
modulo Rq x et tels que 0(P) = a.

Pour tout polynome D premier a (), non nécessairement unitaire, mais
sans facteur carré, pour R € M premier & @, soit 7" (n;k,Q, R, D), resp.
m(n;k,Q, R, D), le nombre de P € I de degré n, congrus & R modulo Rq
et tels que D soit inversible et carré mod P, resp. tels que D ne soit pas
carré modulo P. Notons aussi 77 (n; D), resp. 7~ (n; D), le nombre de P € T
de degré n tels que D soit inversible et carré mod P, resp. tels que D ne
soit pas carré modulo P.

Faisons d’abord quelques remarques tres élémentaires. Quand D =1, 6
ne peut étre que le caractére unité. Dans ce cas, o« = let 7(n; k, Q, R, D, 6, )
= m(n;k,Q,R,1,1,1) = w(n;k,Q,R). Si en plus, @ = 1, n(n;k,Q, R)
est le nombre de polynomes irréductibles unitaires de degré n dont les
k premiers coefficients sont égaux & ceux de R. Le nombre w(n;k,1, R)
sera noté m(n;k,R). Si D # 1 et si 0 est le caractére unité, o = 1 et
m(n;k,Q,R,D,0,a) = w(n;k,Q,R,D,1,1) est le nombre de P € I de degré
n, congrus a R modulo Rg et ne divisant pas D. En dehors d’un nom-
bre fini d’entiers n, 7(n;k,Q, R, D,1,1) = w(n;k,Q, R). Plus précisément,
si n n’est pas le degré d’un facteur irréductible de D, 7(n; k,Q, R, D,1,1) =
m(n;k,Q, R), sinon, |7(n;k,Q,R,D,1,1) — n(n;k,Q,R)| < wv(n,D) ou
v(n, D) est le nombre de diviseurs irréductibles unitaires de D et I’estimation
des nombres 7w(n; k, @, R, D, 1, 1) se ramene a celle des nombres 7(n; k, Q, R)
qui seule retiendra notre intérét dans ce travail.
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Dans ce qui suit, on convient que le caractere 6 est d’ordre d > 1 des que
D#1.81k=0,Q=17(n;k,Q,R,D,0,a) = w(n; D,0,a) est le nombre
de P € I de degré n tels que (P) = «. En particulier si d = 2, 0 est le
caractere quadratique, m(n; D, 6, 1) est le nombre de polynomes irréductibles
unitaires P de degré n ne divisant pas D pour lesquels D est carré modulo
P, et w(n; D,0,—1) est le nombre de polynomes irréductibles unitaires P de
degré n pour lesquels D n’est pas carré modulo P.

III. Les principaux théorémes. Ce travail a pour but essentiel la
démonstration du théoreme suivant.

THEOREME II1.1. Soient Q € M, D € M premiers entre euz, k un entier
naturel tels que k + deg(QD) > 1 et 0 un caractére modulo D d’ordre d.
Alors, pour tout R € M premier a Q, tout o € Im(6) et tout entier n > 1,
on a

Vi CUE TR Y o
de(Q) <1 d¢(Q)qk>(k 1+ deg(QD))q 2q deg(QD)

n—k
< ook, D.0.0) < G+ (1= ) O L des(@D)

Une version moins précise mais plus simple de ce théoréme pourra étre
retenue sous la forme suivante.

THEOREME IIL.1’. Soient Q € M, D € M premiers entre euz, k un entier
naturel tels que k + deg (QD) > 1 et 6 un caractére modulo D d’ordre d.
Alors, pour tout R € M premier a Q, tout o € Im(0) et tout entier n > 1,
on a

dq;(c;) — (k+1+deg(QD))g""? < nm(n:k,Q, R, D, 0, )
qnfk - s
S do(Q) + (k—1+deg(@QD))g"=.

Si l'on applique le théoréme II1.1 ou le théoréme III.1" dans le cas ou
D =1, on obtient le

COROLLAIRE III.2. Soient @ € M et k un entier naturel tels que k +
deg(Q) > 1. Alors, pour tout R € M premier a @Q et tout entier n > 1, on a

n—k

PN <1_d<z>(éz>qk> (k~1+deg(Q))g"/* ~2¢"/* ~deg(Q) < nm(n: k. Q. R)

qnfk B # B . /2
< ne@) " (1 qk¢<@)>(k 1+ dee(@)g™,
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ou le

COROLLAIRE II1.2'. Soient Q € M et k un entier naturel tels que k +
deg(Q) > 1. Alors, pour tout R € M premier a @Q et tout entier n > 1, on a

n—=k
;(Q) — (k41 +deg(Q))q"> < nr(n; k, Q, R)
qnfk B /2
< n(Q) + (k—1+deg(Q))q"~.

On retrouve le résultat donné dans [3] avec une meilleure minoration.
Si 'on applique ce corollaire dans le cas ou Q = 1%, on retrouve, sous
Ihypothese k + s > 1, une estimation donnée par le théoreme 1.3 de [2].
Cest le

COROLLAIRE IIL.3. Soient k et s des entiers naturels tels que k + s > 1,
a = (ay,...,a;) un élément de F% et b = (by,...,bs) un élément de F5.
Soit w(n;a,b) le nombre de polynémes irréductibles unitaires de degré n
dont les k + 1 premiers coefficients, resp. les s derniers coefficients, sont 1,
A1, ..,0, T€SP. b1, ..., bs. Alors,

qn—k—s+1
T (k+s+ 2)q”/2 < nm(n;a,b)
q _
qnfkferl < 1 ) s
< (1 N (k+ )V
q—1 q" (g —1) ( )

Soit # un caractere modulo D d’ordre d. Soit a € Im(#). 1l existe exacte-
ment r = ¢(D)/d classes modulo D dont I'image par 6 est égale a a. Soient
Ay, ..., A, des représentants de ces classes. Soit H un polynéme irréductible
unitaire. Alors 0(H) = « si et seulement si il existe ¢ = 1,...,r tel que H
soit congru a A; modulo D. Soit R € M inversible modulo 1’équivalence
Rq.k et soit, pour ¢ = 1,...,r, R; € M congru a R modulo Rqg et a A;
modulo D. Alors,

T

(0) m(nik,Q R, D,0,0) =Y _m(n; k,QD, Ry).

i=1
On peut obtenir une estimation des nombres 7(n;k,Q, R, D, 0, a) a 'aide
des théoremes 1.3 ou 1.4. En procédant ainsi, on obtient
nm(n;k,Q, R, D, 0, )
n—=k
< 4 ¢(D) (1 1

A - _ o n/2
<o+ " (1 gy L 0D

et
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nﬂ-(”? k? Q? R? D7 9’ a)
n—k
q ¢(D) << 1 ) > 2 deg(Q)
> - ([1-——= | (k—14deg(QD)+3) |¢"'* — —/———,
6@ d Fo@D) )! QDI ) Go@)
ce qui est moins bon que le résultat donné par le théoreme III.1 ci-dessus.

Dans le cas ot k =0, D = 1 et deg(Q) = 1, resp. ou k =0, Q@ = 1 et
deg(D) = 1, le théoréeme II1.1" donne

n

q n/2 q
—1-2 < ; <
i1 q _nw(n,Q,R)_q_l,
resp.
q" n/2 , q

Une étude de ces cas particuliers nous permettra d’obtenir de meilleurs
résultats, a savoir les théoremes I11.4 et II1.5 ci-dessous.

THEOREME II1.4. Soit Q € M de degré 1. Alors, pour tout R € M
premier a @ et tout entier n > 1,

q" —1

qg—1

q" —1
g—1"

—2¢"? <nr(n;Q, R) <

THEOREME II1.5. Soient D € M de degré 1, 6 un caractére modulo D
d’ordre d et o € Im(60). Alors, pour tout entier n > 1, on a

q" —1 q" —1
T

Citons enfin quelques conséquences du théorémes I11.17.

—2¢"? < nrw(n; D, 6, a) <

THEOREME IIL.6. Soit D un polynéme non constant sans facteur carré.
Alors, pour tout entier n > 1, on a

n n n/2
- — (deg(D) +1)g"* < n* (m; D) < -+ (deg(D) — 1) T,
qn /2 L qn qn/2
5~ (deg(D) +1)¢"" < ™ (n; D) < - + (deg(D) — 1)~

THEOREME II1.7. Soient D un polynéme non constant sans facteur carré,
Q € M premier a D et k un entier naturel. Alors, pour tout R € M premier
a Q et tout entiern > 1, on a

% — (k4 1+ deg(@QD))q"'?
qn—k

26(Q)

<nnt(n;k,Q,R) < + (k — 1+ deg(QD))q"/?,



Distribution des polynémes irréductibles 147

qn—k B n/2
26(Q) (k+ 1+ deg(@QD))q

qn—k

20(Q)

<nm (n;k,Q,R) < + (k— 1+ deg(@D))q"">.

IV. Démonstration des théorémes III.1 et III.1’. Rappelons tout
d’abord deux résultats concernant les nombres m(n).

THEOREME IV.1. Soit un entier n > 1. Alors, on a

(IV.1) ¢" =Y mm(m),

m|n
(IV.2) ¢" —2¢""?* < nm, < "

Preuve. Le premier résultat est bien connu. On peut en trouver une
preuve au paragraphe 2, chapitre 3 de [4]. La majoration (IV.2) de nm, est
une conséquence immeédiate de (IV.1). La minoration (IV.2) de nm, est une
conséquence non immédiate de (IV.1). Une preuve de ce résultat se trouve
dans [5].

Soient ) € M et k£ un entier naturel. Soient D un polynéme unitaire
premier a ), k un entier naturel et § un caractere modulo D d’ordre d. Soit
a € Im(h).

Si n et m sont des entiers strictement positifs tels que m divise n, on
désigne par v(n,m, A, a) le nombre de polynéomes P € I tels que

(i) deg(P) = m,
(ii) P"/™ = A mod Rq x,
(iil) B(P™™) = q.
On remarque que 7(n; k,Q, A, D,0,a) = v(n,n, A, a).
On définit sur M la fonction A de von Mangoldt par A(H) = deg(P) si

H est puissance d’un polynome irréductible unitaire P, et A(H) = 0 dans
tous les autres cas.

PROPOSITION IV.2. On a
(IvV.3)  dg(Cq.k) Z mv(n,m, A, «)

m|n

“3 0 XA S AN H) ().
7=0 X€GQ,k degfglefl\)ﬂ:n

Preuve. Notons S la somme de droite. On inverse 'ordre des somma-
tions dans S. On utilise les relations d’orthogonalité suivantes, valables pour
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tout H € M :
d—1
» ; d sif(H)=a«
J J— ’
Zoa 0(H) _{0 si 6(H) # a.
‘]:
_  J9(Cok) st H=AmodRg,
Z X(A)x(H) = {0 si H# Amod Rq k-
X€GQ,k
Il vient

S=dg(Conr) Y A(H),
HeH
ou H désigne I’ensemble des polynomes H € M tels que deg(H) = n, 0(H) =
a et H = Amod Rg . Dans cette derniere somme A(H) est non nul si et
seulement si H est une puissance d’un polynome irréductible P. Dans ce
cas, A(H) = deg(P) et deg(P) divise n.

On pose
(IV4) g = g(Cka).
Pour x € Go i, j €{0,...,d — 1}, on pose
(IV.5) S =Y, AH)X(H)OH)Y,

HeM
deg(H)=n

(IV.6) m(n; A o) =7n(nk,Q, A, D, 0, ).

PROPOSITION IV.3. Soit x¢ le caractére unité dans Gq . Alors, on a
Iv.7) q" — deg(QD) < S(x0,0) < ¢".

Preuve. Siles polynémes H et @, resp. les polynémes H et D, ne sont
pas premiers entre eux, on a xo(H) = 0, resp. §(H) = 0, d’ou

Sk = S A= Y deg(P).
HeH Pel
deg(H)=n k deg(P)=n
(H,QD)=1 (P.QD)=1
L’égalité (IV.1) donne alors,
S(x0,0) = ¢" — S m#{P €T | deg(P) = m, P|@QD}>¢"— 3 deg(P).

m|n Pel
P|QD

d’olt (IV.7).

PROPOSITION IV 4. Soient j € {1,...,d—1} et x € Go i tels que (x,J) #
(X0,0), xo désignant toujours le caractére unité dans Gg . Alors,

(IV.8) S0 < (k= 1+ deg(QD))q"/2.
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Preuve. Les polynémes @ et D étant premiers entre eux, les groupes
Cgp,k et Cq i x Cp sont isomorphes. Les groupes duaux Ggp i et Go,r X Gp
sont aussi isomorphes. L’application (x, o) — xo est un isomorphisme de
Go.x X Gp sur Ggp,k. En particulier, x o est le caractere unité de Gop i si et
seulement si x est le caractere unité de Gg i et o le caractere unité de Gp.

Soient j € {1,...,d — 1} et x € Ggx tels que (x,7) # (xo0,0). Soit
A = x6#7. L’un au moins des caractéres x et #7 n’est pas le caractere unité et
A n’est pas le caractére unité. On associe au caractere A la fonction L(\,-)
définie pour tout nombre complexe z de module 1/¢ par

(1) L(A2) = Y A(H)zsH,

HeM

D’apres le lemme 8.2 de [3], pour tout entier n > k + deg(QD), toute classe
o € Cg contient exactement ¢"~*~4e(@DP) polynémes unitaires de degré
n. Par suite, L(\, z) est un polynéme de degré

(2) d(\) < k + deg(QD).

Aux paragraphes 3, 4 et 5 de [6] on montre comment associer au caractére
A un quasi-caractere w non principal du groupe J(K) des ideles du corps
K =T,(T). La fonction L associée au quasi-caracteére w, notée L, est alors
un polynome dont les racines sont des entiers algébriques de module ¢—1/2
(cf. [7, Appendice 5]). Soit S I'ensemble formé par la réunion de la place
a l'infini et des places associées aux diviseurs irréductibles du produit QD.
D’apres [6, théoreme 3|, pour tout v € S, il existe un nombre complexe &(v)
de module 0 ou 1 tel que

L(X, 2) = Lo (2) [J (1 = e(v)zs)).

vES
Par suite, il existe d(A) nombres complexes wi,...,wy) de module 1 ou
g~ 1/2 tels que
d(\)
z
3 L\ z) = 1——.
3) O2) [[( )

Dans le disque |z| < 1/q, la série L(\,z) s’écrit comme produit eulérien
absolument convergent
(4) L(A2) = [ (1 = A@)zt™) =L,

Pel

On calcule zL'(\, z)/L(\, z) au moyen des relations (3) et (4). Par identifi-
cation des coefficients de z™ dans les deux relations obtenues, il vient
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d(A) n
S A<H>A<H>=Z(1,) ,
HeH i=1 v
deg(H)=n
(H,QD)=1
d’ou,
B CPRIN
S atmmemy =- Y- (1)
HeH i=1 v
deg(H)=n
(5) 1S(x, 4)] < d(N)g">.

On conclut avec (2) et (5).

PROPOSITION IV.5. Soient A € M premier a Q et a € Im(6). Alors,
pour tout entier n > 1, on a

¢" _deg(@D) [, 1), n/2 _om/2
(IV.9) od p (1 dg) (k — 14 deg(QD))q 2q

q" 1 n/2
< ; < — - — — .
<nm(n; A, a) < p + (1 dg> (k—1+deg(@QD))q

Preuve. La proposition IV.2 s’écrit
d—1

dg(nm(n; A,0) + Y mvn,m, A,0)) =" a™ > X(A)S(x.9).
m|n j=0 XEGQ .k
m#n
On en déduit la majoration
-1 L
(1) dgnm(n; A,a) <> ad X(A)S(x, )
j=0 X€9Q,k
ainsi que la minoration
-1 L
(2)  dgnr(n;A,a) =D a X(A)S(x,4) —dg > mmp,.
Jj=0 XEGQ,k mJgn

Avec la majoration (1) et les majorations (IV.7) et (IV.8), on a
dgnm(n; A, a) < ¢" + (dg — 1)(k — 1 + deg(QD))q"/?,
d’ou la majoration (IV.9). La minoration (IV.2) nous donne

d—1
dgnm(n; A, ) > Z ad Z x(A)S(x. J) — 2dgq™/?.
j=0 X€GQ,k
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Avec (IV.7) et (IV.8) on obtient alors
dgnm(n; A, ) > ¢" — deg(QD) — (dg — 1)(k — 1+ deg(QD))g"/? — 2dgq"/?,
d’ou la minoration (IV.9).

La proposition IV.5 est en fait le théoreme III.1 annoncé.

V. Démonstration des autres théoremes. On désignera par N, la
norme de l'extension Fyn (T') de F (7).

V.1. Démonstration du théoréme III.4. Supposons k = 0, deg(D) = 0 et
deg(Q) = 1. Ici encore Cp est trivial, 6 est le caractére unité et o ne peut
prendre que la valeur 1. L’équivalence R i est la congruence modulo @, et
le groupe Cq, s’identifie au groupe multiplicatif Iy du corps F;. Dans ce cas,
pour tout a € Fy,

m(nyk,Q,a,D,0,a) = m(n;0,Q,a,1,1,1) = m(n; Q, a).
Posons Q = T — b. L’application H — Hy, ou Hy(T) = H(T + b) réalise
une bijection de ’ensemble des polynoémes irréductibles unitaires P tels que
P(b) = a sur l'ensemble des polyndmes irréductibles unitaires P tels que
P(0) = a. Cette bijection préserve les degrés. Par suite, pour tout entier n,
m(n;Q,a) = m(n;T,a). Notons I, le dual de ;. La proposition IV.2 nous
donne ici

(¢g—1) Zmu(n,m, a) = d#(Gq.k) Zml/(n,m, A ) = Z v(a)S (%)

m|n m(n vely
avec
S =Y AH)N(H).
HeHl
deg(H)=n
On a
Sty = > AENWH©O) = y0b) DY AH)
HeH beF: HEH
deg(H)=n deg(H)=n
H(0)=b
S =) Y deg(P)=> () > L
beF: L d P(%I), S weF;n
P(OYF—b Nu(w)=b

Pour tout b € Fy il y a exactement (¢" —1)/(q — 1) éléments w € F. tels
que N, (w) = b, d’ou,

so) =Tt S am = {0, G1Ew

siy=
q bG]FZ; Y Yo,

Yo désignant le caractere unité de Fy.
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On en déduit

" —1
.T —
nm(n;T,a) + Z mv(n,m,a) 1
m|n
m<n
n_ 1 n_ 1
nm(n; T, a) < qq_ =, nm(n;T,a) > qq_ - - ZI mlil,,,
m<n
et, avec (IV.2),
n 1
nm(n;T,a) > qq_ I 1 2¢™/2.

V.2. Démonstration du théoréme III.5. Supposons k = 0, deg(D) = 1,
deg(Q) = 0. Ici, le groupe Cq i est trivial, le groupe Cp s’identifie au groupe
multiplicatif F}, son dual s’identifie au groupe I introduit ci-dessus. On a
¢(D) =q—1 et d divise ¢ — 1. La proposition IV.2 nous donne ici

d—1

dZmy(n,m, Aa) = Zofj Z A(H)O(H) .
j=0 HeM

deg(H)=n

Posons D = T + b. Pour tout polynéome unitaire H, (H) = 0(H(-D)).
Comme précédemment,

d—1
d Z mv(n,m,A,a) = Z a_jaj,
§=0

m|n

m|n

avec

o= 3 O(NL(5— ).
bE]Fqn
BEb
Onaog=q"—1,et,pour j=1,2,...,d—1,

w41 i_
7= 3 NP = Tl S e =0

’Yei%]n q CEFZ
Y

On en déduit
dZmV(n,m,A, a)=q" —1,
m|n

et on acheve la démonstration comme pour le théoreme II1.5.

V.3. Démonstration des théorémes II1.6 et I1I1.77. Soient un entier k > 0,
() un polynome unitaire et R un polynome premier a ). Soit D polyndéme
non nul de F,[T] sans facteur carré. On pose D = sgn(D)A, sgn(D) étant
un élément non nul de Fy, A étant un polynéme unitaire de Fy[T]. Soit
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le caractére quadratique modulo A. Si P € I ne divise pas A, §(P) = (%),
ou (ﬁ) désigne le symbole de Legendre modulo P. Si sgn(D) est carré dans
[F,, pour tout P € I, (%) = O(P). Le théoreme III.1" donne les théorémes
II1.6 et II1.7. On suppose sgn(D) non carré dans Fy. Alors, si P € I, sgn(D)
est carré modulo P si et seulement si deg(P) est pair. On a donc, pour tout
entier n pair,
7r+(n; k? Q? R) = F(n; k? Q7 R7 A? 07 1)7
W_(n;k;7Q7R) W(n;kaaRaAaevi]-)v
7 (n) =7m(n; 4,6,1), 7 (n)=mn(n;4,6,-1),
et, pour tout entier n impair,
7r+(n;k,Q,R) W(n;kanRvAaev_l)a
T (n;k,Q,R) =m(n;k,Q, R, A,0,1),
at(n) =M (n;A,0,-1), 7 (n)=1II(n;A,0,1).

Les théoremes II1.6 et I11.7 se déduisent encore du théoréeme III.1’.
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