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Fonctions zéta d’Igusa et fonctions hypergéométriques

par NICUSOR DAN (Paris et Bucuresti)

Résumé. On étudie la fonction zéta d’Igusa ((P,s) associée & une hypersurface pro-
jective complexe {P = 0}. On montre qu’elle est une intégrale d’Euler généralisée et on
précise le systeme différentiel A-hypergéométrique qu’elle satisfait. On indique un algo-
rithme pour la détermination explicite d’une équation aux différences satisfaite par ((P, s).
On calcule explicitement cette fonction pour quelques cas particuliers. On prouve que la
fonction zéta associée au résultant R(1 2y n’est pas une somme de produits de fonctions
exponentielles et gamma.

Soit P un polynéme homogene de degré d en N +1 variables complexes. 11
s’identifie & une section du fibré O(d) sur PV (C). On s’intéresse & la fonction
de variable complexe s :

(1) (Ps)= | |PP*dvy,
PN (C)

ou |P| est la norme de P pour la métrique de Fubini-Study et dvy est la
mesure sur PV invariante par I'action de U(N + 1), de volume 1. Une des
raisons pour cela est le fait que

1d
37 S(Bs) = | log|Pldvy,
PN(C)

et la derniére quantité calcule la hauteur de I'hypersurface {P = 0} dans
PV, quand P est & coefficients entiers.

Suivant [GKZ], on montre au §1 que ((P,s) est une intégrale d’Euler
généralisée. On précise le systeme différentiel A-hypergéométrique qu’elle
satisfait.
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On sait [Be] que la fonction ((P,s) satisfait une équation

M
(2) > ai(s)(Ps+i) =0
=0

avec a;(s) des polynémes non-nuls. On indique au §2 un algorithme pour la
détermination explicite d’une relation (2). On donne des bornes sur M et
sur les degrés en s des polynomes a;(s) en fonction de N, d. Cet algorithme,
combiné avec celui de [Pe], permet de décider, étant donné un polynéme P,
si la fonction ((P, s) est une somme de produits de fonctions exponentielles
et gamma. Mais cette possibilité reste théorique, car ’algorithme est tres
long.
Une généralisation mineure de l'intégrale (1) est I'intégrale

C(Pa 3) = S ‘P‘QS dVNl .. .dI/Nk,
PN1(C)x...xPNk (C)

ot P est un polyndome multi-homogene sur PV (C) x ... x PV (C) et | P| est
sa norme pour la métrique produit de métriques de Fubini—Study.

Le cas particulier qui a motivé ce travail est le cas ou P = Rq, .. dy);
le résultant des N + 1 polynomes en N 4 1 variables homogenes de degrés
dp,...,dy. L'intégrale {'(P,0) a été calculée dans [BGS] et c’est un nombre
rationnel. Cela pourrait suggérer que l'intégrale ((P, s) est une combinaison
linéaire de produits de fonctions gamma. On montre au §3 que ce n’est pas
vrai pour P = R ). Le §3 contient également des expressions de (P, s)
comme somme d’une série hypergéométrique généralisée dans les cas: P =
R(,...,1), P = R(1,) et P un polynoéme quadratique quelconque.

1. ((P,s) comme intégrale d’Euler généralisée. On fixe les co-
ordonnées Xy, ..., Xy sur PV(C). On note z; = X;/X, pour tout i =
1,...,N. Soit P un polynéme homogene de degré d dans les variables
Xo, ..., Xn. Il s’identifie & une section du fibré O(d) sur PV (C). On note
|P| sa norme pour la métrique de Fubini-Study sur ce fibré. On note dvy
la mesure sur PV (C), invariante par 1'action de U(n + 1), normalisée pour
que le volume de PV (C) soit 1. L’intégrale

((Ps)= | |PPduy
PN(C)
est bien définie pour tout nombre complexe s satisfaisant Re(s) > 0, car la

fonction | P|?® est continue sur PV (C). Elle coincide avec I'intégrale indéfinie
convergente

| |P|?* duy.
PN (C)—{Xo=0}
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On exprime cette intégrale en coordonnées x1,...,Tn :
Po(z1,...,2n)Po(z1,...,2N)
(T4 |z 2+ ...+ |zn|?)d
ou Py est le des-homogénéisé du polynome P, et (|[GH], pp. 30-31)

dvy = Nlw?,
i [ E;V:1 dw;jdz; (Z;V:1 Tjdxj) A (Zj’vzl ajdz;)

R YRS S PR (RS SAMPAE
=117 J=11"J

|P|* =

)

Au total,

da:ld—a:l. .. dLENd.ZEN
L+ 212+ .- + oy |P)dsTNFT

.\ N
7 —
P s)=N!{ — PyPy)?
C(P;s) <27T> | (PoPy)
(CN
Pour tout j = 1,..., N, on écrit x; = to;_1 + ity; pour tq,...,tan des
variables réelles. On note P le polynome de degré 2d dans les variables
t1,...,ton obtenu a partir du polynome FPyPq. Il en résulte que

(3)  ¢(Ps)
1 e
:N'ﬂ'—N S Pl(tl,...,tQN)s(l—l-t%—i-...—l—t%N) ds—N 1dt1...dt2]v.

R2N

On rappelle la définition suivante de [GKZ]:

Soient P, ..., P, des polynémes de Laurent dans CF et aq,...,qm,
B1, ..., B des nombres complexes. Soit U I'ouvert de C* défini par x; # 0
pour tout i = 1,...,k et P; # 0 pour tout j = 1,...,m. Soit L le systeme
local sur U ayant les exposants de monodromie a; autour de {P; = 0} et §;
autour de {z; = 0} et soit o un k-cycle singulier avec les coefficients dans
L. Alors

SHPj(3317---737k)°‘jxf1...a:',fk dzq...dzy
o j

s’appelle une intégrale d’Fuler généralisée.

Le k-cycle singulier peut étre fini ou seulement localement fini. Dans le
dernier cas, l'intégrale doit étre convergente.

L’intégrale (3) est une intégrale d’Euler généralisée. En effet, on prend
k = 2N, on considere Iinclusion canonique R?Y < C2V et on prolonge

t1,...,tan en coordonnées complexes sur C2V.
On consideére dans la définition m = 2, P, = Pi(t1,...,tan), Po =
1+t2 4. . +t2y, a1 =s, a2 = —ds—N—1,; =... = Ban = 0. On prend

Pouvert U et le systeme local L comme dans la définition. Le systéme local
L restreint & R2N est trivial, car les polynomes P;, P, sont a coefficients
réels.
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On considere une triangulation localement finie de R?YN N U = R2V —
{P, = 0}—U?ivl{ti = 0} et on note o le 2N-cycle qui lui est associé. Comme
son support est inclus dans RV, il est bien un 2N-cycle pour le systéme
local L. Avec toutes ces notations, 'intégrale (3) s’écrit

N!
(4) v VPP 0 db - dby.

o

Suivant [GKZ], on va décrire un systeme différentiel satisfait par une
intégrale générale de type (3). Pour cela, on note

2N
(5) P =Y "Bit!, Pr=Ag+) A},
IeT i=1
ou Z est 'ensemble des 2N-uples I = (Iy,...,Ion) vérifiant I; > 0,...,
Ly > 0, Zfivl I; < 2a. On note 0 le 2N-uple (0,...,0). On suppose
A; > 0 pour tout ¢ =0,...,2N.
PROPOSITION 1.1. Soient Py, Py les polynomes définis par (5) et s un
nombre complexe vérifiant Re(s) > 2. Alors l'intégrale

I(AzyBI) = S przids*]vildtl ...dth
R2N

vérifie les équations différentielles suivantes, dans les variables A;, By:

)
(6) <;Bla—Bl>I(Ai,BI) = sI(4;, By),
2N
(7) <ZAJ~%>I(AZ~,BI) — (—ds — N)I(A;, By),
=0 !
) )
(8) <§Ii318—]31 + 24, 8Ai>I(Ai,BI) = —I(A;, By)

pour tout v =1,...,2N, et

811+...+12N 82 A 811+...+12N 82 A
9 I(4,;, By) = I(A;, B
( ) <8A{1 - 8145\],\[ aBgQ) ( I) (aAél-‘r...—i-IzN 8B%> ( I)

pour tout I € Z,1 # 0.

Preuve. La preuve coincide avec la preuve du théoreme (2.7) dans
[GKZ]; il faut seulement prouver que les intégrales qui apparaissent dans les
diverses identités sont convergentes.

On note D(R) la boule fermée, dans R?Y, centrée & 'origine, de rayon R.

Le polyndéme P, est partout positif, car A; > 0 pour ¢ = 0,...,2N.
1l résulte que la fonction Py “* N ~1 est de classe C* sur R*Y. Comme
Re(s) > 2, la fonction P} est de classe C? sur R?Y . Tl résulte que les dérivées
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d’ordre au plus 2 dans les variables By et de tout ordre dans les variables A;

commutent avec I'intégrale sur D(R) pour la forme P/ P{ds*N “Ldty ... dtgn.

On a

d —ds—N—
(10) (ZBI(?—BI> | Pipyds~Ntaty ... dtyy
I

D(R)
o 0P\ g5 N_
= S SPl 1<ZB18?1>P2(1 N 1dt1...dt2]v
D(R) IeJ I
— S PP Py Nt dtgy.
D(R)
De méme,
2N P
(11) Z(Ajﬂ> S PPy N=lae, . dtyy
§=0 77 D(R)
=(—ds—N-1) | PPy N"ldt, . dtoy,

D(R)

811+...+12N 82 ds— N —1
12 PPy 7 dty ... dt
12 <8A{1...A§§{,V aB§>D§R) 102 LN

611+---+12N 62
(aA(I)1+.--+IzN aB%

> S PePy s~ N=las, . dtyy

D(R)
= S s(s — 1)P15_2
D(R)
Li+..+IN
X H (—ds — N —i) - Py s~ N=h=mbnvg2h 02l gry dtgy,
=1
a a s p—ds—N—1
(13) ZI,BI@ +24i5 +1 | Pip; dty ... dton
Iez 1 ‘ D(R)

- S {st* ( Z Il-B,tI)P;dS*Nfl} dty ...dtan
D(R) Iez

+ | [(—ds = N = 1) Py N 2202 4 PPy NNty L dtyy
D(R)

= | dit;Prry Nty dy . dtoy)
D(R)
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== S tinP27d37N71 dtlé}izdth
8D(R)
Le polynéme P est minoré par un polynome M (1 + 2 + ... + t2,), pour
une constante positive M. Il en résulte que P, P, 4 est borné sur RV,
Le fait que
dti...dtan
(1+183+... +t25)N+1/2

est intégrable sur R?Y implique que toutes les intégrales sur D(R) dans les
expressions (10)—(13) convergent vers les intégrales similaires sur R?Y quand
R — oo.

La derniere intégrale de (13) est bornée par

VAR N ~
dty...dt;...dt
S T+ 24 . 2 )N+ 2N

dty...dt; ... dtoy

8D(R)

qui converge vers 0 quand R — oo.
Donc (6)—(9) résultent des relations (10)—(13) pour R — oo. m

On va préciser dans la suite une base de solutions pour le systeme
d’équations (6)—(9) sur un ouvert de l’espace des parametres A;, By, en
explicitant la construction de [GZK] dans notre exemple. On commence par
donner les définitions et les faits suivants de [GZK].

Soit A un ensemble de vecteurs xr = (Xik)i<i<n, k € M, dans un
hyperplan affin primitif de Z™ (i.e. la préimage de 1 par une application
linéaire Z™ — Z), qui engendrent Z".

Soit L le réseau des relations entre les vecteurs xx : a = (ax)renm € L si
> ken GkXik = 0 pour tout i =1,...,n.

Soient fi,..., 3, des nombres complexes. On note v, k € M, les coor-
données sur CM. Le systéme hypergéométrique associé a I'ensemble A et &
I’ensemble des exposants 3; est le systeme d’équations différentielles suivant
sur CM .

(14) (%xikvka%)m — Bi(v)

pour¢=1,...,n,

o D) eI )

ap>0 ap<0

pour tout a = (ax) € L.
Soit v = (y%), k € M, un vecteur dans CM. La série formelle

(16) G (w)=> [T o™/ ] T +ax+1)

a€Ll keM keM
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est une solution formelle pour le systeme d’équations (14), (15) si v vérifie

(17) Z Xik Ve = Bi
keM
pour tout ¢ =1,...,n.

Un sous-ensemble K C M s’appelle base si I’ensemble des vecteurs
Xk, k € K, forment une base dans R” = Z" ®7 R. Pour une base K on
note ITz(3, K) I'ensemble des vecteurs v € CM vérifiant (17) et la condition
Y €EZsik ¢ K.

On introduit I'espace “logarithmique” R avec les coordonnées wy,, k €
M. Pour toute base K C M et tout vecteur w € RM on définit la fonction
linéaire @ ,, sur R” = Z™ @z R par ¢k »(xx) = w si k € K. On note
C(K) le cone dans RM défini par les inégalités ¢ (xk) < wy pour k ¢ K.

La proposition 2 de [GKZ] affirme que pour toute base K et pour tout
vecteur v € IIz(3, K) il existe un vecteur C' € C(K) tel que la série (16)
converge pour (— In |vg|)gers C C + C(K).

Les séries @.,(v) et @/ (v) sont les mémes si v — 4" € L. L’ensemble de
ces séries est donc paramétrisé par 'ensemble IT (5, K)/L.

Soit A(K) la cloture convexe dans R™ de l’ensemble des vecteurs xp,
k € M, et du vecteur 0. Le cardinal de l'ensemble I17(5, K)/L est égal a
n!vol(A(K)), ot vol(A(K)) est le volume canonique dans R" = Z" @ R.

On note P la cloture convexe dans R™ de I'ensemble des vecteurs x;,
j € M, et du vecteur 0. On appelle triangulation du polyedre P un ensemble
T de bases K satisfaisant aux conditions |Jx . A(K) = P et pour tous
Ky,Ky € T, A(K7)N A(K>) est une face (peut-étre vide) de A(K7) et de
A(K).

Une triangulation T" s’appelle réguliere si le cone C(T') = (g ep C(K)
est non-vide. On dit que la triangulation T et I’ensemble des exposants
B; satisfont la condition de non-résonnance si les ensembles I17(3, K) sont
deux a deux disjoints pour K € T

Pour une triangulation qui satisfait la condition de non-résonnance, on
note I1(T') la réunion \Jycp Hz(B, K)/L. Le résultat principal de [GZK]
est le suivant :

Soit T une triangulation réquliere et satisfaisant la condition de non-
résonnance par rapport aux exposants (3;. Alors il existe un vecteur C € C(T)
tel que ensemble des fonctions @, (v), pour v € II(T'), forment une base de
solutions du systéme des équations (14), (15) sur louvert de CM défini par

(18) (—In|vg|)kems = C + C(T).

Dans notre exemple n =2+ 2N, M = {0,...,2N} UZ; les coordonnées
vg sont A; pour k =i € {0,...,2N} et By pour k = I € Z. On rappelle que
7 est 'ensemble des 2N-uples I = (I, ..., Ion) vérifiant 22251 I; <2d.
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On fixe une base e_s,e_1, €1, ..., ean sur Z>x Z>N . On fait la convention
eo = 0. L’ensemble A est formé des vecteurs x; = e_s+ 1 pour I € 7 et des
vecteurs y; = e_q1 + 2¢; pour ¢ = 0,...,2N. Les exposants sont §_5 = s,
fo1=—-ds—N,pB1=...= oy =—1.

L’ensemble des équations (14) est donné par I’équation (6) pour i = —2,
par l'équation (7) pour i = —1 et par l’ensemble des équations (8) pour
i =1,...,2N. L’ensemble des équations (9) représentent ’ensemble des

équations (15) pour une base de L. Elles sont équivalentes a I’ensemble des
équations (15) pour tous a € L.
Les équations (17) s’écrivent

2N
(19) Z’YZ =S,
=0
(20) Z’YI:—dS—N7

IeZ
(21) 2y + > Iy =—1
IeZ

pour tout ¢ =1,...,2N.

Pour tout i = 0,...,2N, on note i I’élément 2de; € Z. La cloéture convexe
P de 'ensemble des vecteurs A et du vecteur 0 est le polyedre convexe de
sommets 0 et x; = e_o2 +1, x; = e—-1 + 2¢;, pour ¢ = 0,...,2N. Clest
un cone qui a le sommet 0 et la base une prisme de bases xoq,..., Xon
et xo,...,Xxan. On choisit la triangulation de T formée des bases K; =
{0,1,...,4,4,...,2N} pour i = 0,...,2N. Un calcul évident donne (2 +
2N)!vol(A(K;)) = 2¢(2d)N .

PROPOSITION 1.2. La triangulation T est régulieére. Plus précisément, le
cone C(T) contient le cone non-vide C'(T) de RM donné par les inégalités

2N 2N
(22) wr> (1= 30 /() Juw + 37 1/ (2d) -

pour tout I € T —{0,...,2N} et
(23) d(wiy1 — W) > Wwig1 — w;
pour tout 1 =10,...,2N — 1.
Preuve. La relation évidente x; — x; = d(x; — x;) implique
(24) orcow(5) = i ;)
pour j > et

(25) PKw(Xg) = wi + d(w; — w;)
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pour j < i. Il en résulte que 'ensemble des inégalités ¢x, (xx) < wy pour
ke{0,...,2N}U{0,...,2N} — K; coincide avec I’ensemble des inégalités

d(w]' — wl) > wj — Wy

pour tous j > 7. Elles sont évidemment équivalentes & I’ensemble des inéga-
lités (23).

Soit K; une base de T' et I € Z—{0,...,2N}. L’inégalité (22) appliquée
a I et 'ensemble des inégalités ¢, w(X;) < w; pour tout j € {0,...,2N}
impliquent ¢, ,(xr) < wr, d’ott la conclusion. m

PROPOSITION 1.3. Soit s un nombre complexe vérifiant 2ds & Z. Alors
la triangulation T et les exposants B_o = s, f_1 = —ds — N, B = ... =
Bon = —1 satisfont la condition de non-résonnance.

Preuve. Soient i,5 € {0,...,2N}, i < j. On suppose par absurde
qu’il existe un élément v € II7(8, K;) N Iz(B, K;) C CM. 1l en résulte que
Yk € Z pour tout k € M — ({0,...,i} U{j,...,2N}). Les équations (21)
appliquées pour [ = j,...,2N donnent 2dy, € Z. L’équation (19) donne

Zz _; N — S € Z,dou 2ds € Z, contradiction. m

La relation (18) pour C'(T') équivaut aux inégalités

(26) ’B]’2d < C]’Bo‘Qd Z ‘,
(27) |Bit1/Bi| > Ci’AiJrl/Ai’
pour certaines constantes positives C7 pour I € Z —{0,...,2N} et C; pour

i=0,...,2N —1.
Le résultat principal de [GZK] et les propositions 1.2 et 1.3 impliquent :

PROPOSITION 1.4. L’ensemble des fonctions @.(A;, Br) pour v € II(T)
forment une base de solutions du systeme d’équations (6)—(9) sur l'ouvert
défini par les inégalités (27) de l’espace des paramétres A;, By.

COROLLAIRE 1.5. Il existe un ensemble de fonctions complexes f+(s),
pour v € II(T'), holomorphes sur C — %Z, telles que

I(Ai, Br) = Y fy(s)8,(A;, Br)
YEI(T)

sur 'ouvert de ’espace des paramétres A;, By défini par les inégalités (27).

La détermination explicite des fonctions f,(s) parait une question tres
difficile.
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3. Une relation de récurrence pour ((P,s)

THEOREME 2.1. La fonction ((P, s) satisfait une relation

M
(28) > bi(s)C(Pys+1i) =0
1=0

ou :
(a) M est un entier vérifiant

) a < (d + strd - 1)>2,

(b) bi(s) sont des fonctions rationnelles, pas toutes nulles, de la forme

i M
(30) bi(s) = l_I(s—E—i-k)_QlC : H (s — E+ k)72 . q,(s),
k=1 k=i+1

ot E est Uentier défini par la relation (44) ci-dessous et a; sont des poly-
nomes de degré au plus M(M — 1) 4+ 2i en s dont les coefficients sont des
fonctions polynomiales des coefficients du polynéme P et de leurs conjugués.

REMARQUES. 1) La démonstration fournit un algorithme pour le calcul
de l'entier M et des fonctions a;(s). Il est malheureusement treés longue dans
presque tous les cas.

2) Un énoncé analogue est valable pour l'intégrale d’une puissance d’'un
polyndéme homogene sur la sphere S™ C R,

3) Ce théoreéme a été prouvé pour d = 1 dans [Ca-M] et pour d = 2 dans
[Be-Y].

Preuve (du théoreme 2.1). On considére la famille de polynomes
(31) P=(1—-t)P+t(X¢+...+X%)

pour ¢t € R. Il suffit de prouver théoreme pour P; avec t générique au sens
de Zariski. En effet, le théoréme implique que la fonction

Ki(s)= | |P[*dvy

PN (C)
vérifie
M
(32) > bia(s)Ki(s +14) =0,
1=0
ou
i M

bis(s) = [[s—E+k)% J[ (s—E+k) " a;4(s)

k=1 k=i+1
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et a; +(s) sont des fonctions polynomiales en s, t = ¢, en les coefficients du
polynoéme P et en leurs conjugués.

On note r; = a; (), r le minimum des r; pour ¢ =0, ..., M, et on définit
a;(s) = 1D%lm a; (s)/t".

Les fonctions a;(s) sont des polynémes en s et en les coefficients du polynéme
P et leurs conjugués. Elles ne sont pas toutes nulles.
La relation (23) et la relation évidente

: 2s _ 2s _
Llim | 1P*dvy = | |P*dvy =((Ps)
PN (C) PN (C)

impliquent (28). Le degré en s de a;(s) n’est pas plus grand que le degré en
s de a;+(s) pour t générique.
Le théoreme découle des deux propositions suivantes :

PRrROPOSITION 2.2. [ existe :
(a) un entier positif M vérifiant

(33) M < <d+N]£7d— 1))27

(b) des fonctions méromorphes I(s) = K(s), I2(s),. .., In($),

(c) une matrice A(s) = (a;;(8))1<i,j<m, avec a;j(s) des polynomes en s
de degré au plus 2, dont les coefficients sont des fonctions polynémiales des
coefficients de P, et de leurs conjugués,

telles que
I(s) Li(s+1)
(34) : =(s—E+1)"2A(s) : ,
In(s) In(s+1)
ou lentier E est défini par la formule (44) ci-dessous.

PROPOSITION 2.3. Soient I1(s),...,In(s) des fonctions méromorphes
et A(s) = (aij(8))1<i,j<m une matrice & coefficients polynomes de degré au
plus 2 telles que (34) est vérifice. Alors I1(s) vérifie

Zb V(s +1) =0,

ot les b; sont des fonctions rationnelles données par (30), avec a;(s) des ex-
pressions polynomiales de fonctions ay;(s), ..., ar;(s+M), pas toutes nulles,
et de degré en s au plus M(M — 1) + 2i.
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Preuve de la proposition 2.2

LEMME 2.4. Pour un parameétre générique t € R, lidéal engendré par

les dérivées partielles (Py)x, contient tous les mondmes de degré au moins
(N +1)(d —2)+ 1 dans 'anneau C[Xo, ..., Xn].

Preuve. La condition que tous les monomes d’un degré fixé appar-
tiennent a l'idéal engendré par les dérivées partielles (P;)x, s’écrit comme la
non-nullité d’un déterminant dans un ensemble de déterminants dépendant
des coefficients du polynome P;. Il suffit de prouver que ce déterminant est
non-nul pour ¢ = 1 pour qu’il soit non-nul pour ¢ générique.

D’autre part, P, = X¢ + ...+ X$ et (P)x, = dX?~! pour tout i =
0,...,M. Il est clair que tout monéme de degré au plus (N +1)(d —2) +1
contient Xfl_l pour un certain i € {0,..., M}, donc il appartient a 1'idéal
engendré par les (Py)x,. m

Par [Ca-M],

(35) | 1P dvy =

F(N+ 1) S ‘Pt’%e_s dﬂ
PN )

I'(N+1+sd

CN+1
ol
S =|Xo|>+ ...+ | Xn|%

( 36) i N+1 . _
m
On se servira des relations de récurrence sur I'intégrale sur CV*1 et de

(35) pour déduire des relations de récurrence pour l'intégrale sur PY. On
définit

1(Q,a,b) = | QP*Pbe 5 du

CN+1

pour @ un polynéme homogene dans C[Xy, ..., Xy, Xo,..., Xn] et a,b des
nombres complexes satisfaisant Re(a),Re(b) > 0, a — b € Z.

LEMME 2.5. Pour tout polynome homogéne () de degré q dans les va-
riables Xo, ..., Xn, Xo,-.., XN, 00 @

(37) (a;rbd+N+1+g>I(Q,a,b) — 1(QS,a,b),
(38) (a+ 1)<a;bd+N+ 1+ Lﬁ)I(QPX“a,b)

-1 .
+I1(Qx,S,a+1,b) — <QT+bd+N+1+%>I(QXi,a+1,b) =0,
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b d—1
KL NI ek

(39)  (b+1) < )I(Qﬁxi,a, b)

qg+d—1
2

—I—I(QXZ_S,a,b+1)—<a >I(QXi,a,b+1):0.

Preuve. L'égalité

_g dp
0= <QPa+1Pb S >
3 Ix;

= | (a+1)QPx, PP du+ | Qx,P"'Pe %dp

CN+1 CN+1
+ | QPP (=X,)dp
CN+1
s’écrit
(40)  (a+1)I(QPx;,a,b) + I(Qx; a+1,0) = I(QX;,a+1,b) = 0.
En changeant X; avec X; et a avec b on obtient
(41) (b+1)I(QPx,,a,b) + I(Qx,,a,b+1) — [(QX;,a,b+ 1) = 0.

La relation (40) appliquée pour a — 1 au lieu de a et pour QX; au lieu de @
donne

(42) aI(QXzPXU a— 17 b) + I(XzQXm a, b) - I(QX%)_(“ a, b) =0.
De méme, (41) implique
(43) bI(Q)_(ZPT{Z? a, b— 1) + [(XZQ_YZ’ a, b) - I(QXZ)_(w a, b) =0.

La relation (37) résulte par 'addition des relations (42), (43) pour tous les
1=0,...,M, en tenant compte des relations

M M o
> XiQx, + ZXZ-QE = qQ
1=0 ]

Par (37), on peut remplacer I(QXZ, +1,b) dans (40) par

a+b+1
2

Cela prouve (38). De méme, (37) et (41) impliquent (39). m

1\t
d+N+1+qT> 1(Qx,S,a +1,b).
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Soit FE le plus petit entier positif vérifiant
(44) Ed+(d—2)>(N+1)(d—2)+1.

Tout polynéme homogene de bi-degré (Ed+ (d—2), Ed+ (d—2)) appartient,
par le lemme 2.4, a 'idéal engendré par les dérivées partielles (P;)x, dans
I'anneau C[Xo,..., Xy, Xo,...,Xn]. On choisit une base R pour l'espace
vectoriel de ces polynomes telle que chaque élément de la base est divisible
par 'une des dérivées (P;)x,.

De méme, on choisit une base 7 pour l'espace vectoriel des polynémes
bi-homogenes de degré (Ed — 1, Ed 4+ d — 1) telle que chaque élément de
la base soit divisible par une des dérivées (P;) x,- On choisit une base Q
des polynémes bi-homogenes de degré (Ed, Ed) qui contient le polynéme
Q. = PFPE .

On note Ig(s) le vecteur colonne formé par les intégrales 1(Q, s, s) pour
tout Q € Q, Ir(s) le vecteur colonne formé par les intégrales I(R, s, s) pour
tout R € R et I7(s) le vecteur colonne formé par les intégrales I(T,s+1,s)
pour tout 1" € 7.

Soit @ € Q. On applique la relation (37) pour a = b = s successivement
pour les polynémes @, @S, ...,QS% 3. On obtient

(sd+ N+1+FEd)...(sd+N+1+Ed+d—3)(Q,s,s) =I1(QS¥?s,s).
On exprime chacun des polynémes QS%2 dans la base R. On obtient
(45)  Ig(s)=(sd+N+1+Ed)~'... (sd+N+1+FEd+d—3)"'CIr(s)

pour une matrice C a coefficients constants en s.

Soit R € R. On applique (38) pour a — b = s et pour une écriture de R,
R = Px,Q. On exprime chacun des polynoémes Qx,S, @X; dans la base 7.
On obtient

(46) Ir(s) = (s+1)"Y(sd+ N+ 1+ Ed+d—2)"'D(s)Ir(s)

pour une matrice D(s) dont les coefficients sont polynomes de degré au plus
1len s.
Par le méme argument, en utilisant (39) pour a = s+1, b = s, on obtient

(47)  Ir(s)=(s+ 1) (sd+ N+ 1+ Ed+d—1)E(s)Ig(s+ 1)

pour une matrice E(s) dont les coefficients sont polynomes de degré au plus
1 en s.
Au total, les relations (45)—(47) donnent

1 I(sd+ Ed+ N +1)
4 Io(s) = :
(48) o(s) (s+1)2 I'(sd+Ed+d+ N +1)

pour une matrice B(s) dont les coefficients sont polynémes en s de degré au
plus 2.

B(s)Io(s +1)
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La dimension de 'espace Q est

Ed+ N\*
M = .
)
La définition (44) de E implique Ed + N < d+ N(d — 1), d’olt I'estimation
(33). On choisit une base Q; = PFPF,...,Qu pour Q et on note
(49) L(s)= | QiP5 duy
PN (C)
pouri=1,..., M.
Les relations (48), (49), (35) impliquent

11(8) 1 11(S+1)
(50) : = mB(S—E) :
In(s) In(s+1)

On note A(s) = B(s — E). Evidemment I (s) = K,(s). Cela finit la preuve
de la proposition 2.2.

Preuve de la proposition 2.3. La relation (34) implique

Ii(s+1) M-1 Li(s + M)
: = [[G+k-E+1)72- Al(s) :
In(s+1) k=i I (s+ M)

pour tout ¢ =0,...,M, ou
‘ M—1
(51) Al(s) = [] A(s+ k).
k=i

On prend AM(s) = Id. La matrice A’(s) a les coefficients polynémes en s
de degré au plus 2(M — i), pour tout ¢ =0,..., M.
Il en résulte que

11(8) 11(8+M)
(52) : =C(s) : :
Li(s+ M) Li(s+ M)
ou Cj;(s) = Q/I:_il(s—l—k: ~-E+1)72. A’ij(s) pour tout ¢ = 0,..., M et tout
j=1,...,M. La fonction Aij(s) est un polynoéme en s de degré au plus

2(M —1).

Soit T le rang de la matrice C'(s). Si T'=0, alors I;(s) = 0 et il n’y a
rien & démontrer. Sinon, soit det(Cy;) un mineur non-nul, pour des sous-
ensembles I de {0,..., M} et J de {1,...,M} de cardinal T. On ajoute un
élément ip & I et on note le nouveau ensemble Iy. Les fonctions Iy (s + )
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pour ¢ € Iy vérifient

Zb V(s +1) =0,

el
ou

(53) bi(s) = £det(Cr—(i3,7)(s)-

Le numérateur a;(s) de la fonction rationnelle £ det(Cr_(;},7)(s) est un
polynome en s de degré au plus

S oM —j)=M(M —1)+2i.

Le dénominateur de la fonction b;(s) est

M—1 i M
11 [[G-E+k+1)?=]]G-E+k)*- ] (s—E+k)>*2
je{0,....0,...,M} k=j k=1 k=i+1
3. Calculs explicites. Soit N un entier positif et dy, ..., dy des entiers
positifs. On note R4, . ay) le résultant des N + 1 polynomes en N + 1 va-
riables homogenes de degrés dy, . . . ,dn. C’est un polynéme multi-homogene
sur I'espace
do+N dn+N
(54) PNidosdn) — ]p( ON ) % ]p( NN )

des coefficients de ces polyndmes, qui s’annule aux points ou les polynomes
correspondant & ces coefficients ont un zéro commun dans PV. On s’intéresse
au calcul de l'intégrale

(55) C(R(do,---de\r)’S) = S |R(d0 ----- dN)|28 dV(N;do ..... dn)»

P(N;do ,,,,, dN)((C)

ou dV(N.dy,....dy) €St le produit des mesures invariantes et de volume 1 sur
les facteurs.

La dérivée en s = 0 de cette fonction a été calculée en [BGS], (4.3.39) :

N
1, 1 1 1
On reprend ici deux calculs, dus a Maillot, de la fonction (55) dans le
cas N général, dg=...=dy =1et N =1,dy =1, di = d général.
3.1. La fonction zéta associée au résultant R, . 1)

LEMME 3.1. Soit k un entier positif, soient dy,...,dy et Nyi,..., N des
entiers positifs et P un polynome multi-homogéne de degré (dy,...,dy) sur
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PN (C) x ... x PNe(C). Alors

(57) | |P|** dvy, ... dvy,
PN1(C)x...xPNk (C)
(N +1) I'(Ny+1)
-~ I'(sdy+ Ny +1) " I'(sdy + Np+1)

X S |P|2e= 5 =S dpy .. dpy,,
(CN1+1><,,,><(CNIC+1
ot Sy,...,Sk,du,...,dug sont définis par la formule (36).

Preuve. La relation résulte par I'application successive de (35) et par
la formule de Fubini :

S |P|2S dI/N1 ---dVNk
PN1(C)x...xPNE (C)

= | P> dvy, ... dvn,_, duk F(Sd( JfN il) — .
PN1(C)x... xPNe—1(C)xCNe+1 k k
= | |P|% duy, dps . . . dy
PN1(C)xCN2+1  xCNk+1
I'(Ny +1) I'(Ng + 1)

" T(sds+ No +1) " T(sdy, + Np + 1)
(N, +1)... (N, + 1) _
Sd1—|—N1—|—1)F(8dk+Nk—|—1)

_ 2s
= | 1P| dﬂl---dﬂk‘[,(

(CN1+1><...><(CNI€+1

LEMME 3.2. Soit f une fonction sur CNT1, invariante sous l’action du
groupe U(N + 1) et vérifiant f(Av) = |A|%f(v), pour tout nombre complexe
et tout vecteur v € CNTL, pour un nombre complexe a. Alors

I'(N +1+as/2)

S fe_Sd/L:f(LOv"'»O) F(N—|—1) )

CN+1

ot S et du sont définis par la formule (36).

Preuve. On munit la sphére unité S2V+! ¢ CN*! de la métrique in-
variante sous l'action du groupe U(N + 1), normalisée, pour que laire de la
sphere soit 1. La relation d’homogénéité f(Av) = [A|*f(v) implique
I'(N + 1+ as/2)

I'(N +1)

S fe ?du =

CN+1

S fd52N+1

G2N+1

et la derniere intégrale donne f(1,0,...,0) par l'invariance.
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La proposition suivante calcule I'intégrale (55) pour dy = ... =dy = 1.
Pour ¢ = 0,..., N on considére le polynome linéaire L; = ijo a;; X; sur
PV . On note a; le vecteur (@ig,s .., a;y ). Lerésultant des polynémes L; sur
PN est

Ra,.y = _det (a;)=det(ai)o<ij<n,

1 )

un polynéme multi-homogene de multi-degré (1,...,1) sur PV x ... x PV,

PROPOSITION 3.3.

N k
(58) | |R(1,...,1)|2SdVN...dVN:H< k >

PN (C)x...xPN(C) k=1 s+k

Preuve. La relation (58) résulte de (59) et de la relation

N+1
s —Sa—. . _ I'(s+k
(59) S |R(1,...,1)|2 e So—-..—Sn d,u(]d/.LN = H %
CN+1x. . xCN+1 k=1

qu’on va prouver par induction. On a noté du,; la mesure du défini par (36)
sur le i-eme facteur de CV*1 x ... x CN*l et S; = Z;‘V:() laij|?.

On définit la fonction f : CVN*! — C par la formule

f(ag) = S |det(ag, . ..,an)|?5e 77N duy ... dun.

(CN+1 ><___><(CN+1
Elle satisfait aux conditions du Lemme 3.2 :

f(Aag) = [A** f(ao),
f(pag) = S |det(uag, ay,...,an)|*e™ "N duy . duy

CN+1x,. . xCN+1

= S |det u|?*|det(ag, u  ay, ..., u tay)|*
CN+1Ix...xCN+1
x e~ (@ ) Simm (T SN (W dpy ... - (™ duy
= S |det(ag, . ..,an)|* e 77N duy .. dun = f(ap)
CN+1x . . xCN+1
pour tout uw € U(N + 1).
Il résulte du lemme 3.2 que
(60) | det(ag, ay, ... an)|?e 50N dug .. duy

CN+1x. . . xCN+1
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F(S+N+1) 2s —S1—...—S
:W S |det(eg,a1,...,aN)| e ~! Nd,ul...d,uN
(CN+1><”'><(CN+1
S I'(s+ N+1
= \ |det(aij)i<ijen|® e 7N dpuy L dpn LTt N+1) )7
I'(N+1)
CN+1x.. . xCN+1
ot on a noté eg = (1,0,...,0).
Les termes aj o, . ..,ay,o n’apparaissent pas dans |det(a;;)1<i,j<n|*.
Pour tout ¢ = 1,..., N on écrit CN*t! = C x CV, le facteur C corre-

spondant & la variable a;o. On écrit du; = dpddul, ou duf,du} sont les
mesures données par la formule (36) sur les facteurs de ce produit. On écrit
S; =8+ St ot SY = |a|? et S} = Z;VZI lai;|?. On a

(61) | |det(aij)1<ij<n|®e™5 7 dpy . duy

(CN+1><”'><(CN+1

N
=TI(Ve%an?)  §  ldetag) e 5i==5% dpf duk.
i=1 C

CNx...xCN
Par le lemme 3.02 appliqué a la fonction constante f = 1, chacune des
intégrales Sc e~ % dp? vaut 1. Par I'hypothése de récurrence, la derniere

intégrale vaut Hszl I'(s+ k)/I'(k). Donc les formules (60) et (61) prou-
vent (59).

3.2. La fonction zéta associée au résultant R ). On considere main-
tenant N = 1; on note X et Y les coordonnées sur P!. On considere les
polynomes homogenes a1 X + agY et b, X™ + b, 1 X" Y 4+ ...+ bY™ sur
P!. Leur résultant est R(1,ny = boat + blaga?fl +...+bp(—ag)", polynéme
bi-homogene de bi-degré (n,1) sur P! x P,

PROPOSITION 3.4.

(62) VR dvy doy
P1(C)xP"(C)
n!
(s+1)...(s+n)

[+t M1 =)+ ...+ (1= )] dt.

O ey

Preuve. Par le lemme 3.1,

B I'(2 I'in+1
(63) S [Bwm | dvy dvy = F(ns(—i 2) F(s(—l— n +)1)
P1(C) xP"(C)
X S lboat — bragat ™t + ...+ bn(—ag)”\256_|a°‘2_‘“1‘Q_ZLO L

(CQ ><(Cn+1



80 N. Dan

On intégre d’abord sur les fibres C™*!, pour tout (ag,a;) € C?. L’expres-
sion boa} — bragal ™t + ...+ b, (—ag)™ est linéaire en by, ..., b,, donc par le
théoreme 1.3.1 de [Ca-M],

- n|2s,—>y° |2

(64) S lboa — braga? ™' + ... + by(—ag)™|* e Zi=o 11" gy

Cn+1

= (Ja1|*™ + |a1]*"2|ao|* + ... + |ao)*™)* (s + 1).
On est réduit au calcul de I'intégrale
(65) | (lar ™ + a2 2lag|? + . .. + |ag|?)%eloo ~laal® gy,
(CQ

Cette intégrale ne dépend que des modules |ag|, |a1|. Elle est donc égale a

4| (X2 4 X272y 2 4y e Y XY dX ay.
00

En coordonnées polaires X = rcosf, Y = rsinf, 'intégrale (65) s’écrit

o0 71'/2
(66) 4 S S drdfe " r? (cos®™ O+cos*™ 2 O sin O+ . .+sin®" 0)*r> sin 6 cos 0
0 0
o0 ) 7'('/2
=4 S e st g S (cos®™ 6 + ... + sin*" ) sin 6 cos O d
0 0

1
=Tns+2)\ (" +t" "1 —t)+... + (1 —1)") dt
0
(on a fait le changement des variables ¢ = sin® # dans la derniére intégrale).
Les relations (63)—(66) impliquent

S ‘R(lm)‘Qs dl/l dl/n
PL(C)xP"(C)
I(n4+1)I(s+1

= )1 n nis
= gy V(e

DEFINITION 3.5 ([La], [A]). Soit n un entier positif, soient a, ¢, by, ..., b,
des nombres complexes et x1,...,x, des nombres complexes de module plus
petit que 1. La fonction de Lauricella Fp de parametres a,c,by,...,b, et
de variables x1,...,x, est la somme de la série absolument convergente

Fp(a;by,...byse| z1,... xp)

A)mqi+...4my bl my vt bn Mnp My Moy,
LY @ Gn ) |

| | 1 n
Mt >0 (c)m1+,,,+mnm1....mn.
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On a utilisé la notation (a),, = a(a+1)...(a+m — 1) pour un nombre
complexe a et pour un entier m > 0. Par convention (a)y = 1.

PROPOSITION 3.6.

(67) VR [ di do,
P! (C)xP(C)
n! 3 27 1 1 2[n /2]
= ——  Fplli—s,...,—s;= | =4 = =4 = .
(5+ 1n D(’ A 3’2‘2+2C°Sn+1’ R n+1>
Preuve. Montrons d’abord que
[n/2] ok
"+t 1=t .+ (1=t = 2 —t)(2+2 1.
"M —t) 4.+ (1 —t) kHl[( )<+ Cosn+1>+]

Les deux expressions sont des polynémes de degré 2[n/2] en t, dont le coef-
ficient constant est égal & 1. Montrons qu’ils ont les mémes racines.

Une racine pour le polynéme t"™ + ... + (1 — ¢)™ est une racine pour le
polynéme t"+1 — (1 —¢)"*+1  différente de la racine ¢ = 1/2. Une telle racine

s’écrit /(14 (), ou ¢ = exp i’f’{ pour un k = 1,...,n. On calcule

SRSV P S D S SR
<t 1+C><t 1+Z>_t t+2+2cos%.

Par le changement des variables v = 4(t — 1/2)? on obtient
1
68) N[+t -t . (1)) dt
0

et
1

(70) (@ —oymtetmey T2 gy =
0

I'(my+...+my +1)I(1/2)
I'(my+...4+m+3/2)
— F(1/2) : (1)M1+...+mk —9 (1)m1+...+mk )
I'3/2) - B/2mitame B/mittms
Les formules (61), (68)—(70) impliquent 1’égalité de ’énoncé.
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3.3. La fonction zéta associée au résultant Ry o). La relation (56) et le
calcul de la proposition 3.3 pourraient suggérer que ((P, s) est une combinai-
son linéaire de produits de fonctions gamma si P est un polynome résultant
R(4,,...dy)- La proposition suivante montre que cela n’est pas vrai dans le
cas N=1,dy =1, d; =2.

PROPOSITION 3.7. La fonction s — Spl(c)xpg(c) |R(1,2)|28 dvy dvs nlest
pas une combinaison linéaire de fonctions de type

M

(71) H I'(a;s + B;)"aj,
i=1

ot oy, B; € C, v; € Z, a; e R;.

Preuve. Par la relation (61) il suffit de prouver que la fonction
1
I(s) = \[* +t(1 —t) + (1 — t)*]" dt
0
n’est pas une combinaison linéaire de fonctions de type (71). La fonction
I(s) satisfait I"équation

(72) 1= (25 +1)I(s) — ;sf(s ~1)
1 25_1 1235_1/2235
I(s)_é(l—t+t)dt_§[<t—§> +ﬂ dt = § <u +Z> du
et

" el
e

2s+1 3
=—3 I(S)—Zsl(s—l)

On soustrait I'égalité (72) d’elle méme pour s, s + 1. On obtient
(74)  (3s+3)I(s) — (Ts +12)I(s + 1) + (4s + 10)I(s +2) = 0.

On regarde I'équation (74) pour s € N. On utilise I’algorithme de [Pe]
pour voir si cette équation admet des solutions de la forme (71). On introduit
les définitions suivantes.
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DEFINITION 3.8. (a) Une série s — I(s) s’appelle hypergéométrique si
pour s € N assez grand I(s) # 0 et I(s+ 1)/I(s) est une fraction rationnelle
en s.

(b) Une combinaison linéaire finie de séries hypergéométriques s’appelle
forme fermée.

(c¢) Deux séries I(s), J(s) s’appellent rationnellement équivalentes si
J(s)/I(s) est une fraction rationnelle pour s € N assez grand.

La proposition 5.2 et le théoréme 5.1 de [Pe] affirment que toute forme
fermée a s’écrit d’une maniere unique comme

a=a1+...+ag

pour des séries hypergéométriques non rationnellement équivalentes aq, ...
...,a, et que la forme a satisfait & I’équation aux différences homogeéne
La = 0 si et seulement si La; =0 pour tout ¢ =1,..., k.
11 suffit donc de chercher les solutions hypergéométriques pour (74).
Pour une telle solution I(s), on définit S(s) = I(s+ 1)/I(s). L’équation
(74) implique
(75) (4s +10)S(s +1)S(s) — (7s +12)S(s) +3s+3 =0,
équation dont on cherche les solutions fonctions rationnelles en s.
Par le lemme 3.1 de [Pe], toute fonction rationnelle S(s) s’écrit d’une
maniere unique dans la forme

 JA(s) CO(s+1)
SO =236 Tom

pour une constante Z et des polynomes A(s), B(s), C(s) vérifiant :

e A(s), B(s) sont des polynémes moniques,

e les polynomes A(s), B(s+ k) n’ont pas de racines communes pour tout
keN,

e les polynomes A(s), C(s) n’ont pas de racines communes,

e les polynomes B(s), C(s+ 1) n’ont pas de racines communes.

Avec cette écriture I'équation (75) s’écrit
A(s+1)

(76)  Z%(4s + 10)m

C(s+2)

+ Z(—=7s—12)C(s+ 1)+ (3s + 3)?8 C(s) =0.
Cette équation implique que le polynome A(s) divise 3s + 3, d’ou les possi-
bilités A(s) =1, A(s) = s+ 1, et que le polynoéme B(s + 1) divise 4s + 10,
d’otu les possibilités B(s) =1, B(s) = s+ 3/2.
Dans chacun de ces quatre cas, on cherche une solution polynomiale
C(s) pour (76). L’étude des coefficients dominants des polynoémes C(s+ 1),
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C(s+2), C(s) donne d’abord une équation polynémiale pour la constante
Z et apres une équation linéaire pour le degré du polynome C(s).

En faisant I’analyse de tous ces cas, on obtient une seule solution, donnée
par A(s) =s+1, B(s) = s+ 3/2, Z = 3/4, C un polynéme constant. Cela

donne
3\ I'(s+1)
I(S)_a<1> I'(s+3/2)

pour « une constante complexe. Mais cette solution pour I’équation ho-
mogene (74) n’est pas une solution pour ’équation initiale (72).

3.4. La fonction zéta d’un polynome quadratique. Dans cette sous-section
on reprend les calculs de [Da] sur 'intégrale (P, s) quand P est une poly-
néme quadratique et on exprime (P, s) comme somme de “séries hypergéo-
métriques généralisées”.

A cause de linvariance unitaire, on peut se réduire au cas ou P =
Zf\io a;X?. On note A; = a;a; pour i =0,...,N. On suppose N impair
et 0 < Ag < 41 < ... < Ay. La relation (18) et le théoréme 2.1 de [Da]
impliquent

1 t5—1+(N+1)/2 dt

I(s+1)% 45— N ,
2im Y1 Hi:(](t - Ai)1/2

(N +1)
APs) = T TN+ 1)

ou ¥, est un chemin injectif fermé dont l'intérieur contient les points A;,
mais pas 0. On rappelle la notation (a),, = a(a+1)...(a + m — 1) pour
tout entier positif m, (a)o = 1. On note ¢(m) = (1/2),, pour tout nombre
naturel m.

PROPOSITION 3.9. On a
1 t5—1+(N+1)/2 dt

o N
2im Y1 Hi:O (t - Ai)1/2

=Ivoin—Incsn—o+Inosna— ...+ (-1)NVTU21
avec
—14(N+1)/2
I _ A
2k,2k+1 — 2k—1

[150 (Ao — A)V2 - TIN5 o (As — Ag)1/2

x ) [T c(mi) - (=s+1 = (N +1)/2)um,,
6(2]{7)6(2]{7 + 1)m0' c mgk!m2k+2! L.my!

MO, . sM2k41,---,MN >0
2k N
« (X izo mi)c(Zi:2k+2 m;)
2k N
(> icomi + Zi:2k+2 m;)!
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2k—1 m;
y H <A2k+1 A2k> _ <A2k+1 - A2k>m2k
Aopt1 Aok
A _ A m
T (s )
i=2k+2 i A2k
Preuve. L'intégrale sur v; est indépendante du chemin ; qui entoure

les points A;. S’il tend vers l'intervalle [Ag, Ay], en tenant compte de la
détermination choisie pour les expressions t5~1HN+1)/2 et Hﬁvzo(t — A2,
Iintégrale tend vers

(=) N2 100 4+ (-1)N D2 L InCan

ou
, A2’§+1 P 1H(NHD/2 gy
2k,2k+1 = — 5T
T Az Hi:o(t )1/2 Hz 2k+1(A - t)1/2

Par le changement de variable
t = Aoy + u(Agp1 — Agp) = Ao — (1 — u)(Agp1 — Aoi)
on obtient
—1/2y, 1/2[A2k+1 _ (1 _ U)(A2k+1 _ Azk)]sfl+(N+1)/2

H?io N Agprr — Ai — (1 — u)(Agppr — Agi))V/2

1

1

Iog ok+1 = —S
0

3

N
-1
X ( I (A — Aok — w(Aspsn — A2k))) du
i=2k+2
s—1+(N+1)/2
Azt O

1250 (Argr — A)Y2 T oy o(Ai — Ap)V/2
1
0

Aot — A%]SH(NH)/Q
u)—=

Aot

21 B ~1/2
« 11 [1 _a- u)AQk-H A2k:|

Pl Agpp1 — A;
N —1/2
Aogyr — A2k:| ~1/2 —1/2
X H [1—u7 V21— w) Y2 du.
i=2k+2 Ai — Azk

Par un calcul analogue aux relations (69), (70), on trouve le résultat annoncé.
On utilise le fait que I'(1/2)I'(1/2) = 7.
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